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�áá«¥¤®¢ ­ á¯¥ªâà á¢ï§ ­­ëå ¡¨ä®­®­­ëå ®¯â¨ç¥áª¨å ª®«¥¡ ­¨© ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ «« å á ¢ àì¨à®¢ -
­¨¥¬  â®¬- â®¬­®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî ç¨á¥« �¨¡®­ çç¨. �«ï
¤¢ãåä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© á á¨«ì­ë¬  ­£ à¬®­¨§¬®¬ ª®«¥¡ ­¨© ¯®«ãç¥­  á¨áâ¥¬  à¥ªãàá¨®­­ëå

ãà ¢­¥­¨©, áãé¥áâ¢¥­­® ¡®«¥¥ á«®¦­ ï, ç¥¬ ¨á¯®«ì§ã¥¬ ï à ­¥¥ ¤«ï ®¤­®ä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨©.
� áç¥âë á ¯à¨¬¥­¥­¨¥¬ íâ®© á¨áâ¥¬ë ¯®§¢®«¨«¨ ®¯à¥¤¥«¨âì á¯¥ªâà ¡¨ä®­®­­ëå ª®«¥¡ ­¨© ¢

ª¢ §¨ªà¨áâ ««¥. �®ª § ­®, çâ® ­  ­¨§ª®ç áâ®â­®¬ ªà ¥ ¡¨ä®­®­­®© §®­ë ¢ ¯«®â­®áâ¨ á®áâ®ï-
­¨© áãé¥áâ¢ã¥â â®­ª ï áâàãªâãà  áª¥©«¨­£-â¨¯  â®£® ¦¥ ¢¨¤ , çâ® ¨ ¢ ¡¨ä®­®­­ëå á¯¥ªâà å

äà ªâ «ì­ëå à¥è¥â®ª. �áâ ­®¢«¥­ ¯¥à¨®¤¨ç¥áª¨© å à ªâ¥à § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯«®â­®áâ¨ á®áâ®ï­¨© ®â

í­¥à£¨¨ ¢ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®© èª «¥. �¯à¥¤¥«¥­ ¯¥à¨®¤ íâ®© § ¢¨á¨¬®áâ¨. �â¬¥ç¥­ ­¥áâ ­¤ àâ­ë©

¢¨¤ à¥§®­ ­á­®© áâàãªâãàë ¢ ¯«®â­®áâ¨ á®áâ®ï­¨© ¢ ¢ëá®ª®ç áâ®â­®© ®¡« áâ¨ ¡¨ä®­®­­®© §®­ë.

� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¢¥¤ãâáï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï í«¥ªâà®­-
­ëå ¨ ä®­®­­ëå á¯¥ªâà®¢ ª¢ §¨ªà¨áâ ««®¢, áâ¨¬ã«¨-
à®¢ ­­ë¥ ®âªàëâ¨¥¬ ä §ë AlMn á ¨ª®á í¤à «ì­®©

á¨¬¬¥âà¨¥© [1]. � ª¨¥ ª¢ §¨ªà¨áâ ««ë, ¨¬¥îé¨¥
ã¯®àï¤®ç¥­¨¥ ­  ¡®«ìè¨å à ááâ®ï­¨ïå, ¤ «ì­¨© ¯®-
àï¤®ª, ­® ­¥ ®¡« ¤ îé¨¥ â®ç­®© âà ­á«ïæ¨®­­®©

¨­¢ à¨ ­â­®áâìî ªà¨áâ «« , ¯à¥¤áâ ¢«ïîâ á®¡®© ä -
§ã â¢¥à¤®£® â¥« , ¯à®¬¥¦ãâ®ç­ãî ¬¥¦¤ã ªà¨áâ «-
« ¬¨ ¨ à §ã¯®àï¤®ç¥­­ë¬¨  ¬®àä­ë¬¨ ¢¥é¥áâ¢ ¬¨.
�áâ ­®¢«¥­®, çâ® á¯¥ªâà ®¤­®ç áâ¨ç­ëå ¢®§¡ã¦¤¥­¨©
(ä®­®­®¢, í«¥ªâà®­®¢) ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ «« å ï¢«ï¥âáï

ª ­â®à®¢áª¨¬ ­ ¡®à®¬ á¯¥ªâà «ì­ëå «¨­¨©, ®¡à -
§ãîé¨å á ¬®¯®¤®¡­ë¥ áâàãªâãàë äà ªâ «ì­®£® â¨-
¯  á ¯«®â­ë¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ é¥«¥© [2]. �¥­®à¬-
£àã¯¯®¢®© ¯®¤å®¤ ª íâ®© ¯à®¡«¥¬¥ à §¢¨â ¢ [3]. � §-
à ¡®â ­  à¥ªãàà¥­â­ ï ¯à®æ¥¤ãà  ®¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯«®â-
­®áâ¨ ®¤­®ç áâ¨ç­ëå á®áâ®ï­¨© ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ «« å

¬¥â®¤®¬ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®£® ¨áª«îç¥­¨ï (decimation)
­¥ª®â®àëå ¯¥à¥¬¥­­ëå ¢ á¨áâ¥¬¥ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å

¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å ãà ¢­¥­¨© [4]. �¥ «ì­ë¥ ª¢ §¨ªà¨-
áâ ««¨ç¥áª¨¥ á¨áâ¥¬ë á®§¤ îâáï ¯à¨ ¢ëà é¨¢ ­¨¨

á¢¥àåà¥è¥â®ª, ¨áá«¥¤ãîâáï íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­® ¬¥â®-
¤ ¬¨ à¥­â£¥­®¢áª®£®  ­ «¨§  ¨ à ¬ ­®¢áª®© á¯¥ªâà®-
áª®¯¨¨ [5].

� àï¤ã á ¤àã£¨¬¨ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï¬¨ ®¤­®ä®­®­­ëå

á¯¥ªâà®¢ ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ «« å, ¨á¯®«ì§ãîé¨¬¨ áâ ­-
¤ àâ­®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥ £ à¬®­¨ç¥áª®£® ¯®â¥­æ¨ « 

¬¥¦ â®¬­®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï, ã¦¥ ­ ç «®áì ¨§ãç¥-
­¨¥ ¢«¨ï­¨ï  ­£ à¬®­¨§¬  ª®«¥¡ ­¨© ­  á¯¥ªâàë

®¤­®ä®­®­­ëå ¢®§¡ã¦¤¥­¨©. �à¨ íâ®¬, ®¤­ ª®, ®¡à -
é «®áì ¢­¨¬ ­¨¥ ­  ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ¢«¨ï­¨ï ­  ®¤­®-
ä®­®­­ë¥ á¯¥ªâàë á« ¡®£®  ­£ à¬®­¨§¬  ª®«¥¡ ­¨©,
á« ¡®£® ä®­®­-ä®­®­­®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï, ®¯à¥¤¥«ï-
îé¥£® íää¥ªâë â¥¯«®¢®£® à áè¨à¥­¨ï, ®âª«®­¥­¨¥
®â § ª®­  �î«®­£  ¨ �â¨ ¯à¨ ¢ëá®ª¨å â¥¬¯¥à âãà å

¨ â. ¤. [6]. �ç¥â íâ®£® á« ¡®£®  ­£ à¬®­¨§¬  ¬®¦¥â

¡ëâì ¯à®¢¥¤¥­ ¢ à ¬ª å áâ ­¤ àâ­®© â¥®à¨¨ ¢®§¬ã-
é¥­¨©. �à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ á¯¥ªâà®¢
ª¢ §¨ªà¨áâ ««®¢ á á¨«ì­ë¬  ­£ à¬®­¨§¬®¬ ª®«¥¡ -

­¨©, ¯à¨¢®¤ïé¨¬ ª ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ë¬, ª ç¥áâ¢¥­­ë¬
¨§¬¥­¥­¨ï¬ á¯¥ªâà . � ª¨¬ ª ç¥áâ¢¥­­ë¬ íää¥ªâ®¬
á¨«ì­®£®  ­£ à¬®­¨§¬  ª®«¥¡ ­¨© ï¢«ï¥âáï ®¡à §®-
¢ ­¨¥ á¢ï§ ­­ëå ¡¨ä®­®­­ëå, âà¨ä®­®­­ëå ¨ â. ¤.
ª®«¥¡ ­¨©, ¯à®ï¢«ïîé¨åáï ¢ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­® ­ -
¡«î¤ ¥¬ëå á¯¥ªâà å à áá¥ï­¨ï ¬¥¤«¥­­ëå ­¥©âà®-
­®¢, ��-á¯¥ªâà å ¢ ¢¨¤¥ ®â¤¥«ì­ëå ¨­â¥­á¨¢­ëå

à¥§®­ ­á­ëå ¯¨ª®¢ ¢¡«¨§¨ à §¬ëâëå ¯®«®á ¤¨áá®æ¨¨-
à®¢ ­­ëå ¤¢ãåä®­®­­ëå, âà¥åä®­®­­ëå ¨ â.¤. ª®«¥-
¡ ­¨© [7]. �áá«¥¤®¢ ­¨ï á¯¥ªâà®¢ á¢ï§ ­­ëå ¬­®£®-
ä®­®­­ëå ª®«¥¡ ­¨© (¡¨ä®­®­®¢, âà¨ä®­®­®¢ ¨ â.¤.)
¯à®¢®¤¨«¨áì â¥®à¥â¨ç¥áª¨ ¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­® ¢ àï¤¥

à ¡®â (á¬. [8,9]). � ®¡§®à¥ [8] ¢ ®¤­®¬ ¨§ à §¤¥«®¢

á¯¥ªâà ¡¨ä®­®­­ëå ª®«¥¡ ­¨© ¢ ­¥ã¯®àï¤®ç¥­­ëå

ªà¨áâ «« å á ¤¨ £®­ «ì­ë¬ ¡¥á¯®àï¤ª®¬ ¨§ãç «áï

¢ àì¨à®¢ ­¨¥¬ í­¥à£¨¨ ¢®§¡ã¦¤¥­¨ï ¨§®«¨à®¢ ­­ëå

¬®­®¬¥à®¢. � [10] ¨áá«¥¤®¢ «áï á¯¥ªâà ¡¨ä®­®­®¢

äà ªâ «ì­®© áâàãªâãàë— ª®¢à  �¥à¯¨­áª®£®. �â¬¥-
â¨¬, çâ® ¡¨ä®­®­­ë¥ ª®«¥¡ ­¨ï ¡®«¥¥ çã¢áâ¢¨â¥«ì­ë
ª ­ «¨ç¨î ¤¥ä¥ªâ®¢ à¥è¥âª¨, ¯®áª®«ìªã ®­¨ «®ª -
«¨§ãîâáï ­  ¤¥ä¥ªâ å à¥è¥âª¨ ¯à¨ £®à §¤® ¡®«¥¥

á« ¡®¬ ¨áª ¦¥­¨¨, ç¥¬ íâ® ­¥®¡å®¤¨¬® ¤«ï «®ª «¨-
§ æ¨¨ ®¤­®ä®­®­­ëå ¢®§¡ã¦¤¥­¨© [8]. � à §¢¨â¨¥

íâ¨å ¨áá«¥¤®¢ ­¨© á ãç¥â®¬ ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¨á¯®«ì§®-
¢ ­¨ï ¡¨ä®­®­­ëå à¥§®­ ­á®¢ ¢ ¯à ªâ¨ç¥áª¨å æ¥«ïå

¯à¥¤áâ ¢«ïîâ ¨­â¥à¥á ¨§ãç¥­¨¥ á¯¥ªâà®¢ ¡¨ä®­®­-
­ëå ª®«¥¡ ­¨© ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ «« å ¨ áà ¢­¥­¨¥ íâ¨å

á¯¥ªâà®¢ á® á¯¥ªâà ¬¨ ¡¨ä®­®­®¢ ¢ ­¥ã¯®àï¤®ç¥­­ëå

ªà¨áâ «« å ¨ äà ªâ «ì­ëå áâàãªâãà å.

� ª ¨ ¢ [4], à áá¬®âà¨¬ ®¤­®¬¥à­ë© ª¢ §¨ªà¨-
áâ «« á ¢ àì¨àã¥¬ë¬¨ ¢¥«¨ç¨­ ¬¨ ¬¥¦ â®¬­®£® ¢§ -
¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®áâìî

ç¨á¥« �¨¡®­ çç¨. �¤­®¬¥à­ ï § ¬ª­ãâ ï æ¥¯®çª 

 â®¬®¢ á ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥¬ ¡«¨¦ ©è¨å á®á¥¤¥© VA
¨«¨ VB ä®à¬ «ì­® £¥®¬¥âà¨ç¥áª¨ £¥­¥à¨àã¥âáï ¨§

§ ¬ª­ãâ®© æ¥¯®çª¨, á®áâ®ïé¥© ¨§ âà¥å  â®¬®¢ (i = 1,
2, 3) á ¢¥«¨ç¨­ ¬¨ ¯®â¥­æ¨ «  ¬¥¦ â®¬­®£® ¢§ ¨¬®-
¤¥©áâ¢¨ï V12 = VA, V23 = VB, V31 = VA.
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�®á«¥¤ãîé ï £¥®¬¥âà¨ç¥áª ï £¥­¥à æ¨ï æ¥¯®çª¨

¨§ N = FN  â®¬®¢, £¤¥ FN — ç¨á«  �¨¡®­ ç-
ç¨ (F0 = 1, F1 = 1, F2 = 2, F3 = 3, . . . ,
Fn = Fn−1 +Fn−2), ¯à®¨áå®¤¨â ¯® à¥ªãàá¨¢­®© ” à®ç-
­®©” áå¥¬¥ An → An+1Bn+1, Bn → An+1 á § ¬¥­®©

á¢ï§¨ VA ­  á¨áâ¥¬ã á¢ï§ì VA– â®¬–á¢ï§ì VB ¨ § ¬¥-
­®© VB ­  VA. �à¨ ¡®«ìè¨å n §­ ç¥­¨ï Fn ∼= (τ−1)−n,
£¤¥ áª¥©«¨­£®¢ë© ¯ à ¬¥âà τ = (1 +

√
5)/2 (§®«®â®¥

á¥ç¥­¨¥), ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ ª¢ ¤à â­®£® ãà ¢­¥­¨ï

(τ−1)2+(τ−1)−1 = 0. � ª ¦¥ ª ª ¨ ¢ ¯¥à¢ëå à ¡®â å
íâ®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï, ãçâ¥¬ ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì  ­£ à-
¬®­¨§¬ ª®«¥¡ ­¨©, ®â¢¥ç îé¨© ª®­â ªâ­®¬ã ¢§ ¨-
¬®¤¥©áâ¢¨î ¢®§¡ã¦¤¥­¨© — ®¯â¨ç¥áª¨å ä®­®­®¢. �
íâ®¬ á«ãç ¥ £ ¬¨«ìâ®­¨ ­ H ª¢ §¨ªà¨áâ ««¨ç¥áª®©

á¨áâ¥¬ë ¢ ã§¥«ì­®¬ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ¢â®à¨ç­®£® ª¢ ­-
â®¢ ­¨ï ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤ [8]:

H =
∑
n

EnB
+
nBn+

∑
nm

VnmB
+
nBm−A

∑
n

B+
nB

+
nBnBn,

(1)
£¤¥ En — í­¥à£¨ï ¢®§¡ã¦¤¥­¨ï ¨§®«¨à®¢ ­­®£® ¬®­®-
¬¥à , B+

n , Bn — ¡®§¥-®¯¥à â®àë à®¦¤¥­¨ï, ã­¨çâ®-
¦¥­¨ï ¢®§¡ã¦¤¥­¨©, A — ª®­áâ ­â   ­£ à¬®­¨§¬ .
�«ï ®¤­®ä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© à¥è¥­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï

�à¥¤¨­£¥à  H|1〉 = E|1〉 ¨é¥âáï, ª ª ®¡ëç­®, ¢ ¢¨¤¥
|1〉 =

∑
ΨnB

+
n |0〉, £¤¥ |0〉— ®á­®¢­®¥ á®áâ®ï­¨¥.�®á«¥

¯®¤áâ ­®¢ª¨ |1〉 ¢ ãà ¢­¥­¨¥ �à¥¤¨­£¥à  ¤«ï í­¥à£¨¨

E ¨ ¢®«­®¢®© äã­ªæ¨¨ Ψ ­ å®¤ïâáï á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥

¤¨­ ¬¨ç¥áª¨¥ ãà ¢­¥­¨ï

(E − En)Ψn = Vn−1,nΨn−1 + Vn,n+1Ψn+1. (2)

� ª ¦¥ ª ª ¨ ¢ [4], ¢¢¥¤¥¬ ®¡®§­ ç¥­¨ï

En =


εα, Vn−1,n = Vn,n+1 = VA,

εβ, Vn−1,n = VA, Vn,n+1 = VB ,

εγ , Vn−1,n = VB, Vn,n+1 = VA.

(3)

�«¥¤ãï decimation-¯à®æ¥¤ãà¥, ¬®¦­® ã¬¥­ìè¨âì ç¨-
á«® ãà ¢­¥­¨© ¢ á¨áâ¥¬¥ á¥ªã«ïà­ëå ãà ¢­¥­¨© (2),
¢ëà §¨¢ Ψn, ®â¢¥ç îé¨¥ En = εβ , ç¥à¥§ á®á¥¤­¨¥
Ψn±1. �®«ãç¥­­ ï ¯®á«¥ íâ®£® á¨áâ¥¬  FN−1 á¥ªã-
«ïà­ëå ãà ¢­¥­¨© ¡ã¤¥â â®£® ¦¥ ¢¨¤ , çâ® ¨ (2) ¤«ï
æ¥¯®çª¨ á FN−1 ã§« ¬¨, ­® â®«ìª® á ¯à¥®¡à §®¢ ­-
­ë¬¨ ¢¥«¨ç¨­ ¬¨ í­¥à£¨© ¢®§¡ã¦¤¥­¨ï ¢ ã§« å ¨

¬¥¦ã§¥«ì­®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï

ε̃α = εγ +
V 2
A + V 2

B

E − εβ
, ε̃β = εγ +

I2
B

E − εβ
,

ε̃γ = εα+
V 2
A

E − εβ
, ṼA =

VAVB

E − εβ
, ṼB = VA. (4)

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ä®à¬ «ì­® ¢­®¢ì ¨¬¥¥âáï á¨áâ¥¬ 

ãà ¢­¥­¨© (2), ­® ã¦¥ á ¨§¬¥­¥­­ë¬¨ ¯ à ¬¥âà ¬¨

ε̃, Ṽ . �à¨ ¯®á«¥¤ãîé¥¬ ¬­®£®ªà â­®¬ ¯®¢â®à¥­¨¨

à¥ªãàá¨®­­®© ¯à®æ¥¤ãàë (4) ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­®¬ E
¢¥«¨ç¨­ë Ṽ ¡ëáâà® ã¬¥­ìè îâáï, á®áâ ¢«ïîé¨¥ ε̃,

¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë¥ V 2, â ª¦¥ ¡ëáâà® ã¬¥­ìè îâáï,
¨ ã¦¥ ¯à¨ ç¨á«¥ ¨â¥à æ¨© ≈ 20 ¨å à®«ì ­¨çâ®¦­ .
�á­®, çâ® ¤«ï ¡¥áª®­¥ç­® § ¬ª­ãâ®© æ¥¯®çª¨ íâ  ¯à®-
æ¥¤ãà  á¢®à ç¨¢ ­¨ï (decimition) ¯à¨¢®¤¨â ª â ª¦¥

¡¥áª®­¥ç­®© æ¥¯®çª¥. �à¨ íâ®¬ ä®à¬ «ì­® ªà¨áâ «-
«¨ç¥áª ï æ¥¯®çª  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â á®¡®© á¨áâ¥¬ã ­¥¢§ -
¨¬®¤¥©áâ¢ãîé¨å ®áæ¨««ïâ®à®¢ â¨¯  α, β, γ. �¡é¥¥

ç¨á«® FN ®áæ¨««ïâ®à®¢ á®áâ®¨â ¨§ FN−3 ®áæ¨««ï-
â®à®¢ â¨¯  α, FN−2 ®áæ¨««ïâ®à®¢ â¨¯  β ¨ FN−2

®áæ¨««ïâ®à®¢ â¨¯  γ. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ª®­æ¥­âà -
æ¨¨ α, β, γ æ¥­âà®¢ à ¢­ë nα = FN−3/FN = 2τ − 3,
nβ = nγ = FN−2/FN = 2 − τ , nα + nβ + nγ = 1.
�«®â­®áâì ®¤­®ä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© ρ1(E) ¤«ï á¨áâ¥-
¬ë ­¥¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢ãîé¨å ®áæ¨««ïâ®à®¢ ¨§¢¥áâ­ë¬

®¡à §®¬ á¢ï§ ­  á ¬­¨¬®© ç áâìî á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥©

äã­ªæ¨¨ �à¨­  G(1)(E) ®¤­®ä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨©

ρ1(E) = π−1ImG(1)(E),

G(1)(E) =
nα

E − ε
(∞)
α

+
nβ

E − ε
(∞)
β

+
nγ

E − ε
(∞)
γ

, (5)

£¤¥ ε
(∞)
α , ε

(∞)
β , ε

(∞)
γ — á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ ¯à¥¤¥«ë

εα,β,γ ¯à¨ ¡®«ìè¨å ç¨á« å ¨â¥à æ¨©. �«ï áâ àâ®-
¢ëå §­ ç¥­¨© εα,β,γ á«¥¤ã¥â ¢¢¥áâ¨ ä¥­®¬¥­®«®£¨ç¥-
áª®¥ § âãå ­¨¥, ª®â®à®¥ ¡ã¤¥¬ áç¨â âì ®¤¨­ ª®¢ë¬

εα,β,γ = ε
(0)
α,β,γ + iη.

�«ï ¤¢ãåä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© á í­¥à£¨¥© E à¥è¥-
­¨¥ ãà ¢­¥­¨ï �à¥¤¨­£¥à 

H|2〉 = E|2〉 (6)

¨é¥âáï ¢ ¢¨¤¥ á«¥¤ãîé¥© áã¯¥à¯®§¨æ¨¨ [8]:

|2〉 =
∑
nm

ΨnmB
+
nB

+
m|0〉. (7)

�®¤áâ ­®¢ª¥ (7) ¢ (6) ¯à¨¢®¤¨â ª á«¥¤ãîé¥© á¨áâ¥¬¥
ãà ¢­¥­¨© ¤«ï ¢®«­®¢®© äã­ªæ¨¨ Ψnm:

(E + 2Aδn,m −En −Em)Ψn,m = Vn+1,nΨn+1,m

+Vn,n−1Ψn−1,m+Vm+1,mΨn,m+1 +Vm−1,mΨn,m−1. (8)

�à®¢¥¤¥­¨¥ decimation-¯à®æ¥¤ãàë ¤«ï á¨áâ¥¬ë á¥-
ªã«ïà­ëå ãà ¢­¥­¨© (8) ¢ ®¡é¥¬ á«ãç ¥ ¯à®¨§¢®«ì-
­®© ª®­áâ ­âë  ­£ à¬®­¨§¬  ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï § âàã¤-
­¨â¥«ì­ë¬, ¯® ªà ©­¥© ¬¥à¥ íâ®â ¢®¯à®á âà¥¡ã¥â

¤ «ì­¥©è¥£® ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï. �¤­ ª®, ª ª ¨ ¤«ï äà ª-
â «ì­ëå áâàãªâãà [10], ¬®¦­® ¢ ¯¥à¢ãî ®ç¥à¥¤ì à á-
á¬®âà¥âì ¯à¥¤¥«ì­ë© á«ãç © á¨«ì­®£®  ­£ à¬®­¨§¬ 

A > V . � íâ®¬ á«ãç ¥ ®ª § «®áì ¢®§¬®¦­ë¬ ¯à®¢¥¤¥-
­¨¥ decimation-¯à®æ¥¤ãàë ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª á¨áâ¥¬¥

ãà ¢­¥­¨© (8) á ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ë¬ ¨áª«îç¥­¨¥¬ â¥å

ãà ¢­¥­¨© (8), ª®â®àë¥ ¢ª«îç îâ β-æ¥­âàë. �áâ¥-
áâ¢¥­­®, ¢ á¢ï§¨ á ã¢¥«¨ç¥­¨¥¬ ¢¤¢®¥ ç¨á«  ¨­¤¥ªá®¢,
¯à¨­æ¨¯¨ «ì­ë¬ ¨§¬¥­¥­¨¥¬ ”à §¬¥à­®áâ¨” ¢®§à -
áâ ¥â ç¨á«® ¢¥«¨ç¨­, ¢ª«îç¥­­ëå ¢ à¥ªãàá¨¢­ãî

áå¥¬ã â¨¯  (4).
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�¢¥¤¥¬ ¤«ï ¢¥«¨ç¨­ En + Em á«¥¤ãîé¨¥ ®¡®§­ -
ç¥­¨ï á ä¨ªá¨à®¢ ­­®© ­ã¬¥à æ¨¥© ¯ à ¨­¤¥ªá®¢:
αα→ 1, ββ → 2, γγ → 3, αβ → 4, αγ → 5, βγ → 6,

ε1 = 2ε0, ε2 = 2εβ, ε3 = 2εγ ,

ε4 = εα + εβ , ε5 = εα + εγ , ε6 = εβ + εγ . (9)

�¢¥¤¥¬ â ª¦¥ ¤¢¥­ ¤æ âì ¢¥«¨ç¨­ V ijA,B, 1 6 i 6 6,
1 6 j 6 6, ®¯à¥¤¥«ïîé¨å A- ¨«¨ B-¯¥à¥­®á ¢®§¡ã-
¦¤¥­¨ï ¬¥¦¤ã ã§« ¬¨ ¢ â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤  ¯ à  i
¯¥à¥å®¤¨â ¢ ¯ àã j

V 14
A , V 15

A , V 24
A , V 26

A , V 26
B , V 35

A ,

V 36
A , V 36

B , V 45
A , V 45

B , V 46
A , V 56

A . (10)

�áâ «ì­ë¥ ª®¬¯®­¥­âë V ¢ ­ ¡®à¥ i, j, A, B ®âáãâ-
áâ¢ãîâ ¢ à¥ªãàá¨®­­®© áå¥¬¥. �¥â «ì­ë¥ à áç¥âë,
­¥ ¯à¨¢®¤¨¬ë¥ ¤«ï ªà âª®áâ¨ ¨§«®¦¥­¨ï, ¯®ª § «¨,
çâ® à¥ªãàà¥­â­ ï ¯à®æ¥¤ãà  ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®£® á¢¥à-
âë¢ ­¨ï á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© (8) ¤«ï ¤¢ãåä®­®­­ëå

á®áâ®ï­¨© á ”¨áª«îç¥­¨¥¬” β-æ¥­âà®¢ (decimation),
¡®«¥¥ á«®¦­ ï, ç¥¬ (4) ¤«ï ®¤­®ä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨©,
¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

ε̃1 = ε3 + 2
[
S(ε, V )

(
V 36
B

)2
+R(ε, V )

(
V 36
A

)2]
,

ε̃2 = ε3 + 2S(ε, V )
[
V 36
B

]2
,

ε̃3 = ε1 + 2Q(ε, V )
[
V 14
A

]2
,

ε̃4 = ε3 + S(ε, V )
[
V 36
Z

]2
+R(ε, V )

[
V 36
B

]2
+

[
V 36
B

]2
E − ε6

,

ε̃5 = ε5 +Q(ε, V )
[
V 45
B

]2
+ S(ε, V )

[
V 56
A

]2
+

[
V 45
A

]2
E − ε4

,

ε̃6 = ε5 + S(ε, V )
[
V 56
A

]2
+Q(ε, V )

[
V 45
B

]2
, (11a)

£¤¥ ¤«ï á®ªà é¥­¨ï § ¯¨á¨ ¢¢¥¤¥­ë ¢á¯®¬®£ â¥«ì­ë¥

¢¥«¨ç¨­ë S, R, Q

S(ε, V ) =

[
E − ε6 −

2
(
V 26
B

)2
E + 2A− ε2

]−1

,

R(ε, V ) =

[
E − ε6 −

2
(
V 26
A

)2
E + 2A− ε2

]−1

,

Q(ε, V ) =

[
E − ε4 −

2
(
V 24
A

)2
E + 2A− ε2

]−1

. (11b)

�áâ «ì­ë¥ ¤¢¥­ ¤æ âì ãà ¢­¥­¨© ¤«ï V ¢ ®¡é¥© á

(11a) à¥ªãàá¨®­­®© áå¥¬¥ ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

Ṽ 14
A = R(ε, V )V 36

A V 36
B , Ṽ 15

A = S(ε, V )V 56
A V 36

B ,

Ṽ 24
A = S(ε, V )V 36

A V 36
B , Ṽ 26

A = S(ε, V )V 56
A V 36

B ,

Ṽ 26
B = V 35

A , Ṽ 35
A = Q(ε, V )V 14

A V 45
B ,

Ṽ 36
A = Q(ε, V )V 14

A V 45
B , Ṽ 36

B = V 15
A , Ṽ 45

B = V 35
A ,

Ṽ 45
A =

V 36
B V 56

A

E − ε4
, Ṽ 46

A =
V 36
B V 56

A

E − ε6
, Ṽ 56

A =
V 45
A V 45

B

E − ε4
.

(12)
�¥ªãàá¨¢­ãî áå¥¬ã (11), (12) ¬®¦­® ¯à®¢¥à¨âì

¯à¨ ­ ¨¬¥­ìè¨å ¯® ®¡ê¥¬ã ¢ëç¨á«¥­¨© á¢®à ç¨¢ ­¨©

á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© (8), áâ àâãï ®â F5 = 8. �à¨

íâ®¬ ¢ à áç¥â å á«¥¤ã¥â ¤«ï á¨«ì­®£®  ­£ à¬®­¨§-
¬  ãç¨âë¢ âì â®«ìª® ­ ¨¡®«ìè¨¥ ¯® A ç«¥­ë ¯à¨

áà ¢­¥­¨¨ à §«¨ç­ëå áâ¥¯¥­¥© An ¯à¨ í­¥à£¨ïå E

¢¡«¨§¨ ¡¨ä®­®­­®© §®­ë E ≈ 2ε
(0)
α,β,γ − 2A [8]. �®á«¥

¬­®£®ªà â­ëå ¨â¥à æ¨© ¯® à¥ªãàà¥­â­®© áå¥¬¥ (11),
(12), ª ª ¨ ¤«ï ®¤­®ä®­­ëå ª®«¥¡ ­¨©, ¯à¨ ä¨ªá¨-
à®¢ ­­®© í­¥à£¨¨ E ¢ ®¡« áâ¨ ¡¨ä®­®­­®© §®­ë ¢¥-
«¨ç¨­ë V ¨ á®áâ ¢«ïîé¨¥ ε̃, ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­ë¥ V 2,
¡ëáâà® ã¬¥­ìè îâáï. �®íâ®¬ã ¢ ¯à¥¤¥«ì­®¬ á«ãç ¥

¡®«ìè®£® ç¨á«  ¨â¥à æ¨© ¨¬¥¥¬ á¨áâ¥¬ã ­¥¢§ ¨¬®-
¤¥©áâ¢ãîé¨å  ­£ à¬®­¨ç¥áª¨å ®áæ¨««ïâ®à®¢. �®®â-
¢¥âáâ¢¥­­® ¯«®â­®áâì ¤¢ãåä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© ρ2(E)
¢ íâ®¬ á«ãç ¥ á¢ï§ ­  á ¬­¨¬®© ç áâìî äã­ªæ¨¨

�à¨­  G(2)(E) ¤¢ãåä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© ¨§¢¥áâ­ë¬

®¡à §®¬ [8]

ρ2(E) = π−1ImG(2)(E),

G(2)(E)=
nα

E+2A−ε(∞)
1

+
nβ

E+2A−ε(∞)
2

+
nγ

E+2A−ε(∞)
3

,

(13)

£¤¥ ε
(∞)
1,2,3 — ¯à¥¤¥«ì­ë¥ ¯à¨ ¡®«ìè®¬ ç¨á«¥ ¨â¥à æ¨©

§­ ç¥­¨ï ε1,2,3.
�®«ãç¥­­ ï ¢ëè¥ à¥ªãàà¥­â­ ï áå¥¬  (11), (12)

¡ë«  à¥ «¨§®¢ ­  ­  ��� ¯à¨ â¥å ¦¥ áâ àâ®¢ëå

§­ ç¥­¨ïå ¢¥«¨ç¨­ ε, V , çâ® ¨ ¢ [4]. �  à¨á. 1–4
¯à¨¢¥¤¥­ë à¥§ã«ìâ âë ¢ëç¨á«¥­¨©. �á¥ ¡¥§à §¬¥à-
­ë¥ í­¥à£¥â¨ç¥áª¨¥ ¢¥«¨ç¨­ë ¯à¨¢¥¤¥­ë ¢ ¥¤¨­¨æ å

V1 ≡ VA, ¢¥«¨ç¨­  VB/VA = 2, í­¥à£¨ï ®âáç¨-
âë¢ ¥âáï ®â æ¥­âà  §®­ë ¢ á«ãç ¥ ®¤­®ä®­®­­ëå

ª®«¥¡ ­¨© (ε
(0)
α,β,γ = 0) ­  à¨á. 1 ¨«¨ ®â æ¥­âà 

¯®«®áë ¤¨áá®æ¨¨à®¢ ­­ëå ¤¢ãåä®­®­­ëå ª®«¥¡ ­¨©

¤«ï ¡¨ä®­®­®¢ (à¨á. 2–4, ε
(0)
1,2... ,6 = 0). � áâ àâ®¢ë¥

§­ ç¥­¨ï ε1,2,... ,6 ¢¢®¤¨«®áì, ¥áâ¥áâ¢¥­­®, ã¤¢®¥­­®¥
¯® áà ¢­¥­¨î á ®¤­®ä®­®­­ë¬ ä¥­®¬¥­®«®£¨ç¥áª®¥

§ âãå ­¨¥ ε1,2... ,6 = ε
(0)
1,2,... ,6 + i(2η), η = 5 · 10−6VA.

�  à¨á. 1 ¯à¥¤áâ ¢«¥­ á¯¥ªâà ®¯â¨ç¥áª¨å ä®­®­®¢
¢ ª¢ §¨ªà¨áâ ««¥, ¯®«ãç¥­­ë© ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨

à¥ªãàà¥­â­®© áå¥¬ë (4). �¡é¨© ¢¨¤ á®¢¯ ¤ ¥â á

¯®«ãç¥­­ë¬ ¢ [4]. � ¡«î¤ îâáï ¤¢¥ £« ¢­ë¥ é¥«¨

¢ ®¡« áâïå í­¥à£¨© |E| ≈ 2VA, á¥à¨¨ ¯¨ª®¢ á ¯®á«¥¤®-
¢ â¥«ì­® ã¬¥­ìè îé¥©áï  ¬¯«¨âã¤®©, ã¤ «ïîé¨åáï
®â ¯¨ª  á ¬ ªá¨¬ «ì­®© ¨­â¥­á¨¢­®áâìî, â®£® ¦¥

â¨¯ , çâ® ¨ ¢® äà ªâ «ì­ëå áâàãªâãà å [10]. �®«¥¥

¤¥â «ì­ë©  ­ «¨§ ¯®ª § «, çâ® ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ¨¬¥-
¥âáï ª ­â®à®¢áª¨© ­ ¡®à, ¯®áª®«ìªã ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨
¬ áèâ ¡  ­¥¯à¥àë¢­® ¯à®ï¢«ï¥âáï á ¬®¯®¤®¡­ ï á¨-
áâ¥¬  ¯¨ª®¢ ¨ é¥«¥©. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ [4] ¢ëç¨á«¥-
­¨¥ ¯«®â­®áâ¨ ®¤­®ç áâ¨ç­ëå á®áâ®ï­¨© ¯à®¢®¤¨«®áì

¤«ï í«¥ªâà®­®¢ ¨  ªãáâ¨ç¥áª¨å ä®­®­®¢. �à ¢­¥­¨¥
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�¨á. 1. �«®â­®áâì á®áâ®ï­¨© ®¤­®ä®­®­­ëå ®¯â¨ç¥áª¨å ª®«¥¡ ­¨© ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ ««¨ç¥áª®© æ¥¯®çª¥ �¨¡®­ çç¨.

à¨á. 1 á«¥¤ã¥â ¯à®¢®¤¨âì á® á¯¥ªâà®¬ í«¥ªâà®­®¢, ¯®-
«ãç¥­­ë¬ ¢ [4], ¯®áª®«ìªã ¤«ï ®¤­®ç áâ¨ç­ëå á®áâ®-
ï­¨© ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¨§®«¨à®¢ ­­®© ¢ëá®ª®ç áâ®â-
­®© §®­ë ¢ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ á¨«ì­®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï

à §­¨æ  á¯¥ªâà®¢ ä¥à¬¨®­®¢ ¨ ¡®§®­®¢ ­¥áãé¥áâ¢¥­-
­ . �® á¯¥ªâà®¬  ªãáâ¨ç¥áª¨å ä®­®­®¢, ¯®«ãç¥­­ë¬
¢ [4], áª®à¥¥, á«¥¤ã¥â áà ¢­¨¢ âì á¯¥ªâà  ªãáâ¨ç¥áª¨å
¡¨ä®­®­®¢ ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ ««¥, ª®â®àë© ­¥®¡å®¤¨¬® ¢
¡ã¤ãé¥¬ ¨áá«¥¤®¢ âì, ¨á¯®«ì§ãï â¥®à¨î  ªãáâ¨ç¥-
áª¨å ¡¨ä®­®­®¢ ¢ ¨¤¥ «ì­ëå ªà¨áâ «« å, à §¢¨âãî
¢ [11]. �â¬¥â¨¬, çâ® ¢ [4] ¢ëç¨á«¥­¨¥ ¯«®â­®áâ¨ ®¤­®-
ç áâ¨ç­ëå á®áâ®ï­¨© ¯à®¢®¤¨«®áì á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬

à¥ªãàà¥­â­®© áå¥¬ë (4) á â¥¬, ®¤­ ª®, ®â«¨ç¨¥¬,
çâ® ä¥­®¬¥­®«®£¨ç¥áª®¥ § âãå ­¨¥ iη ¢¢®¤¨«®áì ¢

ª®­æ¥¢®© ¯®á«¥ ¢á¥å ¨â¥à æ¨© ¯®«îá äã­ªæ¨¨ �à¨­ 

G(1)(E + iη) ª ª ¬­¨¬ ï ¤®¡ ¢ª  ª í­¥à£¨¨ E. �

­ è¨å ¦¥ à áç¥â å ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á ®¡é¥© â¥®à¨-
¥© [8] ¢ ¯¥à¢ëå áâ àâ®¢ëå §­ ç¥­¨ïå εα,β,γ ¢¢®¤¨-
«®áì ¤®¯®«­¨â¥«ì­®¥ ä¥­®¬¥­®«®£¨ç¥áª®¥ § âãå ­¨¥

εα,β,γ = ε
(0)
α,β,γ+iη, ¨ ¯®á«¥¤ãîé ï à¥ªãàá¨¢­ ï áå¥¬ 

è«  ¢ ª®¬¯«¥ªá­ëå ε̃, Ṽ . �®§¬®¦­®, á íâ¨¬ á¢ï§ ­®

â® ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®, çâ® ¢ [4] æ¥­âà «ì­ ï ¢¡«¨§¨ E ≈ 0
£àã¯¯  ¯¨ª®¢ ¨¬¥¥â ¡®́«ìèãî ¨­â¥­á¨¢­®áâì, ç¥¬ ­ 

ªà ïå §®­ë ¯à¨ E ≈ ±3VA,   ¢ ­ è¨å à áç¥â å

­  à¨á. 1 æ¥­âà «ì­ ï £àã¯¯  ¨¬¥¥â ¬¥­ìèãî ¨­-
â¥­á¨¢­®áâì ¯¨ª®¢, ç¥¬ ­  ªà ïå. �à¨ íâ®¬ á«¥¤ã¥â

®â¬¥â¨âì, çâ® ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â [4] ¯à®¢¥¤¥­­ ï ¯® ¢¥à-

è¨­ ¬ ¯¨ª®¢ ®£¨¡ îé ï ªà¨¢ ï (­¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ­ 
à¨á. 1) á ¬¨­¨¬ã¬®¬ ¢ æ¥­âà¥ §®­ë E ≈ 0 ¨ ¯®¤ê¥¬®¬
­  ªà ïå ¨¬¥¥â â®â ¦¥ ®¡é¨© ¢¨¤, çâ® ¨ ¯«®â­®áâì

®¤­®ä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© ¢ ¨¤¥ «ì­®¬ ®¤­®¬¥à­®¬

ªà¨áâ ««¥. �â® ï¢«ï¥âáï ª®á¢¥­­ë¬ ¯®¤â¢¥à¦¤¥­¨¥¬
ª®àà¥ªâ­®áâ¨ à áç¥â®¢. �â¬¥â¨¬ ¢¬¥áâ¥ á â¥¬, çâ®
¯®áª®«ìªã ¨áá«¥¤®¢ ­¨¥ ®¤­®ä®­®­­®£® á¯¥ªâà  ¢

ª¢ §¨ªà¨áâ «« å ­¥ ï¢«ï«®áì ®á­®¢­®© æ¥«ìî à ¡®-
âë, à¨á. 1 ¯®«ãç¥­ ¯à¨ à ¢­®¬¥à­®¬ áª ­¨à®¢ ­¨¨

§®­ë ¯® í­¥à£¨¨ ¨ ¤®¯®«­¨â¥«ì­ ï ¯®¤¯à®£à ¬¬  ¤«ï

ãâ®ç­¥­¨ï ¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¯¨ª®¢, ª ª íâ® ¤¥« «®áì

¤«ï ¡¨ä®­®­®¢ (á¬. ¤ «¥¥), ­¥ ¨á¯®«ì§®¢ « áì. �®
¢áïª®¬ á«ãç ¥ íâ®â ¢®¯à®á âà¥¡ã¥â ¤ «ì­¥©è¥£® ¤¥-
â «ì­®£®  ­ «¨§ .
�  à¨á. 2 ¯à¥¤áâ ¢«¥­  § ¢¨á¨¬®áâì ¯«®â­®áâ¨ ¡¨-

ä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ ««¥ ®â í­¥à£¨¨.
�®áª®«ìªã ¯à¨áãâáâ¢ãîé¨¥ ¢ á¯¥ªâà¥ à¥§®­ ­á­ë¥

¯¨ª¨ ¨¬¥îâ  ¬¯«¨âã¤ë, ­  ¯®àï¤ª¨ ¯à¥¢®áå®¤ïé¨¥

ä®­®¢ë¥ §­ ç¥­¨ï, ¤«ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨ï ­  £à ä¨ª¥

¨ ¯®á«¥¤­¨å ­  à¨á. 2 ¯à¥¤áâ ¢«¥­  § ¢¨á¨¬®áâì ®â

í­¥à£¨¨ äã­ªæ¨¨ ρc(E)

ρc(E) = ln(1 + ρ2(E)). (14)

�¥âàã¤­® ¢¨¤¥âì, çâ® ¯à¨ ¬ «ëå ρ2(E) ¢¥«¨ç¨­ 

ρc(E) ≈ ρ2(E),   ¯à¨ ¡®«ìè¨å §­ ç¥­¨ïå ρ2(E) ¨¤¥â
¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¥ ρ2(E) ¢ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®¬ ¬ áèâ ¡¥.
�à¨ íâ®¬ á®åà ­ï¥âáï ¬®­®â®­­®áâì ¢ ®â®¡à ¦¥­¨¨
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�¨á. 2. �«®â­®áâì á®áâ®ï­¨© ¡¨ä®­®­­ëå ®¯â¨ç¥áª¨å ª®«¥¡ ­¨© ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ ««¨ç¥áª®© æ¥¯®çª¥ �¨¡®­ çç¨.

ρ2(E) ¢ ρc(E). �á¯®«ì§®¢ ­­®¥ ¤«ï à¨á. 2 §­ ç¥­¨¥

ª®­áâ ­âë  ­£ à¬®­¨§¬  A = 5VA. �à¨ â ª®©

ª®­áâ ­â¥  ­£ à¬®­¨§¬  ¡¨ä®­®­­ ï §®­  æ¥«¨ª®¬

®âé¥¯«ï¥âáï ¢ ­¨§ª®ç áâ®â­ãî ®¡« áâì ®â §®­ë ¤¨á-
á®æ¨¨à®¢ ­­ëå ¤¢ãåä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© [8]. �à ¢­¨-
¢ ï à¨á. 1 ¨ 2, ¬®¦­® § ¬¥â¨âì, çâ® ®¡é ï ®£¨¡ îé ï
¢á¥å ¡¨ä®­®­­ëå ¯¨ª®¢ (­¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ­  à¨á. 2),
â ª ¦¥ ª ª ¨ ¤«ï ä®­®­®¢ ¢ ¨¤¥ «ì­®¬ ªà¨áâ ««¥ ¨

­  à¨á. 1, ¨¬¥¥â ¬¨­¨¬ã¬ ¢ æ¥­âà¥ ¡¨ä®­®­­®© §®­ë

¨ ¯®¤ê¥¬ë ­  ¢ëá®ª®ç áâ®â­®¬ ªà ¥ Eu ≈ ε
(0)
i − 2A

¨ ­  ­¨§ª®ç áâ®â­®¬ ªà ¥ Ed ≈ ε
(0)
i − 2A −

(
V 2/2A

)
[8]. �â®, ¥áâ¥áâ¢¥­­®, á¢ï§ ­® á â¥¬ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®¬,
çâ® ¡¨ä®­®­ë ¯à¨ ¡®«ìè¨å ª®­áâ ­â å  ­£ à¬®­¨§¬ 

A〉V ï¢«ïîâáï ¢á¥-â ª¨ ª¢ §¨ç áâ¨æ ¬¨, å®âï ¨ á®

á«®¦­®© ¢­ãâà¥­­¥© áâàãªâãà®©. �¥â «¨ à¥§®­ ­á-
­®© áâàãªâãàë à¨á. 1 ¨ 2 ¨¬¥­­® ¢ á¢ï§¨ á ¯®á«¥¤-
­¨¬ áãé¥áâ¢¥­­® à §«¨ç­ë. �à¥¦¤¥ ¢á¥£® ®â«¨ç¨¥

á®áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ­  à¨á. 2 ­ ¡«î¤ ¥âáï ï¢­ ï

 á¨¬¬¥âà¨ï ®â­®á¨â¥«ì­® æ¥­âà  ¡¨ä®­®­­®© §®­ë ¢

áà ¢­¥­¨¨ á á¨¬¬¥âà¨¥© à¨á. 1 ®â­®á¨â¥«ì­® æ¥­âà 

ä®­®­­®© §®­ë. �â®, ¥áâ¥áâ¢¥­­®, á¢ï§ ­® á á ¬®©

¤¨­ ¬¨ª®© ¡¨ä®­®­  ¨ á«¥¤ã¥â, ­ ¯à¨¬¥à, ¨§ ¢¨¤ 
 á¨¬¬¥âà¨ç­®© ¤¨á¯¥àá¨®­­®© ªà¨¢®© ¡¨ä®­®­  [8].
�¥à¥å®¤ï ª ®¡áã¦¤¥­¨î ®á­®¢­ëå ®á®¡¥­­®áâ¥©

¢­ãâà¥­­¥© à¥§®­ ­á­®© áâàãªâãàë ­  à¨á. 2, á«¥¤ã¥â
®â¬¥â¨âì, çâ®, ª ª ¯à ¢¨«®, ¢ á¯¥ªâà¥ á¢ï§ ­­ëå

¤¢ãåç áâ¨ç­ëå á®áâ®ï­¨© ”§ ¬ §ë¢ îâáï” ®á®¡¥­­®-
áâ¨ á¯¥ªâà  ®¤­®ç áâ¨ç­ëå á®áâ®ï­¨©. �â® ®¡ãá«®-
¢«¥­® â¥¬ ®¡áâ®ïâ¥«ìáâ¢®¬, çâ® á¢ï§ ­­®¥ á®áâ®ï­¨¥
á ¤ ­­®© í­¥à£¨¥© E ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¢á¥¬¨ ¯ à ¬¨

®¤­®ä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© á í­¥à£¨ï¬¨ E′ ¨ E − E′

¯à¨ E′, ¨§¬¥­ïîé¥©áï ¢® ¢á¥¬ ¨­â¥à¢ «¥ í­¥à£¨©

®¤­®ä®­®­­®© §®­ë. � ª, ¤«ï ¨¤¥ «ì­®£® ªà¨áâ «« 
á í­¥à£¨¥© ®¤­®ä®­®­­ëå á®áâ®ï­¨© Ek, £¤¥ k —
¢®«­®¢®© ¢¥ªâ®à, í­¥à£¨ï ¡¨ä®­®­  E(K) á ¢®«­®¢ë¬
¢¥ªâ®à®¬ K ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨§ ãà ¢­¥­¨ï [8]

−1 =
2A

N

∑
k

1

E(K)−Ek −EK−k
, (15)

¨§ ª®â®à®£® ¢¨¤­®, çâ® ¢¥«¨ç¨­  E(K) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï
¨­â¥£à «®¬ ¯®Ek. � ª ¯à¨¬¥à â ª®£® ”§ ¬ §ë¢ ­¨ï”
®á®¡¥­­®áâ¥© á¯¥ªâà  ®¤­®ç áâ¨ç­ëå á®áâ®ï­¨© ¬®¦-
­® ãª § âì ®âáãâáâ¢¨¥ ¯àï¬®£® íää¥ªâ  superradiance
ã ¡¨¯®«ïà¨â®­®¢ [12], ¢ â® ¢à¥¬ï ª ª ã ¯®«ïà¨â®­®¢
íâ®â íää¥ªâ ¯à¨áãâáâ¢ã¥â [13] (¢¯¥à¢ë¥ íâ®â íää¥ªâ
íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­® ­ ¡«î¤ «áï ¢ [14]). �­ «®£¨ç­ë¬
®¡à §®¬ ¢ ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨ïå ¡¨à®â®­®¢

¢ ¦¨¤ª®¬ £¥«¨¨ ¬¥â®¤®¬ à áá¥ï­¨ï ¬¥¤«¥­­ëå ­¥©-
âà®­®¢ [15] ­ ¡«î¤ « áì ¡¥ááâàãªâãà­ ï ¯®«®á , ­¥
¨¬¥îé ï ¨§¢¥áâ­ëå ®á®¡¥­­®áâ¥© ®¤­®ç áâ¨ç­®© §®-
­ë á ä®­®­ ¬¨ ¨ à®â®­ ¬¨. �®íâ®¬ã ­¥ã¤¨¢¨â¥«ì­®,
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�¨á. 3. �à ªâ «ì­ ï áâàãªâãà  ¢ ¯«®â­®áâ¨ á®áâ®ï­¨© ­  ­¨§ª®ç áâ®â­®¬ ªà ¥ ¡¨ä®­®­­®© §®­ë ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ ««¥.

çâ® ­  à¨á. 2 ®âáãâáâ¢ãîâ ¢ ¯®«­®¬ ®¡ê¥¬¥ â¥ ®á®-
¡¥­­®áâ¨ á¯¥ªâà , ª®â®àë¥ ¢¨¤­ë ­  à¨á. 1. �¬¥áâ¥

á â¥¬ ­¥ª®â®àë¥ ¨§ íâ¨å ®á®¡¥­­®áâ¥© ¯à®ï¢«ïîâáï ¨

­  à¨á. 2.
� ¨¡®«ìè¨© ¨­â¥à¥á ­  à¨á. 2 ¯à¨¢«¥ª ¥â ­¨§ª®-

ç áâ®â­ ï ®¡« áâì, £¤¥ ¢¨¤­ë ¤¢  ¡«¨§ª® à á¯®«®-
¦¥­­ëå ¯¨ª . � ¡«î¤¥­¨¥ á ¡®«ìè¨¬ à §à¥è¥­¨¥¬

¯®ª §ë¢ ¥â, çâ® §¤¥áì ¢¡«¨§¨ á ¬®£® ­¨§ª®ç áâ®â­®£®
¨­â¥­á¨¢­®£® ¯¨ª  á í­¥à£¨¥© Ec = −2A − 1.51V1

áãé¥áâ¢ã¥â äà ªâ «ì­®£® â¨¯  á¥à¨ï ã¤ «ïîé¨åáï

¢ ¢ëá®ª®ç áâ®â­ãî ®¡« áâì á â¥««¨â­ëå ¯¨ª®¢ Ei
(i = 1, 2, 3) á ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ã¬¥­ìè îé¥©áï  ¬-
¯«¨âã¤®©. �  à¨á. 3 íâ  á¥à¨ï ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¢ ¡®«¥¥

ªàã¯­®¬ ¬ áèâ ¡¥. �¨¤­®, çâ® à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã

¯¨ª ¬¨ íâ®© á¥à¨¨ ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­® ¢®§à áâ ¥â ¯à¨

ã¤ «¥­¨¨ ¢ ¢ëá®ª®ç áâ®â­ãî ®¡« áâì. �­®¦¥áâ¢®

á¥à¨© ¯¨ª®¢ â ª®£® â¨¯  ­ ¡«î¤ ¥âáï ¢ á¯¥ªâà¥ ®¤­®-
ç áâ¨ç­ëå á®áâ®ï­¨© ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ «« å (à¨á. 1 [5]).
�­â¥à¥á­® ®æ¥­¨âì § ª®­®¬¥à­®áâ¨ íâ®© á¥à¨¨ ¯¨ª®¢

¢¡«¨§¨ E ≈ Ec ¤«ï ¡¨ä®­®­®¢. �®áª®«ìªã ¯®«­ ï

â¥®à¨ï ¡¨ä®­®­®¢ ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ «« å ¥é¥ â®«ìª®

­ ç¨­ ¥â à §¢¨¢ âìáï (íâ®© à ¡®â®©), ¢®á¯®«ì§ã¥¬áï
­  ¯¥à¢®¬ íâ ¯¥ à¥§ã«ìâ â ¬¨ â¥®à¨¨ ®¤­®ç áâ¨ç­ëå

¢®§¡ã¦¤¥­¨© ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ «« å, ¯®« £ ï, çâ® ¢ ®¯à¥-
¤¥«¥­­®¬ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨, ¯à¨ à áá¬®âà¥­¨¨ ¡¨ä®­®­ 
ª ª ª¢ §¨ç áâ¨æë, íâ® ¢®§¬®¦­®. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á

íâ®© â¥®à¨¥© ¨§ «¨­¥ à¨§®¢ ­­®£® à¥­®à¬-£àã¯¯®¢®£®
¯à¥®¡à §®¢ ­¨ï á«¥¤ã¥â, çâ® äã­ªæ¨®­ «ì­®¥ ãà ¢-

­¥­¨¥ ¤«ï ¯«®â­®áâ¨ á®áâ®ï­¨© ρ(E) ¨ ¥£® à¥è¥­¨¥

¬®£ãâ ¡ëâì ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¢ á«¥¤ãîé¥¬ ¢¨¤¥ [4]:

ρ(E) ∼ τy−dρ[Ec − λ(Ec −E)],

ρ(E) ∼ |Ec −E|
(d/y)−1W (ln |Ec −E|), (16)

£¤¥ y = lnλ/ ln τ , λ — á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ á®¡áâ¢¥­-
­®¥ §­ ç¥­¨¥, d — äà ªâ «ì­ ï à §¬¥à­®áâì, W —
¯¥à¨®¤¨ç¥áª ï äã­ªæ¨ï ãª § ­­®£®  à£ã¬¥­â  á ¯¥-
à¨®¤®¬ lnλ. � á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á íâ®© â¥®à¨¥© à ááâ®-
ï­¨¥ ¯® í­¥à£¨¨ ¬¥¦¤ã ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ë¬¨ ¯¨ª ¬¨

á¥à¨¨ ¨ ­ ¨¡®«¥¥ ¨­â¥­á¨¢­ë¬ ¯¨ª®¬ ¢®§à áâ ¥â ¯®

«®£ à¨ä¬¨ç¥áª®¬ã § ª®­ã, â ª çâ® ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­ë¥
¯¨ª¨ ¢ íâ®© èª «¥ à ¢­®ã¤ «¥­ë ­  à ááâ®ï­¨¥ lnλ.
�¨ä®­®­­ë© á¯¥ªâà ­  à¨á. 3 ¬®¦¥â ¡ëâì ¯à¨¢¥¤¥­

¢ «®£ à¨ä¬¨ç¥áª®© ¯® í­¥à£¨¨ èª «¥. �à¨ íâ®¬

¤¥©áâ¢¨â¥«ì­® ­ ¡«î¤ ¥âáï ¯à¨¡«¨§¨â¥«ì­® íª¢¨¤¨-
áâ ­â­®¥ à ááâ®ï­¨¥ ¬¥¦¤ã i = 1, 2, 3 ¯¨ª ¬¨ á á®®â-
¢¥âáâ¢ãîé¨¬ à ááâ®ï­¨¥¬ lnλ = 1.35. �â¬¥â¨¬, çâ®
¤«ï ®¤­®ç áâ¨ç­ëå á®áâ®ï­¨© íâ  ¢¥«¨ç¨­  lnλ = 3.7
[4]. �â® ã¬¥­ìè¥­¨¥ lnλ ®ç¥¢¨¤­ë¬ ®¡à §®¬ á¢ï§ ­® á
áã¦¥­¨¥¬ ¡¨ä®­®­­®© §®­ë ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ ª®­áâ ­-
âë  ­£ à¬®­¨§¬  ¨ á¬¥é¥­¨¨ íâ®© §®­ë ¢ ­¨§ª®ç -
áâ®â­ãî ®¡« áâì. �®«ãç¥­­®¥ §­ ç¥­¨¥ λ ¬®¦¥â ¡ëâì
¨á¯®«ì§®¢ ­® ¤«ï ®æ¥­ª¨ § ª®­®¬¥à­®áâ¨ á¯ ¤ ­¨ï

¨­â¥­á¨¢­®áâ¨ ¯¨ª®¢ ¢ á¥à¨¨. � ¯à¨¬¥à, ¯®¤áâ ­®¢ª 
¢ (16) §­ ç¥­¨© ρ2(E2) = 3.38, ρ2(E3) = 1.25 ¤«ï

¯¨ª®¢ E2 = −2A − 1.49V1, E3 = −2A − 1.41V1
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�¨á. 4. �¯¥ªâà ¡¨ä®­®­­ëå ª®«¥¡ ­¨© ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ ««¨ç¥áª®© æ¥¯®çª¥, ¯®«ãç¥­­ë© ¯à¨ â®ç­®¬ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ë

á¥ªã«ïà­ëå ãà ¢­¥­¨©.

¤ ¥â §­ ç¥­¨¥ d ≈ 0.8, çâ® ¢¯®«­¥ á®£« áã¥âáï á

¨á¯®«ì§®¢ ­­ë¬ ¢ â¥®à¨¨ ®¤­®ç áâ¨ç­ëå á®áâ®ï­¨© ¢

ª¢ §¨ªà¨áâ ««¥ §­ ç¥­¨¥¬ äà ªâ «ì­®© à §¬¥à­®áâ¨

¢ æ¥¯®çª¥ �¨¡®­ çç¨ d = 1. �¬¥áâ¥ á â¥¬ ¡ãª¢ «ì-
­®¥ á®¯®áâ ¢«¥­¨¥ á®®â­®è¥­¨© (16) ¨ ¡¨ä®­®­­®£®

á¯¥ªâà  ­  à¨á. 2, 3 ¬®¦­® ¯à®¢®¤¨âì ¢ ®âáãâáâ¢¨¥ ¤¥-
â «ì­®© â¥®à¨¨ ¡¨ä®­®­®¢ ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ «« å â®«ìª®

¤«ï ®æ¥­®ª, ¯®áª®«ìªã á®®â­®è¥­¨ï (16) ¯®«ãç¥­ë

¤«ï ®¤­®ç áâ¨ç­ëå á®áâ®ï­¨©. �¬¥­­® ¢á«¥¤áâ¢¨¥

®âáãâáâ¢¨ï â ª®© â¥®à¨¨ ¢ ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¯à¥¤-
áâ ¢«ï¥âáï § âàã¤­¨â¥«ì­ë¬  ­ «¨§ ¢ëá®ª®ç áâ®â-
­®© ®¡« áâ¨ ¡¨ä®­®­­®£® á¯¥ªâà , ¯à¥¤áâ ¢«¥­­®£®
­  à¨á. 2 ­ ¡®à®¬ à¥§®­ ­á­ëå ¯¨ª®¢, á¨áâ¥¬ â¨ªã
ª®â®àëå ¯à¥¤¯®« £ ¥âáï ¯à®¢¥áâ¨ ¢ ¤ «ì­¥©è¥¬.
� á¢ï§¨ á íâ¨¬ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á áà ¢­¥­¨¥

¯®«ãç¥­­ëå á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ à¥ªãàà¥­â­®© áå¥¬ë

(11), (12) à¥§ã«ìâ â®¢, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ­  à¨á. 2, á
à¥§ã«ìâ â ¬¨ â®ç­ëå à áç¥â®¢ á¯¥ªâà  ¡¨ä®­®­®¢ ¢

ª¢ §¨ªà¨áâ ««¥ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ à¥è¥­¨ï á¨áâ¥¬ë

á¥ªã«ïà­ëå ãà ¢­¥­¨© (8) ¯ãâ¥¬ ¤¨ £®­ «¨§ æ¨¨ á®-
®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¬ âà¨æë ­  ���. �â®â à áç¥â ¡ë«

¢ë¯®«­¥­ ¤«ï æ¥¯®çª¨ �¨¡®­ çç¨ á ç¨á«®¬ ã§«®¢

N = F7 = 21. �à¨ íâ®¬ ç¨á«® á¥ªã«ïà­ëå ãà ¢-
­¥­¨© ¢ á¨áâ¥¬¥ (8) à ¢­® Ns = N(N + 1)/2 = 231.
�¨ £®­ «¨§ æ¨ï ¬ âà¨æë 231 × 231 ¨ ¯®á«¥¤ãîé¨¥

à áç¥âë ¯«®â­®áâ¨ á®áâ®ï­¨© ρ2(E) ¯à®¢®¤¨«¨áì ­ 

��� ��-1062. �â¬¥â¨¬, çâ® ¯à¨ ¡®«ìè¥¬ N ¢ëç¨-
á«¥­¨ï ã¦¥ § âàã¤­¨â¥«ì­ë, ¯®áª®«ìªã ­¥®¡å®¤¨¬®

¤¨ £®­ «¨§®¢ âì ¬ âà¨æã 595× 595 ¨ ¡®«¥¥ ¢ëá®ª®£®
à ­£ . �®«ãç¥­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¤«ï ¯«®â­®áâ¨ ¡¨ä®-
­®­­ëå á®áâ®ï­¨© ¢ ª¢ §¨ªà¨áâ ««¥ ¯à¨ Ns = 231,
A = 5VA, VB = 2VA ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ­  à¨á. 4. �à¨

íâ®¬ ¡¨ä®­®­­ ï §®­  à §¡¨â  ­  ª ­ «ë á è¨à¨­®©

∆ = 0.2V1, ¨ ¤«ï £à ä¨ç¥áª®© ¤¥¬®­áâà æ¨¨ ç¨á«®

á®¡áâ¢¥­­ëå §­ ç¥­¨© í­¥à£¨¨ ni, ¯®¯ ¢è¨å ¢ ¤ ­­ë©
i-© ª ­ «, ¯à¥¤áâ ¢«ï«®áì ¢¥àâ¨ª «ì­®© «¨­¨¥© á

¤«¨­®©, à ¢­®© ¢¥«¨ç¨­¥ ρ2,i = ni/N∆ ­  ¯à ¢®¬

ªà ¥ ª ­ « . �à¨ íâ®¬ ã¤®¢«¥â¢®àï¥âáï ­¥®¡å®¤¨-
¬®¥ ¤«ï ¯«®â­®áâ¨ á®áâ®ï­¨© ãá«®¢¨¥ ­®à¬¨à®¢ª¨∑
ρ2,i∆ = 1. �à ¢­¥­¨¥ à¨á. 4 ¨ 2 ¯®ª §ë¢ ¥â, çâ®

á¯¥ªâà ¡¨ä®­®­®¢, ¯®«ãç¥­­ë© ¯à¨ ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¨

à¥ªãàà¥­â­®© áå¥¬ë (11), (12), ¨ á¯¥ªâà, ¯®«ãç¥­­ë©
¯à¨ â®ç­®¬ à¥è¥­¨¨ á¨áâ¥¬ë á¥ªã«ïà­ëå ãà ¢­¥­¨©

(8), ¨¬¥îâ á®¢¯ ¤ îé¨© ®¡é¨© ¢¨¤ á ¢ë¤¥«¥­¨¥¬

å à ªâ¥à­®£® à á¯®«®¦¥­¨ï á¨áâ¥¬ë ¯¨ª®¢ ¢ ­¨§ª®-
ç áâ®â­®© ¨ ¢ëá®ª®ç áâ®â­®© ®¡« áâïå, çâ® ¯®¤â¢¥à-
¦¤ ¥â ª®àà¥ªâ­®áâì ¨á¯®«ì§®¢ ­­®© à¥ªãàà¥­â­®©

áå¥¬ë (11), (12) ¯à¨ á¨«ì­®¬  ­£ à¬®­¨§¬¥. �¬¥áâ¥
á â¥¬  ¡á®«îâ­®© â®¦¤¥áâ¢¥­­®áâ¨ à¨á. 4 ¨ 2 ­¥ ­ -
¡«î¤ ¥âáï, ¯®áª®«ìªã ¤«¨­  N = 21 á«¨èª®¬ ¬ « ,
­ ¯à¨¬¥à, ¤«ï ¯à®ï¢«¥­¨ï äà ªâ «ì­®© áâàãªâãàë,
¯à¥¤áâ ¢«¥­­®© ­  à¨á. 3. �¢¥«¨ç¥­¨¥ ¤«¨­ë æ¥¯®ç-
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ª¨ ¯®§¢®«¨â § ä¨ªá¨à®¢ âì ­ ç «® £¥­¥à æ¨¨ íâ®©

äà ªâ «ì­®© áâàãªâãàë ¨, ªà®¬¥ â®£®, ¨áá«¥¤®¢ âì
®á­®¢­ë¥ § ª®­®¬¥à­®áâ¨ á¨áâ¥¬ â¨ª¨ £àã¯¯ë ¯¨ª®¢

¢ ¢ëá®ª®ç áâ®â­®© ®¡« áâ¨ ¡¨ä®­®­­®© §®­ë (à¨á. 2),
çâ® ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ­¥á®¬­¥­­ë© ¨­â¥à¥á.

� § ª«îç¥­¨¥  ¢â®àë áç¨â îâ á¢®¨¬ ¤®«£®¬ ¢ëà -
§¨âì �.�.�£à ­®¢¨çã ¨áªà¥­­îî ¯à¨§­ â¥«ì­®áâì § 

¯®«¥§­ë¥ § ¬¥ç ­¨ï.
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