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â¨¯  ¡¥à¨««¨ï ¬®£ãâ áãé¥áâ¢®¢ âì ãá«®¢¨ï ¤«ï �¥à¬¨-à¥§®­ ­á  ®¯â¨ç¥áª¨å ®¤­®ä®­®­­ëå ¨

 ªãáâ¨ç¥áª¨å ¤¢ãåä®­®­­ëå ª®«¥¡ ­¨©. �á«¥¤áâ¢¨¥ â ª®£® à¥§®­ ­á­®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ®¡à §ãîâ-
áï ­®¢ë¥ £¨¡à¨¤¨§®¢ ­­ë¥ ª®«¥¡ â¥«ì­ë¥ á®áâ®ï­¨ï: ¡¨ä®­®­­ë¥ ¨ ª¢ §¨¡¨ä®­®­­ë¥ ª®«¥¡ ­¨ï,
¯¥à¥­®à¬¨à®¢ ­­ë¥ ®¯â¨ç¥áª¨¥ ª®«¥¡ ­¨ï. �â¨ ª®«¥¡ â¥«ì­ë¥ á®áâ®ï­¨ï ¢ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢®«-
­®¢®£® ¢¥ªâ®à  ¬®£ãâ ¡ëâì ª ª § âãå îé¨¬¨, â ª ¨ áâ æ¨®­ à­ë¬¨. �®«ãç¥­® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥
¤¨á¯¥àá¨®­­®¥ ãà ¢­¥­¨¥, à¥è¥­¨¥ ª®â®à®£® ¯®§¢®«¨«® ®¯à¥¤¥«¨âì á¯¥ªâà íâ¨å ª®«¥¡ ­¨© (¤¨á-
¯¥àá¨®­­ë¥ ªà¨¢ë¥ ¨ § ¢¨á¨¬®áâì § âãå ­¨ï ®â ¢®«­®¢®£® ¢¥ªâ®à  ¤«ï § âãå îé¨å ª®«¥¡ ­¨©).
�®ª § ­  ¢®§¬®¦­®áâì áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï íää¥ªâ  á¢¥àå¡ëáâà®£® § âãå ­¨ï ®¯â¨ç¥áª¨å ª®«¥¡ ­¨©,
 ­ «®£¨ç­®£® ¨§¢¥áâ­®¬ã íää¥ªâã ”superradiance” ¤«ï íªá¨â®­®¢ �à¥­ª¥«ï ¨ � ­­ì¥–�®ââ .

� ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï â¥®à¥â¨ç¥áª¨ ¨ íªá¯¥à¨¬¥­-
â «ì­® ¨áá«¥¤ãîâáï íää¥ªâë á¨«ì­®£®  ­£ à¬®­¨§-
¬  ª®«¥¡ ­¨© ªà¨áâ ««¨ç¥áª¨å à¥è¥â®ª à §«¨ç­ëå

¬ â¥à¨ «®¢. � ª®©  ­£ à¬®­¨§¬ ¯à¨¢®¤¨â ­¥ ª ®â­®-
á¨â¥«ì­® á« ¡ë¬ á¤¢¨£ ¬ ç áâ®â ¨ ãè¨à¥­¨ï¬ ¯®«®á

®¤­®ä®­®­­ëå ª®«¥¡ ­¨©,   ª ª ç¥áâ¢¥­­® ­®¢ë¬

íää¥ªâ ¬: ¯®ï¢«¥­¨î á¢ï§ ­­ëå ¡¨ä®­®­­ëå, âà¨-
ä®­®­­ëå ¨ â.¤. ª®«¥¡ ­¨©, ¯à¥¤áâ ¢«¥­­ëå ¢ íªá¯¥-
à¨¬¥­â «ì­® ¨áá«¥¤ã¥¬ëå á¯¥ªâà å ®â¤¥«ì­ë¬¨ ã§-
ª¨¬¨ à¥§®­ ­á­ë¬¨ ¯¨ª ¬¨ [1]. � ¨¡®«¥¥ ®âç¥â«¨¢®
â ª¨¥ íää¥ªâë ¯à®ï¢«ïîâáï ¢ á¯¥ªâà¥ ª®«¥¡ ­¨©

«¥£ª¨å ª®¬¯®­¥­â ªà¨áâ ««¨ç¥áª¨å à áâ¢®à®¢ £¨¤à¨-
¤®¢ ¯¥à¥å®¤­ëå ¬¥â ««®¢ [2–4].
� ­ áâ®ïé¥© à ¡®â¥ ¯®ª § ­®, çâ®  ­ «®£¨ç­ë¥

íää¥ªâë ¬®£ãâ ­ ¡«î¤ âìáï ¨ ¢ ª®«¥¡ â¥«ì­ëå á¯¥ª-
âà å ¬®­® â®¬­ëå «¥£ª¨å ªà¨áâ ««¨ç¥áª¨å ¬ â¥à¨-
 «®¢ á® á«®¦­®© à¥è¥âª®©, â ª®© ª ª ¢ ¬¥â ««¨-
ç¥áª®¬ ¡¥à¨««¨¨. �­®£®ç¨á«¥­­ë¥ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì-
­ë¥ ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¬¥â®¤®¬ à áá¥ï­¨ï ¬¥¤«¥­­ëå ­¥©-
âà®­®¢ [5] ¯®ª § «¨, çâ® ¢ ¡¥à¨««¨¨, ¨¬¥îé¥¬ ¤¢ 

 â®¬  ¢ í«¥¬¥­â à­®© ïç¥©ª¥, í­¥à£¨ï  ªãáâ¨ç¥áª¨å
ä®­®­®¢ (��) ­  £à ­¨æ¥ §®­ë �à¨««îí­  ¨¬¥¥â

¬ ªá¨¬ «ì­®¥ §­ ç¥­¨¥ E0 ' 80 meV. �­¥à£¨ï ®¯â¨-
ç¥áª¨å ä®­®­®¢ (��), ¨¬¥îé ï ¯à¨ ­ã«¥¢®¬ ¢®«­®-
¢®¬ ¢¥ªâ®à¥ ¢¥«¨ç¨­ã ' 100 meV, ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨

¢®«­®¢®£® ¢¥ªâ®à  ã¬¥­ìè ¥âáï ¨ ­  £à ­¨æ¥ §®­ë

�à¨««îí­  ¨¬¥¥â ¢¥«¨ç¨­ã E1 ' 90 meV. �à¨ íâ®¬
¤¨á¯¥àá¨®­­ ï ªà¨¢ ï (��) �� ¢ ä §®¢®¬ ¯à®áâà ­-
áâ¢¥ í­¥à£¨ï–¢®«­®¢®© ¢¥ªâ®à ç áâ¨ç­® ¯à®å®¤¨â ¢­¥
¯®«®áë ­¥á¢ï§ ­­ëå  ªãáâ¨ç¥áª¨å ¤¢ãåä®­®­­ëå ª®-
«¥¡ ­¨© (�����) á í­¥à£¨¥© E2 (0 < E2 < 2E0),
ç áâ¨ç­® ¦¥ ¢ ¯à¥¤¥« å �����. �à¨ íâ®¬ ¢®§­¨ª -
îâ ãá«®¢¨ï ¤«ï à¥§®­ ­á  �� ¨  ªãáâ¨ç¥áª¨å ¤¢ãå-
ä®­®­­ëå ª®«¥¡ ­¨© —  ­ «®£  íää¥ªâ  �¥à¬¨-
à¥§®­ ­á  (��), ¨§¢¥áâ­®£® ¢ ¬®«¥ªã«ïà­®© ®¯â¨ª¥ ¨
¨áá«¥¤ã¥¬®£® ¢ ­ áâ®ïé¥¥ ¢à¥¬ï ¢ ­¥«¨­¥©­®© ®¯â¨-
ª¥ [6,7], ¢ ç áâ­®áâ¨, ¯à¨¬¥­¨â¥«ì­® ª á¢¥àåà¥è¥â-

ª ¬ [8]. �â®â íää¥ªâ ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«ï ®¡­ àã¦¥­¨ï
á¢ï§ ­­ëå ®¡¥àâ®­®¢ ¢â®à®£® ¯®àï¤ª , § ¯à¥é¥­­ëå
¢á«¥¤áâ¢¨¥ ¯à ¢¨« ®â¡®à  ¢ ®¯â¨ç¥áª¨å ¯¥à¥å®¤ å ¨

¯à®ï¢«ïîé¨åáï íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­® ¢á«¥¤áâ¢¨¥ £¨¡à¨-
¤¨§ æ¨¨ á à §à¥è¥­­ë¬ ª®«¥¡ ­¨¥¬ ®á­®¢­®£® â®­ ,
ï¢«ïîé¨¬áï â ª¨¬ ®¡à §®¬ á¢®¥®¡à §­ë¬  ªâ¨¢ â®-
à®¬ á¢ï§ ­­ëå ¡¨ä®­®­­ëå ª®«¥¡ ­¨©. � ª ¡ã¤¥â

¯®ª § ­® ¤ «¥¥, à¥§®­ ­á­®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ®¯â¨ç¥-
áª¨å ®¤­®ä®­®­­ëå ¨  ªãáâ¨ç¥áª¨å ¤¢ãåä®­®­­ëå

ª®«¥¡ ­¨© ¯à¨¢®¤¨â ¢á«¥¤áâ¢¨¥ £¨¡à¨¤¨§ æ¨¨ ª ®¡à -
§®¢ ­¨î ­®¢ëå á®áâ®ï­¨© ­¥áª®«ìª¨å â¨¯®¢: á¢ï§ ­-
­ëå  ªãáâ¨ç¥áª¨å ¡¨ä®­®­­ëå ¨ ª¢ §¨¡¨ä®­®­­ëå

á®áâ®ï­¨© ¨ ¯¥à¥­®à¬¨à®¢ ­­ëå ®¯â¨ç¥áª¨å ª®«¥-
¡ ­¨©, ¨¬¥îé¨å ª®­¥ç­®¥ ¢à¥¬ï ¦¨§­¨. �¢ï§ ­­ë¥
¤¢ãåä®­®­­ë¥ ª®«¥¡ ­¨ï ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ¢¯®«­¥  ­ -
«®£¨ç­ë  ªãáâ¨ç¥áª¨¬ ¡¨ä®­®­ ¬, ¨áá«¥¤®¢ ­­ë¬

¢ [9]. � «¥¥ ¢ à ¬ª å ª¢ ­â®¢®© â¥®à¨¨ ¯®«ãç¥­®

á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ ¤¨á¯¥àá¨®­­®¥ ãà ¢­¥­¨¥ (��) ¤«ï
íâ¨å á®áâ®ï­¨©. �¥è¥­¨¥ íâ®£® �� ¯®§¢®«¨«® ®¯à¥-
¤¥«¨âì á¯¥ªâà ª®«¥¡ ­¨© ãª § ­­ëå â¨¯®¢. �®«ãç¥-
­ë á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ �� ¨ § ¢¨á¨¬®áâì § âãå ­¨ï

®â ¢®«­®¢®£® ¢¥ªâ®à  ¤«ï § âãå îé¨å ª®«¥¡ ­¨©.
�â¬¥â¨¬, çâ® ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï �� ¨

�� à¥ «¨§ã¥âáï á¨âã æ¨ï, å à ªâ¥à­ ï ¤«ï íªá¨â®­-
ä®â®­­®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï, ¯à¨¢®¤ïé¥£® ª ®¡à §®¢ -
­¨î ¯®«ïà¨â®­®¢ [10]. � ª ¡ë«® ¯®ª § ­® à ­¥¥ [11]
¨ ®¡­ àã¦¥­® ¢¯®á«¥¤áâ¢¨¨ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­® [12],
¢ àï¤¥ á«ãç ¥¢ â ª®¥ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ¯à¨¢®¤¨â ª

íää¥ªâã á¢¥àå¡ëáâà®£® à ¤¨ æ¨®­­®£® ¨§«ãç¥­¨ï íª-
á¨â®­®¢ �à¥­ª¥«ï ¨ � ­­ì¥–�®ââ  (®â«¨ç­®¬ã ®â

á¢¥àå¨§«ãç¥­¨ï �¨ª¥), ¯®«ãç¨¢è¥¬ã ¢ «¨â¥à âãà¥

­ §¢ ­¨¥ ”superradiance”. �®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¥ íâ¨¬

¤¢ã¬ á¨âã æ¨ï¬ �� å®âï ¨ ­¥ â®¦¤¥áâ¢¥­­ë, ­® ¨¬¥-
îâ ®¡é¨¥ å à ªâ¥à­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨. �®®â¢¥âáâ¢¥­­®
¨ à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨© ¤«ï �¥à¬¨-à¥§®­ ­á  �� ¨ ��

â ª¦¥ ¨¬¥îâ ®á®¡¥­­®áâ¨, á¢ï§ ­­ë¥ á  ­®¬ «ì­®

¡ëáâàë¬ § âãå ­¨¥¬,  ­ «®£¨ç­ë¬ á¢¥àå¨§«ãç¥­¨î.
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�¥à¨««¨© ¨¬¥¥â á«®¦­ãî ªà¨áâ ««¨ç¥áªãî áâàãª-
âãàã á ¤¢ã¬ï  â®¬ ¬¨ ¢ í«¥¬¥­â à­®© ïç¥©ª¥. �«ï á®-
ªà é¥­¨ï ¢ëç¨á«¥­¨© à áá¬®âà¨¬ ®¤­®¬¥à­ãî ªà¨-
áâ ««¨ç¥áªãî æ¥¯®çªã á ¤¢ã¬ï  â®¬ ¬¨ ¢ í«¥¬¥­â à-
­®© ïç¥©ª¥, çâ® ¯®§¢®«¨â ãç¥áâì ®á­®¢­ë¥ ®á®¡¥­­®-
áâ¨ á¯¥ªâà  ¡¥à¨««¨ï. � ¬¨«ìâ®­¨ ­ H ¤«ï ªà¨áâ «-
«¨ç¥áª®© æ¥¯®çª¨ á ¤¢ã¬ï  â®¬ ¬¨ ¢ í«¥¬¥­â à­®©

ïç¥©ª¥ ¨¬¥¥â á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

H = H(2) +H(3), (1a)

H(2) =
∑
nα

P 2
nα

2M
+ V1

∑
n

(xn,1 − xn−1,2)2

+ V2

∑
n

(xn,1 − xn,2)2, (1b)

H(3) = W1

∑
n

(xn,1 − xn−1,2)3 +W2

∑
n

(xn,1 − xn,2)3,

(1c)
£¤¥ H(2) ¨ H(3) — £ à¬®­¨ç¥áª ï ¨  ­£ à¬®­¨ç¥áª ï

á®áâ ¢«ïîé¨¥ H. � (1b) Pnα ¨ xnα — ®¯¥à â®àë

¨¬¯ã«ìá  ¨ á¬¥é¥­¨ï  â®¬  á ¬ áá®©M ¢ n-© ïç¥©ª¥,
α = 1, 2. �¥«¨ç¨­ë V1 ¨ V2 (V2 > V1 > 0) ®¯à¥¤¥-
«ïîâ ­ ¨¡®«¥¥ áãé¥áâ¢¥­­ë¥ á®áâ ¢«ïîé¨¥ í­¥à£¨¨

¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï ¡«¨¦ ©è¨å  â®¬®¢ 1 ¨ 2 ¢ á®á¥¤­¨å
ïç¥©ª å ¨ ¢ ®¤­®© ¨ â®© ¦¥ ïç¥©ª¥ á®®â¢¥âáâ¢¥­-
­®. � ª ï ¯ à ¬¥âà¨§ æ¨ï ¯®§¢®«ï¥â ¢ ¯à¨¥¬«¥¬®©

ä®à¬¥ ãç¥áâì ®á­®¢­ë¥ ®á®¡¥­­®áâ¨ á¯¥ªâà  �� ¨

��. �­£ à¬®­¨ç¥áª ï á®áâ ¢«ïîé ï H(3) ¢ (1c)
¯à¥¤áâ ¢«¥­  ­ ¨¡®«¥¥ áãé¥áâ¢¥­­ë¬¨ ªã¡¨ç¥áª¨¬¨

ç«¥­ ¬¨ à §«®¦¥­¨ï í­¥à£¨¨ ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï  â®-
¬®¢. �®­áâ ­âë à §«®¦¥­¨ï W1 ¨ W2 ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬

®¡à §®¬ á¢ï§ ­ë á ¯ à ¬¥âà ¬¨ V1 ¨ V2. � «¥¥

íâ  á¢ï§ì ¡ã¤¥â ¤¥â «¨§¨à®¢ ­ . �¥à¥å®¤ ª ¯à¥¤-
áâ ¢«¥­¨î ¢â®à¨ç­®£® ª¢ ­â®¢ ­¨ï ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï

ª ­®­¨ç¥áª¨¬ ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥¬

xnα =

√
~

2MN

∑
qµ

ϕqµα
√
ωqµ

eiqna
(
bqµ + b+−qµ

)
, (2a)

Pnα = −i

√
~M
2N

∑
qµ

√
ωqµ ϕ

qµ
α eiqna

(
bqµ − b

+
−qµ

)
. (2b)

� (2) b+qµ, bqµ — �®§¥-®¯¥à â®àë à®¦¤¥­¨ï ¨ ã­¨çâ®-
¦¥­¨ï ä®­®­®¢ á ¢®«­®¢ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ q ¨ ç áâ®â®©

ωqµ ¢ µ-© (µ = 1, 2) §®­¥, a — ¯®áâ®ï­­ ï æ¥¯®çª¨.
�®¡áâ¢¥­­ë¥ äã­ªæ¨¨ ϕqµα ¨ ç áâ®âë ωqµ �� (µ = 1)
¨ �� (µ = 2) ®¯à¥¤¥«ïîâáï ¨§ à¥è¥­¨ï ¤¨­ ¬¨ç¥áª¨å
ãà ¢­¥­¨©

ωq1,2 =

√
2

M

[
V1 + V2 ±

√
V 2

1 + V 2
2 + 2V1V2 cos(qa)

]
,

ϕq1,21 =
1
√

2
eiκ(q), ϕq1,22 = ∓

1
√

2
e−iκ(q),

κ(q) ≡
1

2
arctg

V1 sin(qa)

V1 cos(qa) + V2
. (3)

�®®â­®è¥­¨ï (3) ¤«ï ϕqµα , ωqµ ¯®§¢®«ïîâ ¯®á«¥

¯®¤áâ ­®¢ª¨ ¢ (1c) ®¯à¥¤¥«¨âì  ­£ à¬®­¨ç¥áªãî á®-
áâ ¢«ïîéãî H(3) ¢ ¯à¥¤áâ ¢«¥­¨¨ ¢â®à¨ç­®£® ª¢ ­-
â®¢ ­¨ï. � à¥§ã«ìâ â¥ ¢ H(3) ¡ã¤ãâ ¢å®¤¨âì ç«¥­ë

ç¥âëà¥å â¨¯®¢: b+b+b, b+bb, b+b+b+, bbb. �à¨ íâ®¬

ª ç¥áâ¢¥­­ë© íää¥ªâ ¤ îâ ç«¥­ë b+k,2b
+
q−k,2bq,1 ¨

b+q,1bk,2bq−k,2 ¯¥à¢®£® ¨ ¢â®à®£® â¨¯ , ®¯à¥¤¥«ïîé¨¥
¯à®æ¥ááë à á¯ ¤  �� ­  ¤¢  �� ¨ ®¡à â­ë¥ ¯à®æ¥ááë

á«¨ï­¨ï. �«¥­ë á b+b+b+ ¨ bbb ¬®£ãâ ¡ëâì ®¯ãé¥-
­ë ¢ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ � ©â«¥à–�®­¤®­  ¨«¨ � ¬¬ –
� ­ª®¢ , â ª ª ª ®¯à¥¤¥«ïîâ ¢«¨ï­¨¥ ®¡¥àâ®­®¢ ¢ëá-
è¥© ªà â­®áâ¨ [13]. � ª¨¬ ®¡à §®¬, H(3) ¬®¦¥â ¡ëâì

¯à¥¤áâ ¢«¥­ ¢ ¢¨¤¥

H(3) =
1
√
N

∑
qk

[
Γqkb

+
k,2b

+
−q−k,2b−q,1

+ Γ∗qkb
+
−q,1b−q−k,2bk,2

]
, (4)

£¤¥ äã­ªæ¨¨ Γqk ¨¬¥îâ á«¥¤ãîé¨© ¢¨¤:

Γqk =

(
~

2M

)3/2 [
W1ψ−q,1ψ

∗
k,2ψ

∗
k,2ψ

∗
−q−k,2

+W2ϕ−q,1ϕ
∗
k,2ϕ

∗
−q−k,2

]
,

ψqµ=
(
ϕqµ1 −ϕ

qµ
2 e−iq

)
/
√
ωqµ, ϕqµ=

(
ϕqµ1 −ϕ

qµ
2

)
/
√
ωqµ.

(5)
�ã­ªæ¨¨ Γqk ã¤®¢«¥â¢®àïîâ ãá«®¢¨î Γk,q = Γk,q−k,
®¡¥á¯¥ç¨¢ îé¥¬ã ¨­¢ à¨ ­â­®áâì H(3) ¯à¨ ¨­¢¥àâ¨-
à®¢ ­¨¨ b+k,2 ¨ b

+
−q−k,2. � à ªâ¥à­ë¬¨ ®á®¡¥­­®áâï¬¨

�� ¤¢ãåä®­®­­ëå  ªãáâ¨ç¥áª¨å ¢®§¡ã¦¤¥­¨© ¨ ��

¢ ¡¥à¨««¨¨ ï¢«ïîâáï á¯¥æ¨ä¨ç¥áª¨© ¢¨¤ �� ¨ ¢¨¤

äã­ªæ¨®­ «ì­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¢¥«¨ç¨­ë Γqk, ª®â®à ï
®¡ëç­® áç¨â « áì ª®­áâ ­â®© [4–6].
�®¡áâ¢¥­­ë¥ á®áâ®ï­¨ï |ψ〉 á í­¥à£¨¥© E ®¯à¥¤¥«ï-

îâáï ª ª à¥è¥­¨ï ãà ¢­¥­¨ï �à¥¤¨­£¥à 

E|ψ〉 = H|ψ〉. (6)

�®«­®¢ë¥ äã­ªæ¨¨ |ψ〉 ¡ã¤ãâ ¨áª âìáï ¢ ¢¨¤¥ áã-
¯¥à¯®§¨æ¨¨ ®¤­®ä®­®­­ëå (µ = 1) ¨ ¤¢ãåä®­®­­ëå
(µ = 2) á®áâ®ï­¨©

|ψ〉 =
∑
q

fq b
+
q,1 |0〉+

∑
kp

ξkp b
+
k,2 b

+
p,2 |0〉. (7)

�®¤áâ ­®¢ª  (7) ¢ (6) ¤ ¥â ãà ¢­¥­¨ï ¤«ï ξkp+ξpk, fq
¨ E

Efq = ~ωq,1fq +
1
√
N

∑
k

Γ∗−q,k

[
ξq−k,k + ξk,q−k

]
, (8a)

E(ξkp + ξpk) =
(
~ωk,2 + ~ωp,2

)(
ξkp + ξpk

)
+

1
√
N

[
Γ−k−p,k + Γ−p−k,p

]
fk+p. (8b)
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�§ (8b) ¬®¦­® ®¯à¥¤¥«¨âì ξkp+ξpk ¢ (8a). �®á«¥¤ãî-
é ï ¯®¤áâ ­®¢ª  íâ®© ¢¥«¨ç¨­ë ¢ (8a) ¯à¨¢®¤¨â ª ��
¤«ï ®¯à¥¤¥«¥­¨ï í­¥à£¨¨ E á®¡áâ¢¥­­ëå á®áâ®ï­¨© á

¢®«­®¢ë¬ ¢¥ªâ®à®¬ q

(E − ~ωq,1) =
2

N

∑
k

|Γ−q,k|2

E − ~ωk,2 − ~ωq−k,2
. (9)

�â® ãà ¢­¥­¨¥  ­ «®£¨ç­® á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨¬ ��, ¨§
ª®â®àëå ®¯à¥¤¥«ïîâáï í­¥à£¨¨ ®¯â¨ç¥áª¨å ¡¨ä®­®-
­®¢ [1], á¬¥è ­­ëå á®áâ®ï­¨© ¯à¨ �� ®¯â¨ç¥áª¨å

ä®­®­®¢ à §«¨ç­®£® â¨¯  [6–8] ¨ ¯®«ïà¨â®­®¢ ¢ ¤¢ã-
¬¥à­ëå ªà¨áâ «« å (”superradiance”) [11].
� áá¬®âà¨¬ à¥è¥­¨ï (9), ­ å®¤ïé¨¥áï

¢ëè¥ ¢¥àå­¥© £à ­¨æë ����� E > fmax =
maxk(~ωk,2 + ~ωq−k,2). �à¨ íâ®¬ ¯à ¢ ï ç áâì (9)
ï¢«ï¥âáï ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ E ¬®­®â®­­® ã¡ë¢ îé¥©

¤® ­ã«ï äã­ªæ¨¥©. �à ¢­¥­¨¥ í­¥à£¥â¨ç¥áª¨å

§ ¢¨á¨¬®áâ¥© «¥¢®© ¨ ¯à ¢®© ç áâ¥© (9) ¯®ª §ë¢ ¥â,
çâ®, ª®£¤  í­¥à£¨ï �� ¯à¥¢ëè ¥â ¢¥àå­îî

£à ­¨æã ����� ~ωq,1 > fmax, à¥è¥­¨¥ E
ãà ¢­¥­¨ï (9) ­ å®¤¨âáï ¢ëè¥ ®¯â¨ç¥áª®©

ç áâ®âë E > ~ωq,1 > fmax. � â®¬ á«ãç ¥, ª®£¤ 
í­¥à£¨ï �� ¬¥­ìè¥ ¢¥àå­¥© £à ­¨æë �����,
~ωq,1 < fmax, à¥è¥­¨¥ (9) E ­ å®¤¨âáï ¢ëè¥ ¢¥àå­¥©

£à ­¨æë �����. �ª § ­­ë¥ à¥è¥­¨ï ®â¢¥ç îâ

áâ æ¨®­ à­ë¬ á®áâ®ï­¨ï¬ á ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­ë¬¨

§­ ç¥­¨ï¬¨ í­¥à£¨¨ E.
� àï¤ã á íâ¨¬¨ á®áâ®ï­¨ï¬¨ áãé¥áâ¢ãîâ ª¢ §¨-

áâ æ¨®­ à­ë¥ á®áâ®ï­¨ï ¢ ����� [6]. �«ï ­¨å ¢

(9) ¨­â¥£à « ¤®«¦¥­ ¢ëç¨á«ïâìáï ¢ á¬ëá«¥ £« ¢-
­®£® §­ ç¥­¨ï. �â®â ¨­â¥£à « ï¢«ï¥âáï ¢ �����

¬®­®â®­­® ¢®§à áâ îé¥© á à®áâ®¬ í­¥à£¨¨ äã­ª-
æ¨¥©. �®®â¢¥âáâ¢¥­­® áãé¥áâ¢ã¥â ¥¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨¥ á

¯àï¬®©, ®â¢¥ç îé¥© «¥¢®© ç áâ¨ (9). �¬¥­­® â ª¨¥

ª¢ §¨áâ æ¨®­ à­ë¥ á®áâ®ï­¨ï ®¯à¥¤¥«ïîâ íää¥ªâ

”superradiance” ¢ ®¯â¨ª¥ [11]. �®á«¥ á®®â¢¥âáâ¢ãî-
é¥£® ®¡å®¤  ¯®«îá®¢ ¢ [9], ®â¢¥ç îé¥£® ¨á¯®«ì§®-
¢ ­¨î § ¯ §¤ë¢ îé¨å äã­ªæ¨© �à¨­ , ¨¬¥¥¬ ¨§ [9]
¤¢  ãà ¢­¥­¨ï ¤«ï ¤¥©áâ¢¨â¥«ì­®© ¨ ¬­¨¬®© ç áâ¥©

ª®¬¯«¥ªá­®£® E = E′ − iE′′

E′ − ~ωq,1 =
a

π
P

π∫
−π

∣∣Γ−q,k∣∣2dk
E′ − ~ωk,2 − ~ωq−k,2

, (10a)

E′′ =
a

π

π∫
−π

∣∣Γ−q,k∣∣2δ(E′ − ~ωk,2 − ~ωq−k,2) dk. (10b)

�ëç¨á«¥­¨¥ ¨­â¥£à «  ¢ (10b) ¤ ¥â ¤«ï § âãå ­¨ï

E′′ =
a

π

∣∣Γ−q,k0(E′)

∣∣2 [df(q, k)

dk

]−1

k=k0(E′)

,

f(q, k) = ~ωk,2 + ~ωq−k,2, E′ = f(q, k0). (11)

�à¨ à¥è¥­¨¨ (9) ¨á¯®«ì§®¢ « áì á«¥¤ãîé ï áå¥-
¬  à áç¥â . ����� áª ­¨à®¢ « áì ¯® â®çª ¬

E′ = f(q, p), ¯à¨ ¢®«­®¢®¬ ¢¥ªâ®à¥ p, ¨§¬¥­ïîé¥¬áï ¢
¨­â¥à¢ «¥ 0 < p = (2π/Na)m < (π/a), m = 0, 1, 2, . . . .
�à¨ íâ®¬ (10a) á¢®¤¨âáï ª ãà ¢­¥­¨î

f(q, p)− ~ωq,1 =
2

N

∑
k 6=p

|Γ−q,k|2

f(q, p)− f(q, k)
, (12)

£¤¥ ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ ¨áª«îç îâáï k, ¯à¨ ª®â®àëå

§­ ¬¥­ â¥«ì ®¡à é ¥âáï ¢ ­ã«ì. �à¨ â ª®¬ áª ­¨à®-
¢ ­¨¨ ¯® p ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ¯® E′ ¯®á«¥ ¢ëç¨á«¥­¨ï
áã¬¬ë ¢ ¯à ¢®© ç áâ¨ (12) ¨ áà ¢­¥­¨ï ¥¥ á «¥¢®©

ç áâìî ®¯à¥¤¥«ï«®áì §­ ç¥­¨¥ E′ = E′(p̃0) — à¥è¥-
­¨¥ (12) á p0, ®â¢¥ç îé¨¬ E′ = f(q, p0). �à¨ íâ®¬

§ âãå ­¨¥ E′′ (10b) ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨§ á®®â­®è¥­¨ï

E′′ = |Γq,k0 |
2

[
∆k

∆(f(q, k))

]
k=p0

. (13)

� áç¥âë ¯à®¢®¤¨«¨áì ¤«ï ¡¥§à §¬¥à­ëå ¢¥«¨ç¨­

E/E0, £¤¥ E0 ≡ ~(4V1/M)1/2. �à¨¥¬«¥¬ ï  ¯¯à®ªá¨-
¬ æ¨ï íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¯® ¢§ ¨¬­®-
¬ã à á¯®«®¦¥­¨î ¢¥â¢¥© �� ¨ �� ¤ ¥â ®â­®è¥­¨¥

V2/V1 = 1.19 ¤«ï ªà¨áâ ««®£à ä¨ç¥áª®£® ­ ¯à ¢«¥-
­¨ï (110) [5]. �«ï á®ªà é¥­¨ï ç¨á«  ¯ à ¬¥âà®¢

¨á¯®«ì§®¢ « áì ®¤­®¯ à ¬¥âà¨ç¥áª ï á¢ï§ì W ¨ V ¢

¢¨¤¥

W1 = γ
1

x0
V1, W2 = γ

1

x0
V2,

x0 ≡ (1/4)(~/2M)1/2(2V1/M)−1/4, (14)

x0 — å à ªâ¥à­ ï ¤«¨­ , γ — ¡¥§à §¬¥à­ ï ª®­áâ ­-
â   ­£ à¬®­¨§¬ .
�®«ãç¥­­ë¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ E(q) ¤«ï áâ æ¨®­ à­ëå

á®áâ®ï­¨© ¨ E′(q), E′′(q) ¤«ï ª¢ §¨áâ æ¨®­ à­ëå

á®áâ®ï­¨© ¯à¥¤á â¢«¥­ë ­  à¨á. 1, 2. �  à¨á. 1,a ¯à¥¤-
áâ ¢«¥­ë �� ¤«ï γ = 0.14. �â® §­ ç¥­¨¥ γ ¢ë¡à ­®
¤«ï ¯à®ï¢«¥­¨ï å à ªâ¥à­ëå ¢¥«¨ç¨­ ¨ ­ ¯à ¢«¥­¨ï

®âé¥¯«¥­¨ï �� ­ ©¤¥­­ëå ª®«¥¡ ­¨© ®â ®¯â¨ç¥áª®©

¢¥â¢¨ ¨ ¢¥àå­¥© £à ­¨æë �����. � ª®¥ §­ ç¥­¨¥

γ ¯®§¢®«ï¥â â ª¦¥ ®¯à¥¤¥«¨âì å à ªâ¥à­ë¥ £à ­¨æë
®¡« áâ¨ ¨§¬¥­¥­¨ï í­¥à£¨© E′ áâ æ¨®­ à­ëå ¨ ª¢ §¨-
áâ æ¨®­ à­ëå á®áâ®ï­¨© ¨ § âãå ­¨ï E′′ ª¢ §¨áâ æ¨-
®­ à­ëå á®áâ®ï­¨©. �à¨¢ ï 1 ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¢¥àå­îî
£à ­¨æã �����, �� 2 —  ªãáâ¨ç¥áª ï ¢¥â¢ì ª®«¥-
¡ ­¨©, ï¢«ïîé ïáï ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¨ ­¨¦­¥© £à ­¨æ¥©
�����, �� 3 — ®¯â¨ç¥áª ï ¢¥â¢ì ª®«¥¡ ­¨©. �� 4
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â à¥§ã«ìâ âë à áç¥â  í­¥à£¨© áâ æ¨®­ à-
­ëå á®áâ®ï­¨©, à¥è¥­¨© (9). �¨¤­®, çâ® ¯à¨ q ¢¡«¨§¨
£à ­¨æë §®­ë �à¨««îí­  íâ  ��  ­ «®£¨ç­  ®¯â¨ç¥-
áª®© ¢¥â¢¨,   ¯à¨ ¬¥­ìè¨å q ¥¥ § ¢¨á¨¬®áâì  ­ «®£¨ç-
­  �� 1. �� 5 — ¤¨á¯¥àá¨®­­ ï § ¢¨á¨¬®áâì í­¥à£¨¨

ª¢ §¨áâ æ¨®­ à­®£® á®áâ®ï­¨ï, ­ ©¤¥­­®£® ¨§ (10a).
�¨¤­®, çâ® íâ  �� ¢­ãâà¨ ����� ¯à¨ ¬ «ëå q
 ­ «®£¨ç­  �� 3 ¨ á¬¥é¥­  ®â­®á¨â¥«ì­® ­¥¥ ¢

­¨§ª®ç áâ®â­ãî ®¡« áâì. �¡«¨§¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï 1 ¨ 3
q = q0, â ª ¦¥ ª ª ¨ ¤«ï å à ªâ¥à­®£® à áé¥¯«¥­¨ï
¯®«ïà¨â®­­ëå ¢¥â¢¥© [10]; ¯à¨ ¢®§à áâ ­¨¨ q �� 5
ã¤ «ï¥âáï ®â 4, ¯à¨¡«¨¦ ¥âáï ª �� 1 ¨ ¯à¨¬ëª ¥â
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�¨á. 1. �¨á¯¥àá¨®­­ë¥ ªà¨¢ë¥ £¨¡à¨¤¨§®¢ ­­ëå ª®«¥¡ â¥«ì­ëå á®áâ®ï­¨© ¯à¨ �¥à¬¨-à¥§®­ ­á¥ ®¤­®ä®­®­­ëå

®¯â¨ç¥áª¨å ¨ ¤¢ãåä®­®­­ëå  ªãáâ¨ç¥áª¨å ª®«¥¡ ­¨©. �®­áâ ­â   ­£ à¬®­¨§¬  γ = 0.14 (a) ¨ 0.03 (b).

ª ­¥© ¯à¨ ­¥ª®â®à®¬ q1 > q0 (q1 6 π/a). �âà¨å®¢®©

¨ ¯ã­ªâ¨à­®© «¨­¨ï¬¨ ¢¡«¨§¨ íâ®© ®¡« áâ¨ q ' q1
¯®ª § ­ë ®ª®­ç ­¨ï ¢¥â¢¥© ª¢ §¨áâ æ¨®­ à­ëå á®-
áâ®ï­¨© á®®â¢¥âáâ¢¥­­® ¤«ï γ = 0.2 ¨ 0.1. �®́«ìè ï

ç áâì ¯¥à¢®© �� ¯à¨ q < q1 ¯à®å®¤¨â ­¨¦¥ ªà¨¢®© 5,
  ¢â®à®© ªà¨¢®© — ¬¥¦¤ã 5 ¨ 3. � æ¥«ìî ¨§¡¥¦ âì

£à ä¨ç¥áª®© ¯¥à¥£àã§ª¨ íâ¨ ªà¨¢ë¥ ­¥ ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë

­  à¨á. 1,a ¢ ®¡« áâ¨ q < q1. �ª § ­­ë¥ ¢¡«¨§¨ q ' q1
¤¨á¯¥àá¨®­­ë¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¤«ï à §«¨ç­ëå §­ ç¥­¨©

γ ¯®ª §ë¢ îâ, çâ® ¯à¨ ã¬¥­ìè¥­¨¨ γ â®çª  ®ª®­ç -
­¨ï á¯¥ªâà  q = q1 á¬¥é ¥âáï ¢ ¢ëá®ª®ç áâ®â­ãî

áâ®à®­ã ª â®çª¥ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï q = q0. �â¬¥â¨¬, çâ®
®âé¥¯«¥­¨¥ áâ æ¨®­ à­®© ¢¥â¢¨ ¢ ¢ëá®ª®ç áâ®â­ãî

®¡« áâì áãé¥áâ¢¥­­® ¯à¥¢ëè ¥â ®âé¥¯«¥­¨¥ ª¢ §¨-
áâ æ¨®­ à­®© ¢¥â¢¨ ¢ ­¨§ª®ç áâ®â­ãî ®¡« áâì.
�  à¨á. 1,b ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë �� áâ æ¨®­ à­ëå ¨ ª¢ -

§¨áâ æ¨®­ à­ëå á®áâ®ï­¨© ¤«ï §­ ç¥­¨ï γ = 0.03.
�à¨¢ë¥ 1–3 â¥ ¦¥, çâ® ¨ ­  à¨á. 1,a. �¥â¢ì áâ æ¨-
®­ à­ëå á®áâ®ï­¨© 4 ¢ ®¡« áâ¨ ¬ «ëå q ®âé¥¯«¥­  ¢
¢ëá®ª®ç áâ®â­ãî áâ®à®­ã ®â �� 1 ¨ ¯®¢â®àï¥â ¥¥ § -
¢¨á¨¬®áâì ®â q ¢¯«®âì ¤® â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï q = q0,  
§ â¥¬ ®âé¥¯«ï¥âáï ¢ âã ¦¥ áâ®à®­ã ®â �� 3, ¯®¢â®àïï
â¥¯¥àì ã¦¥ ¥¥ ¤¨á¯¥àá¨®­­ãî § ¢¨á¨¬®áâì.�ç¥¢¨¤­®,
çâ® ¯à¨ ¬ «ëå q ¢®«­®¢ë¥ äã­ªæ¨¨ íâ¨å á®áâ®ï­¨©
¨¬¥îâ ¢ ®á­®¢­®¬ ¡¨ä®­®­­ë© å à ªâ¥à,   ¯à¨ ¡®«ì-
è¨å q < q0 — å à ªâ¥à ®¯â¨ç¥áª¨å ª®«¥¡ ­¨©. �à¨
â ª¨å ¬ «ëå §­ ç¥­¨ïå γ �� ª¢ §¨áâ æ¨®­ à­ëå

á®áâ®ï­¨© ¯à¨ ¬ «ëå q ¡«¨§ª  ª ®¯â¨ç¥áª®© ¢¥â¢¨

¨ ¢¨§ã «ì­® ­¥ ®â«¨ç¨¬  ®â ­¥¥. �âé¥¯«¥­¨¥ ¢ ­¨§-
ª®ç áâ®â­ãî áâ®à®­ã ®â �� 3 á®áâ ¢«ï¥â ¢¥«¨ç¨­ã

δE ≈ 3 · 10−3E0. �¤­ ª® íâ® ¢¨§ã «ì­®¥ á®¢¯ ¤¥­¨¥

ªà¨¢ëå 5 ¨ 3 áãé¥áâ¢ã¥â â®«ìª® ¤® q = q0 ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï
ªà¨¢ëå 1 ¨ 3. �¡«¨§¨ íâ®© â®çª¨ �� 5 ª¢ §¨áâ -
æ¨®­ à­®£® á®áâ®ï­¨ï § ª ­ç¨¢ ¥âáï. �â¬¥â¨¬, çâ®
¨ ¢ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ëå ¤ ­­ëå [5] ¢¡«¨§¨ £à ­¨æë

§®­ë �à¨««îí­  ¢ ®¯â¨ç¥áª®© ¢¥â¢¨ ¥áâì á¢®¥£® à®¤ 

”¬¥àâ¢ ï” §®­ , £¤¥ íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­ë¥ ¤ ­­ë¥ ¯®

®¯â¨ç¥áª®© ¢¥â¢¨ ®âáãâáâ¢ãîâ, çâ®, ª ª íâ® ¢¨¤­® ¨§

¢ëè¥áª § ­­®£®, ¬®¦¥â ¡ëâì á¢ï§ ­® á ¨áá«¥¤ã¥¬ë¬
íää¥ªâ®¬ ��.

� ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨§ ¢¨¤  ¤¨á¯¥àá¨®­­ëå ªà¨¢ëå

á«¥¤ã¥â, çâ® ¢®§¬®¦­® áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¡¨ä®­®­­ëå

¨ ª¢ §¨ä®­®­­ëå ª®«¥¡ ­¨©, ¯¥à¥­®à¬¨à®¢ ­­ëå

®¯â¨ç¥áª¨å ª®«¥¡ ­¨©. � § ¢¨á¨¬®áâ¨ ®â ¢®«­®¢®£®

¢¥ªâ®à  íâ¨ ª®«¥¡ â¥«ì­ë¥ á®áâ®ï­¨ï ¬®£ãâ ¡ëâì

ª ª § âãå îé¨¬¨, â ª ¨ áâ æ¨®­ à­ë¬¨. � ª®© ¨§

íâ¨å â¨¯®¢ ª®«¥¡ ­¨© ¤®¬¨­¨àã¥â ¢ ®¡« áâ¨ (q, E),
®¯à¥¤¥«ï¥âáï, ®ç¥¢¨¤­®, ®â­®è¥­¨¥¬ (ξkp + ξpk)/fk+p.

� á¢ï§¨ á ¢®§¬®¦­®áâìî áãé¥áâ¢®¢ ­¨ï á¢®¥®¡à §-
­®£® íää¥ªâ  â¨¯  ”superradiance” ¤«ï ®¯â¨ç¥áª¨å

ª®«¥¡ ­¨© ¢ ¡¥à¨««¨¨ ¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ¨­â¥à¥á § ¢¨á¨-
¬®áâì E′′(q) ¤«ï ª¢ §¨áâ æ¨®­ à­ëå ª®«¥¡ ­¨©. � 
à¨á. 2 E′′(q) ¯à¨¢¥¤¥­  ¤«ï ¤¢ãå §­ ç¥­¨© γ = 0.03
(ªà¨¢ ï 1 ) ¨ 0.14 (ªà¨¢ ï 2 ). �à¨ ã¤ «¥­¨¨ ª¢ -

�¨á. 2. � ¢¨á¨¬®áâì § âãå ­¨ï ª¢ §¨áâ æ¨®­ à­ëå ª®«¥-
¡ â¥«ì­ëå á®áâ®ï­¨© ®â ¢®«­®¢®£® ¢¥ªâ®à  ¯à¨ ª®­áâ ­-
â å  ­£ à¬®­¨§¬  γ = 0.03 (1 ) ¨ 0.14 (2 ).
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§¨áâ æ¨®­ à­®© ¢¥â¢¨ ®â â®çª¨ ¯¥à¥á¥ç¥­¨ï q0 ®¯â¨-
ç¥áª®© ¢¥â¢¨ ¨ ¢¥àå­¥© £à ­¨æë ����� § âãå ­¨¥

áãé¥áâ¢¥­­® ¢®§à áâ ¥â [11]. � âãå ­¨¥, ¥áâ¥áâ¢¥­­®,
¢®§à áâ ¥â ¯à¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¨ γ. �¡á®«îâ­ ï ¢¥«¨ç¨­ 
γ á¢ï§ ­  á ¨á¯®«ì§®¢ ­­®© ¬®¤¥«ìî æ¥¯®çª¨ ¨ ¤«ï

à¥ «ì­ëå ªà¨áâ ««®¢ ¬®¦¥â, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, ®â«¨ç âì-
áï ¯à¨ á®åà ­¥­¨¨ ®á­®¢­ëå äã­ªæ¨®­ «ì­ëå ®á®¡¥­-
­®áâ¥© E′′(q).

� § ª«îç¥­¨¥  ¢â®àë ¢ëà ¦ îâ ¨áªà¥­­îî ¯à¨-
§­ â¥«ì­®áâì �.�. �£à ­®¢¨çã §  ¯®«¥§­ë¥ § ¬¥ç -
­¨ï.
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