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Рассматрено акустоэлектромагнитное взаимодействие в режиме, когда необходим одновременно учет
трех механизмов: фотоупругости, квадратичной фотоупругости и упругой нелинейности. Показано, что при
надкритических условиях в кристалле формируются акустические уединенные волны на частотах гармоники и
субгармоники. Учет затухания и неидеальности отражения от границ не приводят к установлению какого-либо
стационарного состояния: в системе развивается солитонная пространственно-временна́я динамика.

Нелинейным акустоэлектромагнитным волновым вза-
имодействием в твердных телах посвящено значительное
число работ [1–4]. Особый интерес вызывают системы, в
которых при наличии не зависящих от времени внешних
условий формируется динамический режим, не приводя-
щий к установлению какого-либо стационарного состоя-
ния даже после завершения переходных процессов. В на-
стоящее время достаточно подробно изучены взаимодей-
ствия, связанные с каким-либо одним конкретным меха-
низмом нелинейности, что в большинстве случаев оправ-
дано индивидуальностью соответствующих резонансных
условий. Это позволило изучить физическую картину
ряда фундаментальных нелинейных взаимодействий и, в
частности, формирование и взаимодействие уединенных
волн различной природы [4–14]. Однако в ряде случаев,
как показано далее, одновременный учет нескольких не-
линейных механизмов является принципиально важным.
Это особенно актуально для анизотропных кристаллов, в
которых эффективные нелинейные модули существенно
зависят от направления и поляризации взаимодействую-
щих волн.

Рассмотрим параллельное акустоэлектромагнитное
взаимодействие в оптически анизотропном кристалле
типа LiNbO3. Пусть вдоль оси x распространяются обык-
новенная и необыкновенная электромагнитные волны,
взаимодействующие с акустической волной разностной
частоты Ω = ω1 − ω2, K = k1 − k2 − ∆k, где ∆k —
малая расстройка. В [4] показана возможность возник-
новения при таком взаимодействии, обусловленном ли-
нейной фотоупругостью, солитонного режима. В [10]
экспериментально наблюдалась локализация связанной
оптической компоненты акустоэлектромагнитных соли-
тонов.

Однако для волн определенных поляризаций ввиду
кристаллографической симметрии эффективные компо-
ненты фотоупругого тензора точно обращаются в нуль. В
этом случае первой неисчезающей акустоэлектромагнит-
ной нелинейностью служит нелинейная (квадратичная)
фотоупругость. При этом условия связи имеют несколько
более сложный вид 2Ω1 = ω1 − ω2, 2K1 = k1 − k2 −∆k.
Для надкритических возмущений в безграничной среде

такое взаимодействие также приводит к формированию
солитонного импульса акустической волны, скорость пе-
ремещения которого имеет порядок скорости звука [11].
Однако уже при небольших отклонениях волнового век-
тора от данного направления необходимо учитывать оба
механизма на равных условиях, поскольку хотя линей-
ная фотоупругость еще невелика, но все же является
нелинейностью более низкого порядка малости. Кроме
того, поскольку амплитуды звуковых волн достигают
значительной величины, необходимо учитывать также
нелинейность звукового поля, приводящую к генерации
гармоник и субгармоник.

Примечательно, что при Ω = Ω1/2 возникает свое-
образный мультирезонанс, когда вышеуказанные условия
синхронизма удовлетворяются одновременно, поскольку
частотные условия приобретают вид Ω = ω1 − ω2,
2(Ω/2) = ω1 − ω2, Ω = 2(Ω/2) (условия для волновых
чисел аналогичны). Это приводит к связыванию разных
взаимодействий и к принципиальной необходимости уче-
та соответствующих механизмов нелинейности одновре-
менно.

В настоящей работе рассмотрено акустоэлектромаг-
нитное взаимодействие в режиме, когда необходим од-
новременный учет трех механизмов: фотоупругости, не-
линейной фотоупругости и упругой нелинейности. По-
казано, что при определенных условиях в кристалле
формируются акустические уединенные волны на разных
частотах. Учет затухания и неидеальности отражения не
приводит к установлению какого-либо стационарного со-
стояния: в системе возникает солитонный динамический
режим.

Рассмотрим ограниченный кристалл длины L с коэф-
фициентами отражения (при x = 0, L) Rm(0, L) для аку-
стической волны на частоте Ω и соответственно Re(0, L)
для акустической волны на частоте Ω/2. Отражением и
поглощением электромагнитных волн, которое в области
прозрачности мало, пренебрегаем.

Уравнения движения состоят из уравнений Максвелла
и уравнений теории упругости. Связанную с акусто-
электромагнитной нелинейностью поправку к свободной
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энергии запишем в следующем виде:

∆F =−
1

8π
ai jkl EiEjUkl +

1
2

bi jkmnlUi jUklUmn

+
1

8π
gi jklmnEiEjUklUmn,

где ai jkl , bi jkl , gi jkl — модули линейной фотоупругости,
упругой нелинейности и квадратичной фотоупругости,
перенормированные с учетом линейного пьезоэффекта.

Полученная при помощи обычной методики система
уравнений для медленно меняющихся амплитуд волн
дополняется уравнением для обратных (отраженных)
акустических волн, которые ввиду условий синхронизма
не взаимодействуют с полем. Из-за незначительного
уменьшения амплитуды звука вследствие диссипации
влиянием упругой нелинейности для отраженной волны
пренебрежем. Динамика процесса рассматривается в зву-
ковом временном масштабе, поэтому временны́ми произ-
водными в уравнениях для электромагнитных амплитуд
пренебрегаем по малому параметру s/c∼ 10−5 � 1, где
s — скорость звука, c — скорость света в кристалле. По-
лученная безразмерная система динамических уравнений
для комплексных амплитуд волн имеет следующий вид:

∂

∂ζ
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β1A2A2

3 − 2ρ1A1
(
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2 + |A4|
2
)]
− βA2A4,

∂

∂ζ
A2 = i

[
β1A2A∗23 − 2ρ2A2

(
|A3|

2 + |A4|
2
)]

+ βA1A∗4 ,(
∂

∂ζ
+

∂

∂τ
+ γ

)
A3 = i

[
β1A1A∗2A∗3

− A3

(
ρ1|A1|

2 + ρ2|A2|
2 − 0.5∆k
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∂
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+

∂
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+ 4γ) A4 = 2i

[
A4
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ρ1|A1|

2

+ ρ2|A2|
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)]
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3 + βA1A∗2 (1)

с граничными и начальными условиями
A3(0, τ ) = f3(τ )R2

e exp(−γ)A3(0, τ − 1), A4(0, τ ) =
f4(τ ) + R2

m exp(−4γ)A4(1, τ − 1), A3(ζ , 0) = 0,
R2

e = Re(0)Re(1) < 1, R2
m = Rm(0)Rm(1) < 1. Здесь β1,

β, N, ρ1,2 — безразмерные коэффициенты связи [4,9,11],
γ = ΓL, Re(0, 1) и Rm(0, 1) — коэффициенты отражения
акустических волн на частотах Ω/2 и Ω при ζ = 0, 1
соответственно, Γ — коэффициент поглощения звука,
ζ = x/L, τ = ts/L — безразмерные координата и время.

Отметим, что при значительной амплитуде накачки из-
за условия ρ1,2 6= 0 фазовая скорость звука приобрета-
ет добавку, пропорциональную квадрату поля. Однако,
учитывая, что в случае ρ1 = ρ2 система (1) обладает
интегралом движения A2

1 + A2
2 = 1, нетрудно видеть, что

и при ρ1 ≈ ρ2, выбирая ∆k = (ρ1 + ρ2)/2, эту добавку
удается скомпенсировать, в результате чего резонансные
условия становятся оптимальными.

Заметим, что β1/β ∼ E0 (E0 — входная амплитуда
волны накачки), поэтому с ростом амплитуды накачки
влияние нелинейности фотоупругости усиливается.

Рассмотрим случай, когда электромагнитная волна
накачки имеет более высокую частоту (ω1 > ω2),
причем f1(τ ) = 1 , f2(τ ) = 0 (волна на частоте ω2

рождается в ходе взаимодействия). На начальном этапе
взаимодействия амплитуды акустических волн малы, при
этом нелинейностью фотоупругости можно пренебречь.

Для малой начальной затравки (что эквивалентно пре-
небрежению слагаемыми, квадратичными по амплитудам
звука (1)) относительная фаза волн быстро устанавли-
вается, и амплитуды можно считать вещественными.
В этом случае с учетом соотношений A2

1 + A2
2 = 1,

A1 = cos(βϕ), A2 = sin(βϕ), A3 = β∂ϕ/∂ζ порядок
системы (1) можно понизить. После исключения обрат-
ной волны замкнутое уравнение для A3 принимает вид(

∂

∂ζ
+

∂

∂τ
+ γ

)
A3 = 0.5 sin(2βϕ),

βϕ =

ζ∫
0

A3(ζ , τ )dζ . (2)

Отметим, что заменой u, v = b(ζ − τ ) ±
(1/b)

∫
g2(τ )dτ , ψ = 2βϕ, b = const систему (2) можно

свести к уравнению типа синус-Гордона

∂2ψ/∂u2 − ∂2ψ/∂v2 +
[
γb/g2(τ )

]
× (∂ψ/∂u− ∂ψ/∂v) = sin(ψ), (3)

что позволяет при γ = 0 интерпретировать стацио-
нарные возбуждения в системе как солитоны. Однако
в ограниченной среде это не приводит к упрощению,
поскольку краевые условия при этом следует выполнять
на бегущих границах. К тому же наличие поглощения и
неидеальность отражения не позволяют воспользоваться
свойствами, связанными с полной интегрируемостью
этого уравнения [12,13]. На сложность динамики ука-
зывает также то обстоятельство, что в режиме неустой-
чивости при γ = 0 данная модель имеет помимо со-
литонов и нестационарные решения с автомодельностью
∼ (u2−v2), отличной от автомодельности бегущей волны
∼ (u± v) [13].

Из (2) определим условия неустойчивости, полагая
|A3|, |βϕ| � 1 и ∼ exp(i

(
ωτ − kζ)

)
. После несложных

вычислений пороговое условие можно записать в виде

E2
0 > E2

th =
(
α/Kk2L2

) (
2ΓL + ln R−2

m

) (
ΓL + ln R−2

m

)
,

(4)
где величина α зависит от параметров кристалла.

Из (4), в частности, следует, что при уменьшении от-
ражения порог имеет логарифмическую особенность, что
связано с отсутствием собственных нелокализованных
возбуждений при R2

m = 0 из-за выхода волн из области
взаимодействия.
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Рис. 1. Зависимость амплитуд акустических волн |A3,4(1, τ )|
на выходе от времени τ в надкритическом режиме.
a) |A3(1, τ )| — звук на частоте Ω/2, b) A4(1, τ ) — звук на
частоте Ω. На вставке показаны соответствующие зависимости
при больших временах (черный фон отвечает мощным осцил-
ляциям амплитуд).

На начальном этапе, когда амплитуды звуковых волн
определяются малой шумовой затравкой, главную роль
играет связь с электромагнитным полем посредством ли-
нейной фотоупругости. Однако с нарастанием амплитуд
волн начинают проявляться нелинейность фотоупруго-
сти и упругая нелинейность. На этом этапе необходимо
учитывать все механизмы нелинейности на равных усло-
виях.

Поскольку с общем случае получить аналитическое
решение нелинейной системы (1) с граничными усло-
виями весьма сложно, в работе был выполнен компью-
терный эксперимент путем непосредственного решения
амплитудных уравнений с учетом взаимовлияния различ-
ных механизмов нелинейности, а также поглощения и
неидеальности отражения от границ. Это позволило в
единых рамках исследовать все стадии взаимодействия
от начальной неустойчивости до развитого нелинейного
режима. В типичной ситуации с границы в кристалл
вводилась волна накачки постоянной амплитуды, взаи-
модействующая с шумовой звуковой затравкой.

Для расчетов шумовая затравка моделировалась рав-
номерно распределенной на интервале [0, f30] случай-
ной величиной ( f30 = 0.05) (результаты оказались
нечувствительными к типу шума). Расчет проводился
при различных коэффициентах отражения волн по схе-
ме высокого порядка, точность контролировалась путем
уменьшения шага сетки. Результаты представлены на
рис. 1, 2 для параметров β = 1, β1 = 1.5, ρ1 = 1.05,
ρ2 = 0.95, R2

e = 0.8, R2
m = 0.5, γ = 0.015.

Как показал расчет, рассматриваемая система обнару-
живает весьма разнообразное поведение в зависимости
от параметров задачи. Поскольку граничная или началь-
ная шумовая затравки выбиралась достаточно малыми,

то в докритических условиях входной и выходной сигна-
лы практически идентичны.

Как видно из рис. 1, 2, при взаимодействии четко про-
являются три этапа. На первом этапе в надкритических
условиях в результате параметрической неустойчивости
амплитуда звука на частоте Ω нарастает и происходит
возбуждение звукового солитона, который замедляется
вблизи выхода, формируя стационарное пространственно
неоднородное состояние. Ввиду значительной величины
амплитуды звука это приводит к необходимости учета
упругой нелинейности, приводящей к генерации акусти-
ческих гармоник и субгармоник. Гармоники частоты Ω
не находятся в синхронизме с полем и, как показал
расчет, не оказывают существенного влияния на процесс.
Генерация же субгармоники на частоте Ω/2 существен-
на, поскольку эта волна будет находиться в резонансе с
полем из-за нелинейности фотоупругого взаимодействия.
Однако ее подкачка приводит к неустойчивости толь-
ко при выполнении двух условий, первое из которых
связано с поглощением, а второе — с превышением
критической энергии звука [11,14].

Поскольку затухание звука на высоких частотах про-
порционально Ω2, первое условие в режиме неустой-
чивости заведомо выполняется. Второе же условие вы-
полняется не сразу, а после накопления энергии суб-
гармоники. В надкритичном режиме в системе на-
чинается сложная динамика, приводящая к формиро-
ванию быстро сжимающихся импульсов, покидающих

Рис. 2. Пространственно-временна́я динамика амплитуд
|A3,4(ζ , τ )|2 в надкритическом режиме. a) |A3(ζ , τ )| — звук
на частоте Ω/2; b) A4(ζ , τ ) — звук на частоте Ω.
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область взаимодействия. Отметим, что при τ → ∞
динамика формирующегося на частоте Ω/2 солитона
определяется спектром стационарных значений энергии

W(τ ) =
ζ∫
0
|A3(ζ , τ )|2dζ = Wi(γ), i = 0, 1 . . . , поэтому

такое состояние чувствительно к значению коэффициен-
тов отражения Re. Здесь Wi удовлетворяют уравнению
2γW = sin2 W, имеющему в зависимости от параметра
γ одно или несколько (четное число) корней. Если
обозначить состояние с W = 0 через W0, то четные и
нечетные корни отвечают устойчивым и неустойчивым
стационарным значениям соответственно (W1 — первое
неустойчивое значение). При этом неустойчивость на-
ступает при W > W1.

Таким образом, на втором этапе происходит распад
состояния, сформированного линейно-фотоупругим вза-
имодействием, а именно перекачка акустического им-
пульса с частотой Ω в акустическую субгармонику с
частотой Ω/2. Начиная с этого момента, амплитуда
субгармоники быстро нарастает и в кристалле фор-
мируется гигантский самосжимающийся импульс. Это
отвечает потере устойчивости стационарного состояния
и возникновению динамического режима (рис. 2).

Эффективное взаимодействие электромагнитных волн
с акустической субгармоникой происходит на третьем
этапе. Поскольку источником энергии для обеих акусти-
ческих волн служит электромагнитная волна накачки, в
системе развивается сложная динамика, обусловленная
конкуренцией различных нелинейных процессов. Однако
из-за сильной пространственной локализации солитонов
и малости перекрытия их амплитуд это не приводит
к подавлению какого-либо одного процесса. Более су-
щественным оказывается взаимодействие, связанное с
изменением фаз волн, что приводит к локальному выходу
из режима фазового синхронизма. При этом из-за рас-
стройки относительных фаз и выхода соответствующей
акустической волны из режима усиления происходит
изменение скорости и формы импульсов.

В результате в кристалле на частоте субгармоники
формируются быстро нарастающие и сжимающиеся уе-
диненные волны, оббегающие область взаимодействия.
В системе сосуществуют акустические солитоны на ча-
стоте Ω и самосжимающиеся импульсы на частоте Ω/2,
связанные через общую волну накачки (рис. 2).

Дальнейший расчет показывает отсутствие тенденций
не только к установлению стационарного состояния, но
и к ”выживанию” только какого-либо одного солитона
за счет другого. Это обусловлено тем, что, хотя и
нелинейная фотоупругость имеет более высокий поря-
док малости, однако она создает такую локальную рас-
стройку электромагнитных фаз, что инкремент усиления
импульсов, связанных с линейной фотоупругостью, пе-
риодически резко снижается, и тем самым их амплитуда
стабилизируется.

Таким образом, даже при наличии линейной фотоупру-
гости учет нелинейности следующего порядка может

быть принципиально важен, поскольку при больших
временах он коренным образом меняет пространственно-
временну́ю динамику волн.

Выполним численные оценки. Учтем, что соответству-
ющие нелинейные модули пропорциональны диэлектри-
ческой проницаемости кристалла [15,16], поэтому будем
ориентироваться на параэлектрики, где в СВЧ-диапазоне
данные нелинейные модули еще сохраняют свои ано-
мально большие статические значения. Так, для BaTiO3,
который при температурах меньше −90◦C обладает
симметрией 3m [17], находим, что при ε = 3 · 103,
ls = 5 cm, ω1 = 1012 s−1, Ω = 108 s−1 для возбуждения
акустических импульсов необходимая мощность накачки
составляет 0.6 MW/cm2, т. е. данный эффект доступен
экспериментальному наблюдению.
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