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Представлен простой метод расчета квадратичной по смещениям ионов составляющей потенциала
взаимодействия электронов с ионной подсистемой кристалла. Проведен расчет потенциала электрон-
ионного взаимодействия в соединении YBa2Cu3O7 для высокочастотных мод симметрии Ag. Отмечается
важная роль потенциала Маделунга, приводящего, в частности, к нарушению правил отбора, справедливых
в приближении жесткого MT-потенциала. Квадратичная по смещениям ионов составляющая потенциала
может оказывать существенное влияние на расчетные значения матричных элементов, соответствующих
электронным переходам с поглощением или испусканием фононов с нулевыми волновыми векторами.

Расчет потенциала взаимодействия электронов с иона-
ми деформированной в процессе колебаний кристалличе-
ской решетки представляет собой необходимый этап лю-
бого расчета динамики решетки твердых тел ”из первых
принципов”. Электрон-фононное взаимодействие (ЭФВ)
играет центральную роль в классической теории сверх-
проводимости Бардина–Купера–Шриффера и Элиашбер-
га и, несомненно, важно также для понимания феномена
высокотемпературной сверхпроводимости (ВТСП) [1,2].
Нелинейные по смещениям ионов компоненты потенци-
ала электрон-решеточного взаимодействия могут быть
задействованы в механизме спаривания носителей в
высокотемпературных сверхпроводящих системах, и их
корректный расчет необходим для различного рода ан-
гармонических моделей ВТСП.

При расчетах потенциала взаимодействия электро-
нов и ионов в рамках традиционного метода жест-
кого MT-потенциала (Rigid Muf-fin-Tin Approximation
(RMTA)) [3] возникает ряд трудностей, связанных с
применяемой в нем процедурой усреднения кристал-
лического потенциала. Этот подход является слишком
грубым применительно к высокотемпературным сверх-
проводникам, в которых, с одной стороны, велика роль
дальнодействующих кулоновских взаимодействий [4], а
с другой — важны эффекты отклонения распределе-
ния электронной плотности внутри ионов от сфериче-
ской симметрии. В [5,6] мы провели обобщение RMTA-
модели, позволяющее учесть влияние потенциала Маде-
лунга и анизотропии электронной плотности MT-сфер на
линейную по смещениям ионов компоненту потенциала
электрон-ионного взаимодействия и матричные элемен-
ты ЭФВ. В настоящей работе мы учитываем также
квадратичную по смещениям ионов составляющую по-
тенциала электрон-ионного взаимодействия и проводим
расчет линейной и квадратичной компонент потенциала
для ряда высокочастотных оптических мод симметрии
Ag высокотемпературного сверхпроводящего соединения
YBa2Cu3O7.

Рассмотрим статическую деформацию кристалла, вы-
зываемую вмороженным в его решетку фононом с волно-
вым вектором q. В приближении жесткого сдвига элек-
тронной плотности [5,6] электростатическая составля-
ющая потенциала возмущения в промежуточной (или,
более точно, внешней по отношению к смещающимся в
процессе данного колебания MT-сферам) области опре-
деляется разностью маделунговских потенциалов иска-
женной и исходной конфигураций решетки. Для точки,
лежащей внутри смещающейся в процессе данного ко-
лебания MT-сферы, необходимо также учитывать вклад,
связанный с жестким сдвигом электронной плотности
данного иона, а также вклад обменно-корреляционного
потенциала [5,6]. Искажение решетки, вызванное фоно-
ном с ненулевым квазиимпульсом, нарушает исходную
трансляционную симметрию кристалла, и в качестве
ячейки периодичности теперь выступает не элементар-
ная ячейка, а суперячейка, соответствующая данному
волновому вектору q. Используя подход, описанный
в [5,6], легко получить выражения для квадратичного по
смещениям ионов вклада в потенциал электрон-ионного
взаимодействия (соответствующие формулы для линей-
ного вклада приведены в [5]). Так, ограничиваясь лишь
сферически-симметричными компонентами электронных
плотностей ионов для потенциала взаимодействия, в
промежуточной области получаем выражение

δV(2)(r) = −(4π/Ωsc)
∑

Q

|Q|−2 exp(iQr)

× exp(−0.25Q2/η2)
∑

j

Z j
eff exp(−iQR j)(QδR j)

2, (1)

где Q — векторы обратной решетки, соответствующие
искаженной конфигурации кристалла, Ωsc — объем су-
перячейки, R j — радиус-векторы узлов суперячейки,
δR j — смещения ионов, η — параметр порядка единицы,
Zj

eff — эффективные заряды [5].
Использование двойного представления электронных

волновых функций и кристаллического потенциала в
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расчетах зонной структуры требует знания угловых ком-
понент потенциала электрон-ионного взаимодействия в
области внутри MT-сфер для расчетов матричных эле-
ментов ЭФВ. Они легко могут быть получены как
для линейного [5,6], так и для квадратичного по сме-
щениям ионов вкладов; при учете лишь сферически-
симметричных компонент электронных плотностей MT-
сфер угловые компоненты квадратичного по δR вклада
в потенциал возмущения принимают вид (L, M —
орбитальное и азимутальное квантовые числа)

δV(2)
00 (r ′) = (

√
π/3)Φ1(r

′; η)

× (δR2
x + δR2

y + δR2
z) + δW(2)

00 (r ′) (2)

для L = M = 0,

δV(2)
L0 (r ′) = (

√
π/2)

√
2L + 1 Φ2(r

′; η)

×

[
(−t1 + 0.5t2 + 0.5t3)(δR

2
x + δR2

y)

+ δL2π
−1/2 L(L − 1)

(2L− 1)(2L + 1)
δR2

z

]
+ δW(2)

LO (r ′) (3)

для L > 0, M = 0,

δV(2)
L,±1(r ′) = ± (

√
π/2)

√
(2L + 1)

L(L + 1)
Φ2(r

′; η)

×
[
3t1 + Lt2 + (L + 1)t3

]
(δRx ∓ δRy)δRz

+ δW(2)
L,±1(r ′) (4)

для L ≥ 1, M = ±1,

δV(2)
L,±2(r

′) = (
√
π/2)

√
(2L + 1)

L(L + 1)(L + 2)(L − 1)
Φ2(r

′; η)

×
[
−t4 + 0.5t5 + 0.5t6

]
(δR2

x − δR
2
y ∓ iδRxδRy)

+δW(2)
L,±2(r

′) (5)

для L ≥ 2, M = ±2. В последних соотношениях
r ′ = |r − Rp| (Rp — радиус-вектор узла, соответству-
ющего рассматриваемой сфере) и введены следующие
сокращенные обозначения:

Φ1(r
′; η) =

d2VMT(r ′)

dr′2
+

2
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− (8/
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effη
3 exp(−η2r ′

2
),
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′; η) =
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1
r ′

dVMT(r ′)
dr′

+ 6Z(t)
eff

erf(ηr ′)
(r ′)3

− (4/
√
π)Z(t)

effη exp(−η2r ′
2
)[3(r ′)−2 + 2η2],

где VMT(r ′) — локальная компонента MT-потенциала,
определяемая распределением электронной плотности
внутри рассматриваемой MT-сферы (t), erf(x) — функ-
ция ошибок. Входящие в формулы (2)–(5) функции
δW(2)

LM (r ′) представляют собой угловые компоненты ква-
дратичной по смещениям ионов дальнодействующей со-
ставляющей взаимодействия электронов с ионами ре-
шетки (потенциал Маделунга); коэффициенты t j выража-
ются через присоединенные полиномы Лежандра PM

L (x)

t1 =
1

(2L − 1)(2L + 1)

+1∫
−1

P2
L(x)dx,

t2 =
1

(2L + 1)(2L + 3)

+1∫
−1

P2
L+2(x)dx,

t3 =
1

(2L− 1)(2L + 1)

+1∫
−1

P2
L−2(x)dx

(коэффициенты t4 − t6 получаются заменой верхнего
индекса полиномов Лежандра с 2 на 4).

В приближении сферически-симметричного распреде-
ления заряда внутри MT-сфер лишь дальнодействую-
щие компоненты потенциала могут вызывать процессы
электронного рассеяния с |∆M| > 2. Легко показать,
что угловые компоненты потенциала Маделунга для
произвольных (L,M) имеют вид

δW(2)
LM (r ′) = (16π2iL/Ωsc)

∑
Q

|Q|−2 exp(−0.25Q2/η2)

× jL(Qr′)Y∗LM(Q) exp(iQRp)

×
∑

j

Z j
eff exp(−iQR j)(QδR j)

2, (6)

где jL(x) — сферические функции Бесселя, YLM —
сферические гармоники.

Анализ соотношений (2)–(6) свидетельствует, в част-
ности, о том, что учет квадратичной по смещениям δR
компоненты потенциала взаимодействия приводит к рас-
ширению спектра разрешенных в RMTA процессов рас-
сеяния электронов (ненулевыми компонентами потенци-
ала возмущения в RMTA-модели являются δV10, δV1,±1,
вследствие чего возможны лишь процессы рассеяния с
изменением квантовых чисел ∆l = ±1, ∆m = 0, ±1).
Более корректный учет дальнодействующей составляю-
щей взаимодействия электронов проводимости с ионной
подсистемой кристалла, осуществляемый в рамках пред-
лагаемой модели, снимает столь жесткие ограничения на
изменения квантовых чисел (l ,m) как в линейном [5],
так и в квадратичном по δR приближении, что может
оказать существенное влияние на расчетные значения
матричных элементов.
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Рис. 1. Линейная по смещениям ионов компонента потенциала
Маделунга для фонона ω = 330 cm−1. На всех рисунках
указаны параметры решетки (a, b). Разность максимального
и минимального значений (∆W(1)) составляет около 1.3 eV.

Квадратичная по смещениям ионов составляющая по-
тенциала электрон-ионного взаимодействия должна учи-
тываться при расчетах матричных элементов, соответ-
ствующих поглощению или испусканию фононов с q = 0.
Соответствующие поправки легко могут быть получены
путем учета соотношений (1)–(6) в формулах для ма-
тричных элементов ЭФВ, приведенных в [5] ((15), (16)).

Рис. 2. Линейная по смещениям ионов компонента потенциала
Маделунга для фононов ω = 440 cm−1. ∆W(1) ∼= 0.9 eV.

Используя приведенные в [5] и в настоящей работе
соотношения, мы провели расчет линейной и квадратич-
ной по δR компонент потенциала электрон-ионного вза-
имодействия в соединении YBa2Cu3O7 для оптических
фононов симметрии Ag. Использовалась электронная
плотность, полученная в ходе самосогласованного рас-
чета энергетической зонной структуры этого соедине-
ния [7]. Следует отметить, что в отличие от метода,
основанного на Фурье-представлении возмущающего по-
тенциала [8,9], реализация настоящего метода расчета не
требует использования чрезмерно большого числа векто-
ров обратной решетки, что существенно снижает затраты
машинного времени (фактически, хорошая сходимость
результатов наблюдается уже для 6000–8000 векторов
обратной решетки при η = 1). На рис. 1–6 приводится
дальнодействующая составляющая потенциала взаимо-
действия в плоскости Cu2–O2–O3 для трех оптических
фононов симметрии Ag (их частоты соответствуют при-
мерно 330, 440 и 500 cm−1). Амплитуды смещений
ионов в рассматриваемых фононных модах брались из
работы [10].

Результаты расчета свидетельствуют о существен-
ной роли дальнодействующих составляющих потен-
циала электрон-ионного взаимодействия в соединении
YBa2Cu3O7 и необходимости их корректного учета при
расчете матричных элементов и определяемых ими ха-
рактеристик: спектральной плотности и константы ЭФВ.
Как видно из рисунков, значения маделунговских ком-
понент потенциала могут достигать нескольких eV, что
достаточно велико для характеристик, имеющих отноше-
ние к фононной подсистеме кристалла. В то же время
очевидны значительные вариации как линейной, так и

Рис. 3. Линейная по смещениям ионов компонента потенциала
Маделунга для фонона ω = 500 cm−1. ∆W(1) ∼= 0.5 eV.
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Рис. 4. Квадратичная по смещениям ионов компонента по-
тенциала Маделунга для фонона ω = 330 cm−1. Для всех
рассматриваемых колебаний квадратичная компонента имеет
значительную величину лишь вблизи узлов, соответствующих
смещающимся ионам. Амплитуды смещений ионов Cu2 (и Ba)
малы по сравнению с амплитудами смещений ионов кислорода
(O2, O3 и O4). ∆W(2) ∼= 3.4 eV.

квадратичной по смещениям ионов составляющих потен-
циала, что демонстрирует некорректность применяемой
в RMTA процедуры усреднения потенциала Маделунга.

Линейная составляющая потенциала (рис. 1–3) ха-
рактеризуется значительным числом пиков и впадин
относительно малой величины. Подобное пространствен-
ное распределение иллюстрирует сложную структуру
возмущающего потенциала в области внутри MT-сфер.

Рис. 5. Квадратичная по смещениям ионов компонента потен-
циала Маделунга для фонона ω = 440 cm−1. ∆W(2) ∼= 2.2 eV.

По-видимому, даже высокосимметричные колебания спо-
собны вызывать появление дополнительных (по отноше-
нию к RMTA) угловых компонент потенциала электрон-
ионного взаимодействия, приводящих к нарушению пра-
вил отбора, справедливых в этом приближении.

Для квадратичной по смещениям ионов составляющей
потенциала (рис. 4–6) эффекты анизотропии выражены
в значительно меньшей степени. Структура этой соста-
вляющей оказывается более простой и характеризуется
наличием нескольких достаточно высоких пиков, локали-
зованных в окрестностях узлов O2 и O3 и обусловленных
смещениями этих ионов в рассматриваемых фононных
модах, а также наличием платообразной области.

Следует отметить, что расчетное распределение обе-
их составляющих потенциала для высокочастотных мод
330, 440 и 500 cm−1 определяется главным образом ко-
лебаниями легких ионов O2, O3 и O4, поскольку ампли-
туды их смещений значительно превосходят амплитуды
смещений ионов Cu2 и Ba [10]. В то же время колебания
ионов Ba и Cu2 оказывают существенное влияние на
структуру δW(1,2)(r) для низкочастотных Ag-мод (110 и
150 cm−1), так как в этом случае смещения этих ионов
достаточно велики (результаты для мод 110 и 150 cm−1

не приведены).
В заключение отметим следующее. Важным преиму-

ществом предлагаемой модели на RMTA является учет
реального пространственного распределения дальнодей-
ствующей компоненты взаимодействий. Расчеты выявля-
ют сложную структуру этого распределения и достаточ-
но большие значения как линейной, так и квадратич-
ной по смещениям составляющих потенциала. В связи
с тем, что расчет матричных элементов ЭФВ требу-
ет проведения пространственного интегрирования по
объему суперячейки, объем которой может составлять
несколько тысяч (a.u.)3, можно ожидать, что учет по-

Рис. 6. Квадратичная по смещениям ионов компонента потен-
циала Маделунга для фонона ω = 500 cm−1. ∆W(2) ∼= 0.5 eV.
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тенциала Маделунга должен приводить к значительному
отличию матричных элементов и как следствие расчет-
ных значений Tc для ВТСП-систем от получаемых в
RMTA-приближении. Учет квадратичной по смещениям
ионов компоненты потенциала электрон-ионного взаи-
модействия особенно важен для межзонных переходов,
связанных с поглощением или испусканием электронами
фононов с нулевыми квазиимпульсами. Соответствую-
щие поправки к матричным элементам могут оказать-
ся существенными, несмотря на осцилляции волновых
функций валентных электронов в области вблизи ядер.
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