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�¥®à¥â¨ç¥áª¨ à áá¬®âà¥­ë ª®«¥¡ ­¨ï ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® â®ª  ¤ëà®ª ç¥à¥§ â®­ªãî ¡ §ã

p+pp+-¤¨®¤ , ®¤­®®á­®-á¦ âãî ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ â®ª . �á«¥¤áâ¢¨¥ á¦ â¨ï § ª®­ ¤¨á¯¥àá¨¨ ¤ëà®ª

á®¤¥à¦¨â ãç áâ®ª á ®âà¨æ â¥«ì­®© íää¥ªâ¨¢­®© ¬ áá®© ¢¤®«ì ãª § ­­®£® ­ ¯à ¢«¥­¨ï. �à¨ç¨­®©
â®ª®¢ëå ª®«¥¡ ­¨© ï¢«ï¥âáï ­¥ãáâ®©ç¨¢®áâì áâ æ¨®­ à­®£® à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¡ ««¨áâ¨ç¥áª¨å ­®á¨-
â¥«¥© â®ª , á®¤¥à¦ é¥£® ®¡è¨à­ãî ª¢ §¨­¥©âà «ì­ãî ¯« §¬¥­­ãî ®¡« áâì, ¢ ª®â®à®© ¯®¤¢¨¦­ ï
ª®¬¯®­¥­â  § àï¤®¢ ª ª à § ¨ ¯à¥¤áâ ¢«¥­  ¤à¥©äãîé¨¬¨ ­®á¨â¥«ï¬¨ á ®âà¨æ â¥«ì­®© íää¥ªâ¨¢-
­®© ¬ áá®©. �® ¬­®£¨å á«ãç ïå â®ª®¢ë¥ ª®«¥¡ ­¨ï ¨¬¥îâ £ à¬®­¨ç­ë© å à ªâ¥à, ¯à¨ç¥¬ ¨å ç áâ®â 
®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¤«¨­®© ¡ §ë ¨ ­ ¯àï¦¥­¨¥¬, á®áâ ¢«ïï á®â­¨ ��æ ¤«ï ¤«¨­­ëå (∼ 1 ¬ª¬) á« ¡®
«¥£¨à®¢ ­­ëå ¡ § ¨ ­¥áª®«ìª® ��æ ¤«ï ª®à®âª¨å (< 0.1 ¬ª¬) á¨«ì­® «¥£¨à®¢ ­­ëå ¡ §. � ©¤¥­ë
ªà¨â¥à¨¨ ª¢ §¨ª« áá¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤  ª § ¤ ç¥, ª®â®àë© ¡ë« ¯à¨¬¥­¥­ ¯à¨ ç¨á«¥­­®¬ ¬®¤¥«¨à®-
¢ ­¨¨ ª®«¥¡ â¥«ì­ëå ¯à®æ¥áá®¢, ®¯¨á ­­ëå §¤¥áì. �â®â ¯®¤å®¤ ®ª §ë¢ ¥âáï ®¡®á­®¢ ­­ë¬, ¥á«¨
¨­¦¥ªâ¨à®¢ ­­ë¥ ¡ ««¨áâ¨ç¥áª¨ ­®á¨â¥«¨ à á¯à¥¤¥«¥­ë ¢ ¤®áâ â®ç­® è¨à®ª®© ¯®«®á¥ ¯®¯¥à¥ç­ëå

¨¬¯ã«ìá®¢.

1. �¢¥¤¥­¨¥

�à¥¤« £ ¥¬ ï ¢­¨¬ ­¨î ç¨â â¥«¥© áâ âìï ¯®á¢ï-
é¥­  â¥®à¥â¨ç¥áª®¬ã à áá¬®âà¥­¨î £¥­¥à æ¨¨ ¯à®-
æ¥áá  ª®«¥¡ ­¨© ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® â®ª  ¥£® ­®á¨â¥«ï-
¬¨ á ®âà¨æ â¥«ì­®© íää¥ªâ¨¢­®© ¬ áá®© (���) ¢

â®© á¯¥æ¨ «¨§¨à®¢ ­­®© ¢¥àá¨¨, ª®£¤  íâ¨¬¨ ­®á¨-
â¥«ï¬¨ ï¢«ïîâáï ¤ëàª¨ ¢  ­¨§®âà®¯­®-á¦ âëå ªã-
¡¨ç¥áª¨å ¯®«ã¯à®¢®¤­¨ª å á ªà¨áâ ««¨ç¥áª¨¬¨ à¥-
è¥âª ¬¨  «¬ §  ¨«¨ æ¨­ª®¢®© ®¡¬ ­ª¨ [1]. � ­­ë©
¬¥å ­¨§¬ £¥­¥à æ¨¨ ®¡­ àã¦¥­ ­¥¤ ¢­®  ¢â®à ¬¨

¯à¥¤« £ ¥¬®© à ¡®âë [2,3] ¨ à ­¥¥ ®¡áã¦¤ «áï ª ª

¤«ï ¬®¤¥«ì­ëå áâàãªâãà, â ª ¨ ¤«ï ª®­ªà¥â­ëå

áâàãªâãà á ¨­®© ¯à¨à®¤®© ��� [4–7]. �á¯®«ì§®¢ -
­¨¥  ­¨§®âà®¯­®-á¦ âëå ¤ëà®ç­ëå ¯®«ã¯à®¢®¤­¨ª®¢
¯à¥¤áâ ¢«ï¥â ®á®¡ë© ¨­â¥à¥á ¢¢¨¤ã ¬ ªá¨¬ «ì­®©

¯à®áâ®âë ¢®§¬®¦­®© íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­®© ¯à®¢¥àª¨.

�âàãªâãà  ¯à¥¤« £ ¥¬®© à ¡®âë â ª®¢ . � à §¤. 2
¯à¨¢®¤¨âáï ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­®¥ ®¡áã¦¤¥­¨¥ ¡®«ìè¨­-
áâ¢   á¯¥ªâ®¢ à ¡®âë ¨ ¢ë¯®«­ïîâáï ª ç¥áâ¢¥­­ë¥

®æ¥­ª¨ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ¤«ï ®áãé¥áâ¢«¥­¨ï íää¥ªâ 

¤¨ ¯ §®­®¢ ¯ à ¬¥âà®¢. �¥­âà «ì­ë¬ à §¤¥«®¬ à -
¡®âë ï¢«ï¥âáï à §¤. 3, ¢ ª®â®à®¬ ¨§«®¦¥­® ®¯¨á ­¨¥
¢ëç¨á«¥­¨ï ­¥áâ æ¨®­ à­®£® ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® â®ª 

¤ëà®ª, ¨¬¥îé¨å § ª®­ ¤¨á¯¥àá¨¨ E1(p), á®®â¢¥â-
áâ¢ãîé¨© ­¨¦­¥© ¯®¤§®­¥. �à¨ ¢ëç¨á«¥­¨ïå ¯à¥¤-
¯®« £ ¥âáï, çâ® â®ª ¯¥à¥­®á¨âáï ç¥à¥§ â®­ª¨¥ ¡ §ë

p+pp+-¤¨®¤®¢ á à §«¨ç­®© ¤«¨­®© ¡ §ë l, ª®­æ¥­-
âà æ¨¥© ­®á¨â¥«¥© n0, à §«¨ç­ë¬¨ íää¥ªâ¨¢­ë¬¨

¬ áá ¬¨ «¥£ª¨å (m) ¨ âï¦¥«ëå (M) ¤ëà®ª,   â ª¦¥
á à §«¨ç­®© áâ¥¯¥­ìî á¦ â¨ï. � áç¥âë ¢ë¯®«­¥­ë

á ª¢ §¨ª« áá¨ç¥áª®¬ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨, ¢ ª®â®à®¬ ­ «¨-
ç¨¥ á«¥¤ãîé¥© ¤ëà®ç­®© ¯®¤§®­ë E2(p) ¨£­®à¨àã¥â-
áï ¢®¢á¥. � ©¤¥­ë ¨­â¥à¢ «ë à ¡®ç¨å ­ ¯àï¦¥­¨©

Va ∈ (Vc, Vk), ¢ ª®â®àëå áãé¥áâ¢ãîâ ª®«¥¡ ­¨ï â®ª 

¨ ¢ëç¨á«¥­ë § ¢¨á¨¬®áâ¨ ç áâ®âë ¨  ¬¯«¨âã¤ë â®ª®-
¢ëå ª®«¥¡ ­¨© ®â ­ ¯àï¦¥­¨ï Va ¢ ¯à¥¤¥« å (Vc, Vk).
� áá¬®âà¥­ë ¤¢¥ £àã¯¯ë áãé¥áâ¢¥­­® à §«¨ç­ëå

¯ à ¬¥âà®¢ ®¡à §æ®¢. �¥à¢ ï ¨§ ­¨å á®®â¢¥âáâ¢ã-
¥â ­¨§ª¨¬ â¥¬¯¥à âãà ¬, ¯à¨ ª®â®àëå ®âáãâáâ¢ã¥â

¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥ ¤ëà®ª á ®¯â¨ç¥áª¨¬¨ ª®«¥¡ ­¨ï¬¨

ªà¨áâ ««¨ç¥áª®© à¥è¥âª¨. � §ë ¤¨®¤®¢ ¢ íâ®¬ á«ã-
ç ¥ áà ¢­¨â¥«ì­® á« ¡® «¥£¨à®¢ ­ë ¨ ¤®«¦­ë ¡ëâì

¢ë¡à ­ë ¤®áâ â®ç­® ¤«¨­­ë¬¨ (> 0.5 ¬ª¬), â ª çâ®
ç áâ®âë ¢®§­¨ª îé¨å â®ª®¢ëå ®áæ¨««ïæ¨© áà ¢­¨-
â¥«ì­® ­¥¢ëá®ª¨ (¤® 1��æ). �â®à ï £àã¯¯  ¯ à -
¬¥âà®¢, ­ ®¡®à®â, á®®â¢¥âáâ¢ã¥â áãé¥áâ¢¥­­® ¡®«¥¥

á¨«ì­®¬ã «¥£¨à®¢ ­¨î ¡ §ë, ¡®«ìè¨¬ ¤¥ä®à¬ æ¨ï¬

¨ ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨¬ ¯à¨« £ ¥¬ë¬ ­ ¯àï¦¥­¨ï¬. � ª¨¥
¯ à ¬¥âàë âà¥¡ãîâ â®­ª¨å ¡ §. �®áª®«ìªã ­¥®¡å®-
¤¨¬ë¥ ­ ¯àï¦¥­¨ï Va â ª®¢ë, çâ® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨¥

á ®¯â¨ç¥áª¨¬¨ ä®­®­ ¬¨ ­¥¨§¡¥¦­®, ¤®¯ãáâ´̈¬ ®¯à¥-
¤¥«¥­­ë© ¯à®¨§¢®« ¢ ¢ë¡®à¥ â¥¬¯¥à âãà (¢¯«®âì ¤®
ª®¬­ â­ëå ¨ ¢ëè¥). � áâ®âë ®áæ¨««ïæ¨© ¤«ï íâ®©

£àã¯¯ë ¯®¤­¨¬ îâáï ¤® 10 ��æ ¨ ¢ëè¥.
� ««¨áâ¨ç­®áâì ¯¥à¥­®á  ¢ ¤¨®¤ å ¯¥à¢®© £àã¯¯ë

¬®¦¥â ¡ëâì ®¡¥á¯¥ç¥­   ¢â®¬ â¨ç¥áª¨, ¯®áà¥¤áâ¢®¬
á ¬®© à¥ «¨§ æ¨¨ ¢ë¡à ­­ëå ¯ à ¬¥âà®¢. �® ¢â®à®¬
¦¥ á«ãç ¥ ¢ë¡à ­­ë¥ ¯ à ¬¥âàë ¯à¨ ®¤­®à®¤­®¬

å ®â¨ç¥áª®¬ à á¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¯à¨¬¥á¥© ­¥ ®¡¥á¯¥ç¨¢ -
îâ á ¬¨ ¯® á¥¡¥ ¡ ««¨áâ¨ç­®áâ¨. �®íâ®¬ã à áç¥âë

¤«ï íâ®© ¢â®à®© £àã¯¯ë ¨¬¥îâ ¬®¤¥«ì­ë© å à ªâ¥à.
�à ªâ¨ç¥áª ï à¥ «¨§ æ¨ï ¯à¥¤áª §ë¢ ¥¬ëå ¢ íâ¨å

à áç¥â å ç áâ®â ®áæ¨««ïæ¨© ¢®§¬®¦­  ¯à¨ á«®¨áâ®©

áâàãªâãà¥ ¡ §ë á ¬®¤ã«¨à®¢ ­­ë¬ «¥£¨à®¢ ­¨¥¬,
®á« ¡«ïîé¨¬ à áá¥ï­¨¥ ¤ëà®ª ­  § àï¦¥­­®© ¯à¨-
¬¥á¨, ­® á®åà ­ïîé¨¬ ¥¥ íªà ­¨àãîé¥¥ ¤¥©áâ¢¨¥.
� à §¤. 4 ¨áá«¥¤ãîâáï ¯à¥¤¥«ë ª« áá¨ç¥áª®£® ¯®¤-

å®¤ , ¨á¯®«ì§®¢ ­­®£® ¢ à §¤. 3, â. ¥. ­ ©¤¥­ë ãá«®-
¢¨ï, ¯à¨ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ª®â®àëå ¯¥à¥å®¤ ¬¨ ¢ á®áâ®ï-
­¨ï á § ª®­®¬ ¤¨á¯¥àá¨¨ E2(p) ¬®¦­® ¯à¥­¥¡à¥çì.
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� ®â«¨ç¨¥ ®â à §¤. 3, £¤¥ ¢á¥ à¥§ã«ìâ âë ¯®«ãç¥­ë

¯®áà¥¤áâ¢®¬ à¥ «¨§ æ¨¨ ç¨á«¥­­®© ¯à®æ¥¤ãàë, ªà¨-
â¥à¨¨ à §¤. 4 ¯®«ãç¥­ë ¢ à¥§ã«ìâ â¥  ­ «¨â¨ç¥áª®£®

à áá¬®âà¥­¨ï.

� §¤. 5 ¯®á¢ïé¥­ § ª«îç¨â¥«ì­®¬ã ®¡áã¦¤¥­¨î

¯®«ãç¥­­ëå à¥§ã«ìâ â®¢ ¨ ®æ¥­ª¥ ¢®§¬®¦­®áâ¥©.

2. �à¥¤¢ à¨â¥«ì­®¥ ®¡áã¦¤¥­¨¥

2.1. � ª®­ ¤¨á¯¥àá¨¨ ¤ëà®ª ¯à¨ ®¤­®®á­®¬ á¦ â¨¨.
�¤­®®á­ ï ¤¥ä®à¬ æ¨ï à ¤¨ª «ì­® ¯¥à¥áâà ¨¢ ¥â

í­¥à£¥â¨ç¥áª¨© á¯¥ªâà ¤ëà®ª ¢ ¯®«ã¯à®¢®¤­¨ª®¢ëå

ªà¨áâ «« å á à¥è¥âª ¬¨  «¬ §  ¨«¨ æ¨­ª®¢®© ®¡-
¬ ­ª¨ [1]. �à¨ á¦ â¨¨ ªà¨áâ ««  ¢¤®«ì ®á¨ â¨¯ 

[100] (¨«¨ ¯à¨ ®¤­®à®¤­®¬ à áâï¦¥­¨¨ ¢ ¯«®áª®áâ¨

(100)) â®çª¨ ¢ëà®¦¤¥­¨ï ¢ «¥­â­ëå §®­ ãå®¤ïâ ¨§

¯®«®¦¥­¨ï p1,2 = 0 ¢ ®¡¥ áâ®à®­ë ¢¤®«ì ®á¨ [100],
§ ­¨¬ ï ­®¢ë¥ ¯®«®¦¥­¨ï: (px)1,2 = ±pc, py = pz = 0
(®áì px ­ ¯à ¢«¥­  ¢¤®«ì [100]), ¯à¨ç¥¬ ¢¥«¨ç¨­ 

p2
c ¯à®¯®àæ¨®­ «ì­  ¤¥ä®à¬ æ¨¨. �®¢ë¥ ¯®«®¦¥­¨ï
â®ç¥ª ¢ëà®¦¤¥­¨ï ¢ «¥­â­ëå §®­ ­ ¬ ¨­â¥à¥á­ë

â¥¬, çâ® ¢ ¨å ®ªà¥áâ­®áâ¨ ¢®§­¨ª îâ ãç áâª¨ ���

∂2E/∂p2
x < 0 ¢ § ª®­¥ ¤¨á¯¥àá¨¨ ¤«ï ­¨¦­¥© ¨§

¢ «¥­â­ëå §®­ E1(p) (á¬. à¨á. 1). �â¨ ãç áâª¨

áãé¥áâ¢ãîâ â®«ìª® ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¬ «ëå §­ ç¥­¨ïå

py ¨ pz, â. ¥. ¢ ­¥ª®â®à®¬ â¥«¥á­®¬ ã£«¥ ®ª®«® ®á¨ [100].

� ª®­ ¤¨á¯¥àá¨¨ ¤ëà®ª ¢ ®¤­®®á­®-á¦ â®¬ ªà¨-
áâ ««¥ ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®© [1]

E1,2(p) = Ak2 + aε∓
[
E(k) +E(k, ε̂) +E(ε̂)

]1/2
, (1)

£¤¥ k = p/~, ε̂ — â¥­§®à ¤¥ä®à¬ æ¨¨: ε̂ = {εik},
ε = εxx + εyy + εzz,

E(K) = B2k4 + C2
(
k2
xk

2
y + k2

xkz + k2
yk

2
z

)
,

E(ε̂) =
b2

2

[
(εxx − εyy)2 + (εyy − εzz)

2 + (εzz − εxx)2
]

+ d2
(
ε2xy + ε2xz + ε2yz

)
,

E(k, ε̂) = Bb
[
3
(
k2
xεxx + k2

yεyy + k2
zεzz

)
− k2ε

]
+ 2Dd(kxkyεxy + kxkzεxz + kykzεyz).

A, B, C, D — ¯ à ¬¥âàë, ®¯¨áë¢ îé¨¥ § ª®­ ¤¨á-
¯¥àá¨¨ ¤ëà®ª ¢ ®âáãâáâ¢¨¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨, ¯à¨ç¥¬

C2 = D2−3B2; íâ¨ ¯ à ¬¥âàë á¢ï§ ­ë á ¨§¢¥áâ­ë¬¨

¯ à ¬¥âà ¬¨ � ââ¨­¦¥à  [8] γ1,2,3 á®®â­®è¥­¨ï¬¨:
A = ~2γ1/2m0, B = ~2γ2/m0, D =

√
3~2γ3/m0; §¤¥áì

m0 — ¬ áá  á¢®¡®¤­®£® í«¥ªâà®­ . �§®âà®¯­ë© § ª®­
¤¨á¯¥àá¨¨ ¯à¨ εik = 0 ¯®«ãç ¥âáï ¢ á«ãç ¥ C = 0
(¨«¨ γ2 = γ3). � à ¬¥âàë a, b, d ¢ (1) — ¯®â¥­æ¨ «ë

¤¥ä®à¬ æ¨¨ [1]. � «¥¥ à áá¬ âà¨¢ ¥âáï á«ãç © á¦ -
â¨ï ¢¤®«ì ®á¨ x, ¯à¨ç¥¬ εxy = εxz = εyz = 0, εyy = εzz,
â ª çâ® ¤®áâ â®ç­® §­ âì â®«ìª® a ¨ b. � íâ®¬

á«ãç ¥ E(ε̂) = b2(ε′)2; E(k, ε̂) = Bbε′(2k2
x − k2

⊥), £¤¥

�¨á. 1. � ª®­ë ¤¨á¯¥àá¨¨ ¢ «¥­â­ëå ¯®¤§®­ E1,2(px)
¢ á«ãç ¥ á¦ â¨ï ¢¤®«ì ®á¨ x. �à ä¨ª¨ ¯®áâà®¥­ë ¢

ª®®à¤¨­ â å ζ, κ, ®¯à¥¤¥«¥­­ëå ¢ â¥ªáâ¥. a — p-Ge,
¯ à ¬¥âà A/B = 1.552, §­ ç¥­¨ï k⊥, á¬−1: 1 — 0, 2 — 0.5,
3 — 1; b — p-InAs, ¯ à ¬¥âà A/B = 1.173, §­ ç¥­¨ï

k⊥, á¬−1: 1 — 0, 2 — 0.7, 3 — 1.4.

ε′ = εxx − εyy, k2
⊥ = k2

y + k2
z . �ë ®£à ­¨ç¨¬áï à áá¬®-

âà¥­¨¥¬ â®«ìª® ¨§®âà®¯­®£® á«ãç ï (C = 0), ®â¢¥-
ç îé¥£® ¡®«ìè®¬ã á¯¨­-®à¡¨â «ì­®¬ã à áé¥¯«¥­¨î
¢ «¥­â­ëå §®­. �à¨ íâ®¬

E1,2(k) = Ak2 + aε∓
[
B2kk + b2(ε′)2

+Bbε′
(
2k2
x − k

2
⊥

)]1/2
. (2)

�§ ä®à¬ã«ë (2) ¢¨¤­®, çâ®

p2
c = −b

ε′m0

γ2
, (3)

¯à¨ç¥¬ §­ ª ”¬¨­ãá” á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ®âà¨æ â¥«ì­®¬ã

§­ ç¥­¨î ε′, â. ¥. á¦ â¨î. �¢ ¦¤ë ¤¨ää¥à¥­æ¨àãï

(2), ¯®«ãç¨¬ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï ®¡à â­®© íää¥ªâ¨¢-
­®© ¬ ááë m−1

xx ¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ ¢ëà®¦¤¥­¨ï

(|δkx|, |k⊥| � kc):

∂2E

∂p2
x

=
2

~2

[
A∓B

6kck
2
⊥

[4δk2
x + 3k2

⊥]
3/2

]
, (4)
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£¤¥ δkx = kx − kc. �à¨ δkx = 0 ¨§ (4) á«¥¤ã¥â

∂2E

∂p2
x

=
2

~2

[
A∓B

2kc√
3|k⊥|

]
, (5)

â. ¥. ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­ ï íää¥ªâ¨¢­ ï ¬ áá  ®âà¨æ -
â¥«ì­  ¤«ï ­¨¦­¥© ¢¥â¢¨ E1(k) ¯à¨

|k⊥| <
2
√

3
kc
B

A
. (6)

�áâ¥áâ¢¥­­®, ä®à¬ã«  (6) ­®á¨â â®«ìª® ®æ¥­®ç­ë©

å à ªâ¥à, ¯®áª®«ìªã B ' A, ¨ ¯à ¢ ï ç áâì (6)
¡«¨§ª  ª kc. �  á ¬®¬ ¤¥«¥ ®£à ­¨ç¥­¨¥ ¤«ï |k⊥|
®ª §ë¢ ¥âáï ­¥áª®«ìª® ¬¥­ìè¨¬.�  à¨á. 1 ¯®áâà®¥­ë
§ ¢¨á¨¬®áâ¨ ¢¥«¨ç¨­ë

ζ1,2 = Ẽ1,2/Bk
2
c = (Aκ2/B)∓

(
κ4 + 1− 2κ2

x + κ2
⊥

)1/2
+1

®â κx ¯à¨ ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå §­ ç¥­¨ïå κ2
⊥; §¤¥áì

Ẽ1,2 = E1,2 − aε+ Bk2
c ,   κ = k/kc. �â¨ § ¢¨á¨¬®áâ¨

¤ îâ ¢®§¬®¦­®áâì à áá¬®âà¥âì ãç áâª¨ ��� â ¬, £¤¥
®­¨ ¥áâì, ¨ ¨å ¨áç¥§­®¢¥­¨¥ ¯à¨ ¤®áâ â®ç­® ¡®«ìè¨å
§­ ç¥­¨ïå κ2

⊥.
�à®¬¥ ­¥®¡å®¤¨¬ëå ­ ¬ ãç áâª®¢ ��� á¯¥ªâàë

¢ «¥­â­ëå §®­ E1,2(k) ¢ ®¤­®®á­®-á¦ âëå ¯®«ã¯à®-
¢®¤­¨ª å å à ªâ¥à¨§ãîâáï ¥é¥ ®¤­®© ¢ ¦­®© ¤«ï ­ á

®á®¡¥­­®áâìî — ¯à¨ í­¥à£¨ïå E 6 Ec = (A + B)k2
c

(®âáç¥â í­¥à£¨¨ ¢¥¤¥âáï ®â ¤­  §®­ë E1(k)) ¤ëà-
ª¨ áâ ­®¢ïâáï § ¬¥â­® «¥£ç¥: ¯«®â­®áâì á®áâ®ï­¨©

¢ ª ¦¤®© ¨§ ­¨å áãé¥áâ¢¥­­® ¬¥­ìè¥, ç¥¬ ¢ §®­¥

âï¦¥«ëå ¤ëà®ª ¡¥§ ¤¥ä®à¬ æ¨¨. � á ¬®¬ ¤¥«¥, ­ 
¤­¥ §®­ë E1(k) ¬ë ¨¬¥¥¬ ¯à®¤®«ì­ãî ¬ ááã, à ¢­ãî
¬ áá¥ «¥£ª¨å ¤ëà®ª, ml = m, ¯®¯¥à¥ç­ãî ¬ ááã

mt = 4m/(1 + 3m/M) ¨ ¬ ááã ¯«®â­®áâ¨ á®áâ®ï-
­¨© mg = 24/3m(1 + 3m/M)−2/3. �à¨ 4m � M
¢á¥ íâ¨ ¬ ááë áãé¥áâ¢¥­­® ¬¥­ìè¥ âï¦¥«®© ¬ ááë

M . �  ¤­¥ §®­ë E2(k) ¨¬¥¥¬ ¯à®¤®«ì­ãî ¬ ááã

Ml = M (¬ áá  âï¦¥«ëå ¤ëà®ª), ¯®¯¥à¥ç­ãî ¬ ááã

Mt = 4m/(3 + m/M) ¨ ¬ ááã ¯«®â­®áâ¨ á®áâ®ï­¨©

Mg = 24/3M1/3m2/3(3 + m/M)−2/3. � ááë Mt ¨ Mg

â ª¦¥ áãé¥áâ¢¥­­® ¬¥­ìè¥ ¬ ááë M ¯à¨ m�M .
�¬¥­ìè¥­¨¥ ¬ ááë ¤ëà®ª ¢ ®¡« áâ¨ ¬ «ëå í­¥à£¨©

E 6 Ec ®§­ ç ¥â áãé¥áâ¢¥­­®¥ ã«ãçè¥­¨¥ ãá«®¢¨©
¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® âà ­á¯®àâ . � ¨§¢¥áâ­®© à ¡®â¥ [9]
íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­® ¨áá«¥¤®¢ ­ ¡ ««¨áâ¨ç¥áª¨© âà ­á-
¯®àâ «¥£ª¨å ¤ëà®ª, ¨­¦¥ªâ¨à®¢ ­­ëå ¢ GaAs âã­-
­¥«ì­ë¬ ª®­â ªâ®¬, ¨ ¯®¤â¢¥à¦¤¥­  ¬ «®áâì ¨å ¤«¨-
­ë á¢®¡®¤­®£® ¯à®¡¥£  (¯® áà ¢­¥­¨î á  ­ «®£¨ç­®©

í«¥ªâà®­­®© ¤«¨­®©) ¢¢¨¤ã ¨­â¥­á¨¢­®£® à áá¥ï­¨ï ¢
§®­ã âï¦¥«ëå ¤ëà®ª. � á«ãç ¥ ®¤­®®á­®-á¦ â®£® ¯®-
«ã¯à®¢®¤­¨ª  á¨âã æ¨ï ¤®«¦­  § ¬¥â­® ¨§¬¥­¨âìáï

ª ª §  áç¥â ®âáãâáâ¢¨ï ¯à¨ E < aε+Bk2
c §®­ë E2(k)

¢®¢á¥, â ª ¨ §  áç¥â ”®¡«¥£ç¥­¨ï” ¤ëà®ª ¢ ª ¦¤®© ¨§
§®­. �  à¨á. 2 ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë § ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯«®â­®áâ¨

á®áâ®ï­¨© ¢ §®­ å E1(p) ¨ E2(p) ¤«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå
§­ ç¥­¨© m ¨ M ¨ ¤«ï ­¥áª®«ìª¨å §­ ç¥­¨© p2

c ,
¢ª«îç ï ¨ á«ãç © pc = 0. �á¥ ®âáç¥âë ¢¥¤ãâáï ®â

®¡é¥£® 0, ª®â®àë© á®¢¯ ¤ ¥â á ¤­®¬ §®­ë E1(p).

�¨á. 2. � ¢¨á¨¬®áâ¨ ¯«®â­®áâ¨ á®áâ®ï­¨© g̃ ®â Ẽ, £¤¥

g̃(Ẽ) = 2π2~2(γ2/m0)3/2g(Ẽ)/
√
Ẽ − Ẽ(0), Ẽ(0) — í­¥à£¨ï

¤­  á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥© ¯®¤§®­ë. �­ ç¥­¨ï Ec, í�: 1 — 0,
2 — 0.15, 3 — 0.31.

2.2 �®«¥¡ ­¨ï ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® â®ª  ¨ ãá«®¢¨¥

¡ ««¨áâ¨ç­®áâ¨. �æ¥­ª¨ ¯à¥¤ë¤ãé¥£® à §¤¥«  ¯®-
ª §ë¢ îâ, çâ® ®¤­®®á­®-á¦ âë¥ ¯®«ã¯à®¢®¤­¨ª¨ ¯à¨-
£®¤­ë ¤«ï ¨áá«¥¤®¢ ­¨ï ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® âà ­á¯®àâ 

¤ëà®ª á ®âà¨æ â¥«ì­®© íää¥ªâ¨¢­®© ¬ áá®© (���),
çâ® ¨ á®áâ ¢«ï¥â á®¤¥à¦ ­¨¥ ¯®á«¥¤ãîé¨å à §¤¥-
«®¢.�á®¡¥­­®áâìî ­ áâ®ïé¥© à ¡®âë ï¢«ï¥âáï ®âáãâ-
áâ¢¨¥ ¢ ­¥© ®¯¨á ­¨ï áâ æ¨®­ à­ëå à á¯à¥¤¥«¥­¨©

ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¤ëà®ª p ¨ í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¯®â¥­æ¨ « 
V . �â® á¢ï§ ­® á â¥¬, çâ® â ª¨¥ áâ æ¨®­ à­ë¥

à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢ ­ ¨¡®«¥¥ ¨­â¥à¥á­®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ­ -
¯àï¦¥­¨© ­  p+pp+-¤¨®¤¥, ª®â®àë© ¬ë ®¯à¥¤¥«¨¬ ¥£®
£à ­¨æ ¬¨ (Vc, Vk), ¯à¨ Vk > Vc ­¥ãáâ®©ç¨¢ë,   ãáâ®©-
ç¨¢ë¬ à¥¦¨¬®¬ ¢ ãª § ­­®¬ ¤¨ ¯ §®­¥ ï¢«ï¥âáï à¥-
¦¨¬ ª®«¥¡ ­¨© ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® â®ª  ®ª®«® ­¥ª®â®-
à®£® áà¥¤­¥£® §­ ç¥­¨ï. (�â¬¥â¨¬, çâ® ­¥ãáâ®©ç¨¢ë¥
áâ æ¨®­ à­ë¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï, å à ªâ¥à¨§ãîé¨¥áï ¢

¤¨ ¯ §®­¥ (Vc, Vk) ®¡è¨à­®© áà¥¤­¥© ª¢ §¨­¥©âà «ì-
­®© ®¡« áâìî, § ¯®«­¥­­®© ­®á¨â¥«ï¬¨ â®ª  á ���,
¯®¤à®¡­® ®¯¨á ­ë ¤«ï ¨­ëå ¬¥å ­¨§¬®¢ ¯®«ãç¥­¨ï

­®á¨â¥«¥© á ��� ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å à ¡®â å [3,10,11]).

� ª ¡ë«® ¯®ª § ­® ¢ à ¡®â å [2–7,10,11], ¤¨ ¯ §®­
(Vc, Vk), ¢ ª®â®à®¬ ¨¬¥îâ ¬¥áâ® ®áæ¨««ïæ¨¨ â®ª , ¢®§-
­¨ª ¥â, ¥á«¨ â®«é¨­  ¡ §ë ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® n+nn+-
(¨«¨ p+pp+-) ¤¨®¤  l ¯à¥¢®áå®¤¨â ­¥ª®â®à®¥ ªà¨â¨ç¥-
áª®¥ §­ ç¥­¨¥ lc, ®æ¥­¨¢ ¥¬®¥ ¢¥«¨ç¨­®© [10,11]:

lc =
π

e

[
κdb|ε′|

n0(1−m/M)

]1/2

. (7)

�¤¥áì κd — ¤¨í«¥ªâà¨ç¥áª ï ¯à®­¨æ ¥¬®áâì, n0 —
ª®­æ¥­âà æ¨ï ¨®­¨§¨à®¢ ­­®© ¯à¨¬¥á¨ (¢ ­ è¥¬ á«ã-
ç ¥  ªæ¥¯â®à®¢), ¯® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨î ®¤­®à®¤­® «¥£¨-
àãîé¥© ¡ §ã. �¥£¨à®¢ ­¨¥ ¡ §ë ¢ à áá¬ âà¨¢ ¥¬®©

ª àâ¨­¥ á®¢¥àè¥­­® ®¡ï§ â¥«ì­®.
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194 �.�. � £¨¤®¢, �.�. �à¨¡­¨ª®¢, �.�. �®àè ª

� ¡®«ìè¨­áâ¢¥ ¨áá«¥¤®¢ ­­ëå á«ãç ¥¢ ª®«¥¡ ­¨ï

¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® â®ª  (¯à¨ l > lc ¨ Vc < Va < Vk) ¨¬¥-
îâ å à ªâ¥à, ¡«¨§ª¨© ª £ à¬®­¨ç¥áª®¬ã, â. ¥. ®¯¨áë-
¢ îâáï ¥¤¨­áâ¢¥­­®© ç áâ®â®© f , ª®â®à ï â¥¬ ¢ëè¥,
ç¥¬ ª®à®ç¥ ®¡à §¥æ. �®áª®«ìªã âà¥¡ã¥âáï ¢ë¯®«­¥-
­¨¥ ãá«®¢¨ï l > lc, ¢®§¬®¦­®áâì ¯®¢ëè¥­¨ï ç áâ®-
âë f ¬®¦¥â ¡ëâì á¢ï§ ­ , ¢®-¯¥à¢ëå, á ã¢¥«¨ç¥­¨-
¥¬ «¥£¨à®¢ ­¨ï,   ¢®-¢â®àëå, á ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥¬ ¬®-
«ëå ¤¥ä®à¬ æ¨©. �¬¥­ìè¥­¨¥ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ ®§­ ç ¥â
ã¬¥­ìè¥­¨¥ Ec ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ­¨¦­¥© £à ­¨æë

 ªâ¨¢­®£® ¨­â¥à¢ «  ­ ¯àï¦¥­¨© Vc, ¯®áª®«ìªã

eVc ' Ec = (A+B)k2
c =

2b|ε′|

1−m/M
. (8)

�®­¨¦¥­¨¥ ­ ¯àï¦¥­¨ï ¢ á¢®î ®ç¥à¥¤ì ¯®­¨¦ ¥â

ç áâ®âã f . �à®¬¥ â®£®, ¨§¬¥­ïï ¤«¨­ã l ¨«¨ ­ -
¯àï¦¥­¨¥ Va, ¬ë ­¥ ¤® ª®­æ  á¢®¡®¤­ë ¢ á¢®¨å

¤¥©áâ¢¨ïå, ¯®áª®«ìªã ­ ¬ ­¥®¡å®¤¨¬® á ¤®áâ â®ç­ë¬
§ ¯ á®¬ ¢ë¯®«­¨âì ãá«®¢¨¥ ¡ ««¨áâ¨ç­®áâ¨ l < lb,
£¤¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ lb ¤ «¥¥ ¢ ®æ¥­ª å ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤«¨­ 
á¢®¡®¤­®£® ¯à®¡¥£  ­®á¨â¥«¥© á í­¥à£¨¥© E ' Ec:

lb = Ecτ(pc)/pc = pcτ(pc)/2m.

�à¥¬ï à¥« ªá æ¨¨ ¨¬¯ã«ìá  τ(pc) ¯à¥¤áâ ¢¨¬ ¢ ¢¨¤¥

τ(pc) = τI(pc)τp(pc)/[τI(pc) + τp(pc)],

£¤¥ τI(pc) — ¢à¥¬ï à áá¥ï­¨ï ­  ¨®­ å ¯à¨¬¥á¨ á

ª®­æ¥­âà æ¨¥© n0,   τp(pc) — ¢à¥¬ï à áá¥ï­¨ï ­ 

ª®«¥¡ ­¨ïå à¥è¥âª¨. �à¥¤áâ ¢¨¬ á¥¡¥, çâ® ¯®á«¥¤­¥¥
®âáãâáâ¢ã¥â, ¨ à áá¥ï­¨¥ ­  ¯à¨¬¥áïå ï¢«ï¥âáï ¥¤¨-
­¥áâ¢¥­­ë¬ ¢¨¤®¬. � íâ®¬ á«ãç ¥, ª ª ¨ ¢ á«ãç ¥ í«¥-

¬¥­â à­®£® § ª®­  ¤¨á¯¥àá¨¨, τI(pc) ∼ E
3/2
c /n0, â. ¥.

lb ∼ E2
c/n0. �®áª®«ìªã á®£« á­® (7) lc ∼ (Ec/n0)1/2,

ãá«®¢¨¥ lb > lc ¨¬¥¥â ¢¨¤

E3/2
c > αn

1/2
0 , (9)

£¤¥ α — ­¥ª®â®à ï ª®­áâ ­â  ¬ â¥à¨ « , ¨ ¬®¦¥â

¡ëâì ¢á¥£¤  ã¤®¢«¥â¢®à¥­® ¯®¤¡®à®¬ Ec ¨ (¨«¨) n0.
�¥ «ì­®, ®¤­ ª®, ¬ë ¢á¥£¤  ¨¬¥¥¬ ¯®â®«®ª §­ ç¥­¨©

Ec, ®¯à¥¤¥«ï¥¬ë© ¯®à®£®¬ ®¡à §®¢ ­¨ï ¬­®¦¥áâ¢¥­-
­ëå ¤¨á«®ª æ¨© ¨ à §àãè¥­¨ï. � «¨ç¨¥ ¯®à®£®¢®£®
§­ ç¥­¨ï Ec ®§­ ç ¥â ¨ ­ «¨ç¨¥ ¯®à®£®¢®© ª®­æ¥­-
âà æ¨¨ nmax

0 ¯à¥¢ëè¥­¨¥ ª®â®à®© ­¥¢®§¬®¦­® ¢¢¨¤ã

­¥¨§¡¥¦­®£® ­ àãè¥­¨ï ¡ ««¨áâ¨ç­®áâ¨. �®á«¥¤­¥¥
®§­ ç ¥â ­ «¨ç¨¥ ¯®à®£  ã¬¥­ìè¥­¨ï l ¨ ¯®à®£  à®áâ 
ç áâ®âë £¥­¥à¨àã¥¬ëå ª®«¥¡ ­¨© â®ª : f < fmax.
�  á ¬®¬ ¤¥«¥, ¯à¥­¥¡à¥¦¥­¨¥ à áá¥ï­¨¥¬ ­  ª®-

«¥¡ ­¨ïå à¥è¥âª¨ ®¡®á­®¢ ­® â®«ìª® ¯à¨ §­ ç¥­¨ïå

Ec < ~ω0, £¤¥ ω0 — ç áâ®â  ¯à®¤®«ì­®£® ®¯â¨ç¥áª®£®

ä®­®­  (¯à¥¤¯®« £ ¥âáï, çâ® ¬ « ï  ­¨§®âà®¯­ ï

¤¥ä®à¬ æ¨ï ¯®«ã¯à®¢®¤­¨ª , ¯à¨¢®¤ïé ï ª ¢¥áì¬ 

§ ¬¥â­ë¬ ¨§¬¥­¥­¨ï¬ á¯¥ªâà  ¢ «¥­â­ëå §®­ ¯à¨

í­¥à£¨ïå E 6 Ec, ­¥ ¢ë§ë¢ ¥â áãé¥áâ¢¥­­®£® ¨§¬¥-
­¥­¨ï ä®­®­­®£® á¯¥ªâà ), ¨ «¨èì ¢ á«ãç ¥ áâ®«ì

­¨§ª¨å â¥¬¯¥à âãà à¥è¥âª¨, ª®£¤  ¬®¦­® ¯à¥­¥¡à¥çì

¯®£«®é¥­¨¥¬ ®¯â¨ç¥áª¨å ä®­®­®¢. �à¨ íâ®¬ á®åà -
­ï¥âáï â®«ìª® à áá¥ï­¨¥ ­   ªãáâ¨ç¥áª¨å ª®«¥¡ -
­¨ïå, ª®â®àë¬ ¯à¨  ªâã «ì­ëå §¤¥áì §­ ç¥­¨ïå Ec
¨ n0 ¬®¦­® ¯à¥­¥¡à¥çì. � íâ®¬ á«ãç ¥ ¬ë ¤®«¦-
­ë ­ «®¦¨âì â ª¦¥ ãá«®¢¨¥ eVa 6 ~ω0. �®â®«®ª

Ec < ~ω0 ¤«ï ¢®§¬®¦­®© ¤¥ä®à¬ æ¨¨, ª®â®àë© §­ -
ç¨â¥«ì­® ­¨¦¥ ¯®à®£  à §àãè¥­¨ï, ®§­ ç ¥â ­ «¨ç¨¥
¯®â®«ª  ¤«ï ª®­æ¥­âà æ¨¨, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®£® ãá«®¢¨¥¬

α(n
(1)
0 )1/2 = (~ω0)3/2, ¨ á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥£® ¯à¥¤¥« 

ã¬¥­ìè¥­¨ï ¤«¨­ë:

l > lc1 =
π

e

α

~ω0

(κd
2

)1/2

. (10)

�à¥¤¥« (10) ®§­ ç ¥â áãé¥áâ¢®¢ ­¨¥ ¢¥àå­¥£® ¯®à®-
£  ç áâ®âë ª®«¥¡ ­¨©, ª®â®àë© ®æ¥­®ç­® ¡«¨§®ª ª

§­ ç¥­¨î 1��æ (¯®áª®«ìªã ãá«®¢¨ï â¨¯ (10) ¤®«¦­ë
¢ë¯®«­ïâìáï á ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬ § ¯ á®¬). �á«¨ ¬ë ¦¥-
« ¥¬ ¯®«ãç¨âì ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨¥ ç áâ®âë ª®«¥¡ ­¨©, ¬ë
¤®«¦­ë ã¢¥«¨ç¨âì ¤¥ä®à¬ æ¨î ¨, á®®â¢¥âáâ¢¥­­®,
¯®¤­ïâì Ec ­ ¤ ~ω0, ã¢¥«¨ç¨âì n0, ã¬¥­ìè¨âì lc ¨
ãª®à®â¨âì ¡ §ã. �à¨ íâ®¬ áâ ­®¢¨âáï áãé¥áâ¢¥­­ë¬

¨á¯ãáª ­¨¥ ®¯â¨ç¥áª¨å ä®­®­®¢, ­¥ ¯®§¢®«ïîé¥¥ ¨á-
¯®«ì§®¢ âì ¯à¥¤ë¤ãé¨¥ ®æ¥­ª¨. �à¥¤¯®«®¦¨¬ ¤«ï

¯à®áâ®âë, çâ® à áá¥ï­¨¥ ­  ä®­®­ å ®¯¨áë¢ ¥âáï ¯®-
áâ®ï­­®© ¤«¨­®© á¢®¡®¤­®£® ¯à®¡¥£ , çâ® ¢¢®¤¨â ¥é¥
®¤¨­ ¯ à ¬¥âà ¢ ªà¨â¥à¨© (9), ª®â®àë© ¯à¨®¡à¥â ¥â
¢¨¤

E3/2
c > αn

1/2
0 + β

E2
c

n
1/2
0

. (11)

�¤¥áì β — ­®¢ë© ¯ à ¬¥âà, å à ªâ¥à¨§ãîé¨© à áá¥-
ï­¨¥ ­  ®¯â¨ç¥áª¨å ä®­®­ å. �á«®¢¨¥ (11) ¢ ®â«¨ç¨¥
®â (9) ®â­î¤ì ­¥ ¢á¥£¤  ¬®¦¥â ¡ëâì ã¤®¢«¥â¢®à¥­®
¯®¤¡®à®¬ Ec ¨ n0. �¤®¢«¥â¢®àïîé¨¥ ãá«®¢¨î (11)
§­ ç¥­¨ï n0 ¬®£ãâ ¡ëâì ­ ©¤¥­ë, ¥á«¨

Ec > 4βα, (12)

¨ «¥¦ â ®­¨ ¬¥¦¤ã ªà ©­¨¬¨ §­ ç¥­¨ï¬¨ n
(1,2)
0 ,

®¯à¥¤¥«ï¥¬ë¬¨ ª®à­ï¬¨ ª¢ ¤à â­®£® ãà ¢­¥­¨ï, ¯®-
«ãç ¥¬®£® ¯à¨à ¢­¨¢ ­¨¥¬ ¯à ¢®© ¨ «¥¢®© áâ®à®­ ¢

(11): (
n

(1,2)
0

)1/2

=
E

3/2
c

2α

(
1∓

√
1−

4αβ

Ec

)
. (13)

�à¨ á¨«ì­®¬ ¢ë¯®«­¥­¨¨ ­¥à ¢¥­áâ¢  (12) íâ¨ ªà ©-

­¨¥ §­ ç¥­¨ï (n1,2
0 )1/2 ®¡à é îâáï ¢ E

3/2
c ¨ βE

1/2
c

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®.
�á«®¢¨¥ (12) ¢ ®¡« áâ¨ ¨á¯ãáª ­¨ï ®¯â¨ç¥áª¨å ä®-

­®­®¢ (ª ª ¯à¨ ¯®«ïà¨§ æ¨®­­®¬ ¬¥å ­¨§¬¥ í«¥ªâ-
à®­-ä®­®­­®£® ¢§ ¨¬®¤¥©áâ¢¨ï, â ª ¨ ¯à¨ ¡®«¥¥ á« -
¡®¬ — ¤¥ä®à¬ æ¨®­­®¬, ª®â®àë© ¤®¬¨­¨àã¥â ¢ ¯®-
«ã¯à®¢®¤­¨ª å â¨¯   «¬ § ) ¬®¦¥â ¡ëâì ¢ë¯®«­¥­®
¯à¨ ¤¥ä®à¬ æ¨ïå, ï¢«ïîé¨åáï à §àãè îé¨¬¨ (â. ¥.
®ª §ë¢ ¥âáï ¯à ªâ¨ç¥áª¨ ­¥à¥ «ì­ë¬). �¤¨­áâ¢¥­-
­ë© ¯ãâì, ª®â®àë© ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ­ ¬ à¥ «¨áâ¨-
ç¥áª¨¬, ï¢«ï¥âáï ®á« ¡«¥­¨¥ à áá¥ï­¨ï í«¥ªâà®­®¢
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¨®­ ¬¨ «¥£¨àãîé¥© ¯à¨¬¥á¨ ¯à¨ á®åà ­¥­¨¨ ¨å áà¥¤-
­¥© ª®­æ¥­âà æ¨¨ ­  ¯à¥¦­¥¬ ãà®¢­¥, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¬
¢ë¡®à®¬ ¢¥«¨ç¨­ë lc. �«ï íâ®£® ­¥®¡å®¤¨¬® ®áãé¥-
áâ¢¨âì ¬®¤ã«¨à®¢ ­­®¥ «¥£¨à®¢ ­¨¥ ¡ §ë, ¯à¨¢®¤ï-
é¥¥ ª ¥¥ à áá«®¥­¨î ­  á¨«ì­® «¥£¨à®¢ ­­ë¥ δ-á«®¨
á  ªæ¥¯â®à ¬¨ (¢ á«ãç ¥ ¤ëà®ç­®£® âà ­á¯®àâ ) ¨

­¥«¥£¨à®¢ ­­ë¥ á«®¨ ¬¥¦¤ã ­¨¬¨. �®¤®¡­ë© ¯ãâì

ã¦¥ ¯à¥¤« £ «áï ­ ¬¨ á æ¥«ìî à¥ «¨§ æ¨¨ ¤àã£¨å

¬®¤¥«¥© ®¡à §®¢ ­¨ï ãç áâª®¢ ��� ¢ § ª®­¥ ¤¨á¯¥-
àá¨¨ ¤ëà®ª [4–7]. �â¨ ¤àã£¨¥ ¬®¤¥«¨ ®á­®¢ë¢ «¨áì

­  ¢®§¬®¦­®áâ¨ ¢ëà é¨¢ ­¨ï á¯¥æ¨ «ì­ëå á«®¨áâëå

£¥â¥à®áâàãªâãà á ¯ à ««¥«ì­ë¬ âà ­á¯®àâ®¬, â ª

çâ® ¬®¤ã«¨à®¢ ­­®¥ «¥£¨à®¢ ­¨¥ ¢ íâ¨å á«ãç ïå ¯®¤-
à §ã¬¥¢ «®áì ª ª ®¤¨­ ¨§ í«¥¬¥­â®¢ â¥å­®«®£¨¨.
� á«ãç ¥ ¬®¤¥«¨ á ®¤­®®á­ë¬ á¦ â¨¥¬ ¯¥à¥å®¤

ª á«®¨áâ®-«¥£¨à®¢ ­­ë¬ áâàãªâãà ¬ ®§­ ç ¥â § ¬¥â-
­®¥ ãá«®¦­¥­¨¥ â¥å­®«®£¨¨ ¨ á­¨¦ ¥â ¥¥ ¯à ªâ¨ç¥-
áªãî ¤®áâã¯­®áâì.

3. �áæ¨««ïæ¨ï â®ª  ¡ ««¨áâ¨ç¥áª¨å

¤ëà®ª

3.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ ¯à®æ¥¤ãà . �«ï à áç¥â  â®ª  ¤ë-
à®ª ç¥à¥§ «¥£¨à®¢ ­­ãî ¡ §ã ¤¨®¤  0 < x < l à¥è ¥¬
ãà ¢­¥­¨¥ �ã áá®­ 

−κd
∂2V

∂x2
= e(P − n0), (14)

¢ ª®â®à®¬ ª®­æ¥­âà æ¨ï ¤ëà®ª

P =
2

h3

∫
f(p, x, t)d3p (15)

®¯à¥¤¥«ï¥âáï ¨å äã­ªæ¨¥© à á¯à¥¤¥«¥­¨ï f(p, x, t).
�®á«¥¤­ïï ­ å®¤¨âáï ¨§ ª¨­¥â¨ç¥áª®£® ãà ¢­¥­¨ï

∂f

∂t
+ vx

∂f

∂x
+ eF

∂f

∂px
= 0, (16)

¢ ª®â®à®¬ ­ ¯àï¦¥­­®áâì í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¯®«ï

F = −∂V/∂x ®¯à¥¤¥«ï¥âáï (á ¬®á®£« á®¢ ­­® á à á-
ç¥â®¬ f) ¨§ ãà ¢­¥­¨ï (14). �ª®à®áâì vx ¢ ãà ¢­¥­¨¨
(16) á«¥¤ã¥â ¨§ § ª®­  ¤¨á¯¥àá¨¨ E1(p) (á¬. ä®à¬ã«ã
(1)): vx = ∂E1(p)/∂px. �à ­¨ç­ë¥ ãá«®¢¨ï ¤«ï

ãà ¢­¥­¨© (14), (16) â ª®¢ë: V (0) = 0, V (l) = Va,  
§ ¤ ­­ë¥ äã­ªæ¨¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¢«¥â îé¨å ¢ ¡ §ã

(¨§ p+-ª®­â ªâ®¢) ¤ëà®ª

f (+)(p, 0, t) = f0[E1(p)− µ],

f (−)(p, l, t) = f0[E1(p)− µ], (17)

£¤¥ ¨­¤¥ªáë (±) ®§­ ç îâ §­ ª¨ áª®à®áâ¨ vx íâ¨å

¢ë«¥â îé¨å ¤ëà®ª. �ã­ªæ¨ï f0[E1(p) − µ] — ä¥à-
¬¨¥¢áª®¥ à á¯à¥¤¥«¥­¨¥, ¯à¨ç¥¬ §­ ç¥­¨ï í­¥à£¨¨

�¥à¬¨ µ ®¤¨­ ª®¢ë ­  ª â®¤¥ ¨  ­®¤¥, ä¨ªá¨à®¢ ­ë
¨ ®¯à¥¤¥«ïîâáï § ¤ ­­®© à ¢­®¢¥á­®© ª®­æ¥­âà æ¨¥©

¤ëà®ª ã ª®­â ªâ®¢.

�¨á«¥­­®¥ ¨­â¥£à¨à®¢ ­¨¥ á¨áâ¥¬ë ãà ¢­¥­¨© (14)
¨ (16) ¢ë¯®«­¥­® ¯®  ­ «®£¨¨ á ¯à¥¤ë¤ãé¨¬¨ à ¡®-
â ¬¨ [2–7],   ¢á¥ ¯à¨¢¥¤¥­­ë¥ ¤ «¥¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨  ¬-
¯«¨âã¤ë ¨ ç áâ®âë ®áæ¨««ïæ¨© ®â ­ ¯àï¦¥­¨ï Va ¨
ª®­æ¥­âà æ¨¨  ªæ¥¯â®à®¢ n0 ¯®«ãç¥­ë ¬¥â®¤®¬ ª®¬-
¯ìîâ¥à­®£® å à ªâ¥à¨®£à ä  (��-¬¥â®¤). �à¨ íâ®¬

Va ¨«¨ n0 ¯à¥¤¯®« £ îâáï ¬¥¤«¥­­® ¨§¬¥­ïîé¨¬¨áï

á® ¢à¥¬¥­¥¬: Va = Va(0) + V ′at ¨ n0 = n0(0) + n′0t,
â ª çâ® ®­¨ ¯à®¡¥£ îâ ¢¥áì ¨­â¥à¥áãîé¨© ­ á ¤¨ -
¯ §®­ ¨§¬¥­¥­¨ï íâ¨å ¢¥«¨ç¨­. � ¯à¨¬¥à, ¢ á«ãç ¥
­ ¯àï¦¥­¨ï ¨­â¥à¢ « ¨§¬¥­¥­¨ï Va ¢á¥£¤  á®¤¥à¦ «
¢ á¥¡¥ ¨­â¥à¢ « (Vc, Vk). � á«ãç ¥ ¢ à¨ æ¨¨ n0

�¨á. 3. � ¢¨á¨¬®áâ¨ j(t), ¢ëç¨á«¥­­ë¥ ¬¥â®¤®¬ ª®¬-
¯ìîâ¥à­®£® å à ªâ¥à¨®£à ä . � ¯àï¦¥­¨¥ ¨§¬¥­ï«®áì

¯® § ª®­ã Va = Va(0) + V ′at, £¤¥ V
′
a = 10−4 �/¯á (¤«ï

ªà¨¢®© 4 — V ′a = 2 · 10−4 �/¯á). � à ¬¥âàë ®¡à §æ®¢

®â¢¥ç îâ p-Ge á m = 0.043m0, M = 0.34m0; T = 4.2 K.
�à¨¢ë¬ (1, 2, 3 ) á®®â¢¥âáâ¢ãîâ ®¡à §æë á l = 0.5 (1 ),
1.0 (2 ), 1.5 ¬ª¬ (3 ); n0 = 3 · 1015 á¬−3, µ = 0.004 í�

(íâ® ®â¢¥ç ¥â P (0) = P (l) = 3 · 1016 á¬−3 ¯à¨ Va = 0),
Ec = 0.022 í�. �à¨¢ë¥ (2 ) ¨ (3 ) á¬¥é¥­ë ¢­¨§ ¯® èª «¥

â®ª  ­  500  /á¬2 (2 ) ¨ 1000 �/á¬2 (3 ). � à ¬¥âàë ¤«ï

ªà¨¢®© 4: l = 0.5 ¬ª¬, n0 = 1016 á¬−3, µ = 0.0125 í�

(P (0) ≈ 2 · 1017 á¬−3), Ec = 0.028 í�, §­ ç¥­¨ï â®ª 

¤®«¦­ë ¡ëâì ã¢¥«¨ç¥­ë ¯ïâ¨ªà â­® ¢ áà ¢­¥­¨¨ á ®¡®-
§­ ç¥­­ë¬¨ ­  ®á¨; ¯ à ¬¥âàë ¤«ï ªà¨¢®© 5: l = 2 ¬ª¬,
n0 = 2 · 1015 á¬−3, µ = 0.002 í�, Ec = 0.022 í�.
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196 �.�. � £¨¤®¢, �.�. �à¨¡­¨ª®¢, �.�. �®àè ª

(¯à¨ § ¤ ­­®¬ §­ ç¥­¨¨ Va) ¢á¥£¤  ­ å®¤¨«®áì â ª®¥
¥¥ ªà¨â¨ç¥áª®¥ §­ ç¥­¨¥, ¯à¨ ª®â®à®¬ ª®«¥¡ ­¨ï

áàë¢ «¨áì. �ª®à®áâ¨ ¨§¬¥­¥­¨ï ¯ à ¬¥âà®¢ V ′a ¨ n
′
0

¢á¥£¤  ¢ë¡¨à «¨áì ­ áâ®«ìª® ¬ «ë¬¨, çâ®¡ë ¯à®æ¥áá

¨§¬¥­¥­¨ï ¡ë« ª¢ §¨ ¤¨ ¡ â¨ç¥áª¨¬ ¨ ­¥ ®ª §ë¢ «

¢«¨ï­¨ï ­  ¯ à ¬¥âà  ª®«¥¡ ­¨© ( ¬¯«¨âã¤ã, ç -
áâ®âã, ä®à¬ã); íâ® ¯à®¢¥àï«®áì ¢ à¨ æ¨ï¬¨ á ¬¨å

áª®à®áâ¥©.
3.2. �¥§ã«ìâ âë ¤«ï ¤«¨­­ëå á« ¡® «¥£¨à®¢ ­­ëå

¡ §. �®«ìè¨­áâ¢® à¥§ã«ìâ â®¢ ¯®«ãç¥­® ¤«ï ¡ §ë á

¯ à ¬¥âà ¬¨ £¥à¬ ­¨ï (m = 0.043m0, M = 0.34m0,
~ω0 ' 0.036 í�). � â ª®¬ ¬ â¥à¨ «¥ ¯à¨ Ec < ~ω0

¨ eVa 6 ~ω0 (¨ ¤®áâ â®ç­® ­¨§ª¨å ª®­æ¥­âà æ¨ïå

«¥£¨à®¢ ­¨ï) ¢®§¬®¦­® ¨á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¡ § á ¤«¨­ ¬¨
l ¤® ∼ 2 ¬ª¬. �  à¨á. 3 ¯à¨¢¥¤¥­ë § ¢¨á¨¬®áâ¨

¯«®â­®áâ¨ â®ª  j(t) ¤«ï ®¡à §æ®¢ á âà¥¬ï à §«¨ç-
­ë¬¨ ¤«¨­ ¬¨ l (0.5, 1.0, 1.5 ¬ª¬) ¨ à ¢­ë¬¨ ¯à®-
ç¨¬¨ ¯ à ¬¥âà ¬¨ (ªà¨¢ë¥ 1, 2, 3 á®®â¢¥âáâ¢¥­­®),
ãª § ­­ë¬¨ ¢ ¯®¤¯¨á¨. �¬¥áâ® ¢à¥¬¥­­®© èª «ë

¢¤®«ì ®á¨  ¡áæ¨áá ãª § ­  èª «  ­ ¯àï¦¥­¨© Va, â ª
çâ® ¯®«ãç¥­­ë¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨ ï¢«ïîâáï â ª¦¥ ¢®«ìâ-
 ¬¯¥à­ë¬¨ å à ªâ¥à¨áâ¨ª ¬¨ á ¨¬¨â æ¨¥© ãç áâª®¢

ª®«¥¡ ­¨© ­  ­¨å. �ã­ªâ¨à®¬ ­  ãç áâª å ª®«¥¡ -
­¨© ­ ­¥á¥­ë ªà¨¢ë¥ áà¥¤­¥© ¯«®â­®áâ¨ â®ª , ¯®-
«ãç¥­­ë¥ ª ª ̄ = (jmin + jmax)/2 (¢­¥ § ¢¨á¨¬®áâ¨
®â ä®à¬ë ®áæ¨««ïæ¨©). �¡é¨¬ á¢®©áâ¢®¬ ¢á¥å âà¥å

§ ¢¨á¨¬®áâ¥© ̄ = ̄(Va) ï¢«ï¥âáï ­ «¨ç¨¥ ãç áâª®¢

N -®á®¡¥­­®áâ¥© á ®âà¨æ â¥«ì­®© ¤¨ää¥à¥­æ¨ «ì­®©
¯à®¢®¤¨¬®áâìî (���) ­  ­ ç «ì­ëå ®âà¥§ª å ¨­â¥à-
¢ «®¢ ª®«¥¡ ­¨©, á¬¥­ï¥¬ëå § â¥¬ ãç áâª ¬¨ à®áâ 

̄ á à®áâ®¬ Va. �á¥ âà¨ § ¢¨á¨¬®áâ¨ å à ªâ¥à¨-
§ãîâáï å®à®è® ®¯à¥¤¥«¥­­ë¬¨ ç áâ®â ¬¨ ª®«¥¡ -
­¨© f , á®áâ ¢«ïîé¨¬¨ á®®â¢¥âáâ¢¥­­® 500, 330 ¨

250��æ ¨ ­¥ § ¢¨áïé¨¬¨ ®â ­ ¯àï¦¥­¨ï Va. �â¨

ç áâ®âë ¯®¤ç¨­ïîâáï ­¥§ ¬ëá«®¢ â®© § ¢¨á¨¬®áâ¨

f ∼ (l + l1)−1, £¤¥ ¢ ¤ ­­®¬ á«ãç ¥ l1 ' 0.5 ¬ª¬. �¥-
§ ¢¨á¨¬®áâì f ®â ­ ¯àï¦¥­¨ï áãé¥áâ¢¥­­® ®â«¨ç ¥â
¤ ­­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ®â à¥§ã«ìâ â®¢, ®¯¨á ­­ëå ¢ à ¡®-
â å [2,4,7], £¤¥ ¢ á«ãç ¥ ¨­ëå ¬¥å ­¨§¬®¢ ä®à¬¨à®¢ -
­¨ï ��� ãç áâª®¢ ¢  ­ «®£¨ç­ëå á¨âã æ¨ïå ¯à®á«¥-
¦¨¢ « áì áãé¥áâ¢¥­­ ï § ¢¨á¨¬®áâì f(Va). �àã£®©

®á®¡¥­­®áâìî ®¯¨áë¢ ¥¬ëå å à ªâ¥à¨áâ¨ª ï¢«ï¥âáï

®ç¥¢¨¤­ ï ­¥«¨­¥©­®áâì ª®«¥¡ ­¨©. �®«¥¡ ­¨ï ¤«ï

l = 0.5 ¬ª¬ (ªà¨¢ ï 1 ) å à ªâ¥à¨§ã¥âáï ­¥ª®â®àë¬

”¢ë¯àï¬«¥­¨¥¬” ( á¨¬¬¥âà¨¥©): ­¨¦­¨¥ ¯®«ã¯¥à¨®-
¤ë §­ ç¨â¥«ì­® ®áâà¥¥ ¢¥àå­¨å. �â®â ¦¥ íää¥ªâ ¢
¡®«¥¥ ®ç¥¢¨¤­®© ä®à¬¥ ¯à®ï¢«ï¥âáï ­  ­ ç «ì­ëå

ãç áâª å ª®«¥¡ ­¨© ­  ªà¨¢ëå 2 ¨ 3. �â¨ ­ ç «ì­ë¥
ãç áâª¨ ¤ «¥¥ ¯¥à¥å®¤ïâ ¢ á¨­ãá®¨¤ «ì­ë¥,   § â¥¬
§­ ª ¢ë¯àï¬«¥­¨ï ª ª ¡ë ¬¥­ï¥âáï ­  ¯à®â¨¢®¯®-
«®¦­ë©. �à®¬¥ íâ®£® ­  ªà¨¢ëå 2 ¨ 3 ¨¬¥îâ ¬¥áâ®

¨ ¡®«¥¥ § ¬ëá«®¢ âë¥ ¢ à¨ ­âë ­¥«¨­¥©­ëå ª®«¥¡ -
­¨©. �â¬¥â¨¬, çâ®  ¬¯«¨âã¤  ª®«¥¡ ­¨© ®ª § « áì

­ ¨¡®«ìè¥© ¤«ï l = 0.5 ¬ª¬,   ¨­â¥à¢ « ­ ¯àï¦¥­¨©
¡ë« è¨à¥ ¢á¥£® ¤«ï l = 1 ¬ª¬.
�  à¨á. 3 ¯à¨¢¥¤¥­ë ¥é¥ ¤¢¥ ªà¨¢ë¥ (4 ¨ 5 ), ®â-

¢¥ç îé¨¥ ¨§¬¥­¥­­ë¬ ¯ à ¬¥âà ¬ «¥£¨àãîé¥© ª®­-
æ¥­âà æ¨¨ (®¡¥ ªà¨¢ë¥) ¨ ¤¥ä®à¬ æ¨¨ (ªà¨¢ ï 4 ).

�®¢ëè¥­¨¥ ª®­æ¥­âà æ¨¨  ªæ¥¯â®à®¢ ¢ ¡ §¥ ¡®«¥¥

ç¥¬ ¢ 3 à § , á®¯à®¢®¦¤ ¥¬®¥ ­¥¡®«ìè¨¬ ã¢¥«¨ç¥-
­¨¥¬ á¦ â¨ï (ªà¨¢ ï 4, l = 0.5 ¬ª¬), ­¥ ¯à¨¢¥«® ª
§ ¬¥â­®¬ã ®â«¨ç¨î ®â ¯®¢¥¤¥­¨ï ®¡à §æ  â ª®© ¦¥

¤«¨­ë (ªà¨¢ ï 1 ). �ëà®á«  ç áâ®â  ª®«¥¡ ­¨© f
¤® §­ ç¥­¨ï ∼ 600 ��æ (çâ® ®â¢¥ç ¥â ã¬¥­ìè¥­¨î

¯ à ¬¥âà  l1). � ¬¥â­®¥ ¨§¬¥­¥­¨¥ ¯®¢¥¤¥­¨ï ¬®¦­®
­ ¡«î¤ âì ­  ªà¨¢®© 5. �¤¥áì á®åà ­¨« áì â  ¦¥

ç áâ®â  ª®«¥¡ ­¨© ∼ 250 ��æ, çâ® ¨ ¤«ï ­¥áª®«ìª®

¡®«¥¥ ª®à®âª®© ¡ §ë (ªà¨¢ ï 3, l = 1.5 ¬ª¬), íâ®
â ª¦¥ ®â¢¥ç ¥â ã¬¥­ìè¥­¨î l1. � ¬¥â­® ¢®§à®á

¬ áèâ ¡ ãç áâª  N -��� ¤«ï ̄(Va).
�  à¨á. 4 (ªà¨¢ ï 1 ) ¯à¥¤áâ ¢«¥­  § ¢¨á¨¬®áâì

j(t) ¤«ï ä¨ªá¨à®¢ ­­®£® §­ ç¥­¨ï Va = 0.035 �

¨ ¯à®ç¨å ä¨ªá¨à®¢ ­­ëå ¯ à ¬¥âà®¢ ¯à¨ «¨­¥©­®

á¯ ¤ îé¥¬ ¢® ¢à¥¬¥­¨ ª®­æ¥­âà æ¨¨ «¥£¨à®¢ ­¨ï

n0 = n0(0)−n′0t. �¨­¥©­ë© á¯ ¤ n0 ç¥âª® ¢ëà §¨«áï

¢ «¨­¥©­®¬ á¯ ¤¥ áà¥¤­¥£® §­ ç¥­¨ï ¯«®â­®áâ¨ â®ª 

�¨á. 4. � ¢¨á¨¬®áâì j(t), ¢ëç¨á«¥­­ ï ¬¥â®¤®¬ ª®¬¯ìî-
â¥à­®£® å à ªâ¥à¨®£à ä  ¯à¨ á¯ ¤¥ ¢® ¢à¥¬¥­¨ ª®­æ¥­-
âà æ¨¨  ªæ¥¯â®à®¢ n0 ¯® § ª®­ã 1 — (40−0.1t) · 1014 á¬−3,
2 — (3−0.6t) · 1018 á¬−3, 3 — (4−0.8t) · 1018 á¬−3. �¤¥áì

¢à¥¬ï t ¨§¬¥àï¥âáï ¢ ¯á. � à ¬¥âàë ®â¢¥ç îâ p-Ge.
�à¨¢ ï 1 (èª «  ®á¨  ¡áæ¨áá ¢­¨§ã,   ®á¨ ®à¤¨­ â á«¥¢ ):
T = 4.2 K, l = 0.9 ¬ª¬, µ = 0.004 í�, Ec = 0.022 í�,
Va = 0.035 �. �à¨¢ë¥ 2 ¨ 3 (èª «  ®á¨  ¡áæ¨áá ¢¢¥àåã,
  ®á¨ ®à¤¨­ â á¯à ¢ ): T = 300 K, l = 0.1 ¬ª¬ (2),
0.07 ¬ª¬ (3); µ = 0.25 í�, Ec = 0.391 í�, Va = 0.425 �.
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j. �¤­ ª® á¯ ¤ n0 ¡®«¥¥ ç¥¬ ¢ 3à §  ­¥ ¢ë§¢ «

­¨ áãé¥áâ¢¥­­®£® ¨§¬¥­¥­¨ï  ¬¯«¨âã¤ë ª®«¥¡ ­¨©,
­¨ ç áâ®âë. �¯ ¤ â®£® ¨ ¤àã£®£® (á ã¬¥­ìè¥­¨-
¥¬ n0) ¨¬¥« ¬¥áâ® â®«ìª® ®ª®«® ¢¥àå­¨å §­ ç¥­¨©

n0 ∼ (3−4) · 1015 á¬−3. �¥¨§¬¥­­®áâì  ¬¯«¨âã¤ë ¨

ç áâ®âë ¨¬¥«  ¬¥áâ® ¯à¨ § ¬¥â­ëå ¢ à¨ æ¨ïå ä®à¬ë

ª®«¥¡ ­¨©, ¨¬¥¢è¨å ­¥«¨­¥©­ë© å à ªâ¥à (¯à¨ç¥¬
áâ¥¯¥­ì ­¥«¨­¥©­®áâ¨ ¡ë«  ¢ëè¥ ¯à¨ ¡®«¥¥ ¢ëá®ª¨å

§­ ç¥­¨ïå n0).
�­ «®£¨ç­ë¥ à¥§ã«ìâ âë ¡ë«¨ ¯®«ãç¥­ë ¢ á«ãç ¥

¡ § ¨§ p-InAs ¨ p-InSb, ®â«¨ç ¢è¨åáï ¢ ¤ ­­ëå à á-
ç¥â å ®â ¡ § ¨§ p-Ge §­ ç¥­¨ï¬¨ ¬ áá m ¨ M (â. ¥.
¯ à ¬¥âà®¢ γ1 ¨ γ2 ¨«¨ A ¨ B),   â ª¦¥ §­ ç¥­¨ï-
¬¨ ¤¨í«¥ªâà¨ç¥áª®© ¯à®­¨æ ¥¬®áâ¨ κd ¢ ãà ¢­¥­¨¨
�ã áá®­  (14).

3.3. �¥§ã«ìâ âë ¤«ï ª®à®âª¨å á¨«ì­® «¥£¨à®¢ ­-
­ëå ¡ §. �®«ãç¥­­ë¥ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¥¬ ¯®¤à §¤¥«¥ à¥-
§ã«ìâ âë, ¯®áª®«ìªã ®­¨ ª á «¨áì ¬ «ëå ¤¥ä®à¬ -
æ¨© (Ec 6 ~ω0), ­¥¢ëá®ª¨å ­ ¯àï¦¥­¨© (eVa 6 ~ω0) ¨
­¨§ª¨å â¥¬¯¥à âãà (T � ~ω0), ®¯¨áë¢ ¥â à¥ «ì­ãî
á¨âã æ¨î ¢ ®¤­®à®¤­® «¥£¨à®¢ ­­ëå p-¡ § å. �à¥¤-
áª § ­­ë¥ â ¬ ç áâ®âë ®áæ¨««ïæ¨© ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£®

â®ª , ®¤­ ª®, ­¥¢¥«¨ª¨ (< 1 ��æ). �®¢ëè¥­¨¥ íâ¨å
ç áâ®â, ª ª ãª §ë¢ «®áì ¢ à §¤. 2, á®¯àï¦¥­® á

ãª®à®ç¥­¨¥¬ ¡ §ë ¯à¨ ¥¥ ¡®«¥¥ á¨«ì­®¬ «¥£¨à®¢ ­¨¨.
�á«¨ ¯à¨ íâ®¬ á®åà ­¨âì ãá«®¢¨¥ Ec, eVa < ~ω0,
â® ã¬¥­ìè¥­¨¥ ¤«¨­ë á¢®¡®¤­®£® ¯à®¡¥£  lb ®¡£®­¨â
ã¬¥­ìè¥­¨¥ à §¬¥à  lc ¨ ¯à¥¤áª § ­­ ï £¥­¥à æ¨ï

áâ ­¥â ­¥à¥ «ì­®©. �ëå®¤ ¨§ ¯®«®¦¥­¨ï, ãª § ­­ë©
¢ â®¬ ¦¥ à §¤¥«¥, á®áâ®¨â ¢ ¯¥à¥å®¤¥ ª áâàãªâã-
à ¬ á ¬®¤ã«¨à®¢ ­­ë¬ «¥£¨à®¢ ­¨¥¬, ¯®§¢®«ïîé¨¬
®á« ¡¨âì à áá¥ï­¨¥ ­  ¨®­ å «¥£¨àãîé¥© ¯à¨¬¥á¨,
á®åà ­¨¢ ®¤­®¢à¥¬¥­­® ¥¥ íªà ­¨àãîé¥¥ ¢®§¤¥©áâ¢¨¥

­  ¯à®¤®«ì­®¥ ¯®«¥ F (x). � ª¨¬ ®¡à §®¬, ¨á¯®«ì-
§ãï ¢¬¥áâ® ®¤­®à®¤­® «¥£¨à®¢ ­­ëå ¡ § á«®¨áâ®-
«¥£¨à®¢ ­­ë¥, ¬®¦­® ¯®¯ëâ âìáï ¯®«ãç¨âì £¥­¥à -
æ¨î ¢ á«ãç ¥ ãª®à®ç¥­­ëå ¡ § ¯à¨ ¬ «ëå ¤¥ä®à¬ -
æ¨ïå ¨ ­¨§ª¨å â¥¬¯¥à âãà å. �«ï ª®­ªà¥â­®© ®æ¥­ª¨
¢®§¬®¦­®áâ¥© íâ®£® ¯à®¤¢¨¦¥­¨ï á«¥¤ã¥â ¤¥â «ì­®

à áá¬®âà¥âì à áá¥ï­¨¥ ­  ¨®­¨§¨à®¢ ­­®© ¯à¨¬¥á¨

¢ á¥«¥ªâ¨¢­®-«¥£¨à®¢ ­­ëå áâàãªâãà å, çâ® ¢ëå®¤¨â
§  à ¬ª¨ ­ë­¥è­¥£® à áá¬®âà¥­¨ï.
�àã£®© á¯®á®¡ ã¬¥­ìè¥­¨ï à áá¥ï­¨ï ­  § àï¦¥­-

­®© ¯à¨¬¥á¨ — ã¢¥«¨ç¥­¨¥ í­¥à£¨¨ Ec ¨, á®®â¢¥â-
áâ¢¥­­®, ¤¨ ¯ §®­  à ¡®ç¨å ­ ¯àï¦¥­¨©, â. ¥. ¯¥à¥-
å®¤ ª ®¡« áâ¨ Ec, eVa < ~ω0. �à¨ íâ®¬ ¤«¨­ 

á¢®¡®¤­®£® ¯à®¡¥£  à¥§ª® ¯ ¤ ¥â §  áç¥â ¨á¯ãáª ­¨ï

®¯â¨ç¥áª¨å ä®­®­®¢ ¨ ­¥®¡å®¤¨¬® ¯¥à¥©â¨ ¢ ¨­ãî

®¡« áâì â®«é¨­ ¡ §ë l,   á«¥¤®¢ â¥«ì­®, à¥§ª® ¯®¢ë-
á¨âì «¥£¨àãîéãî ª®­æ¥­âà æ¨î, çâ® âà¥¡ã¥â ¤ «ì-
­¥©è¥£® à®áâ  Ec, ã¬¥­ìè¥­¨ï l ¨ â.¤. � ¬®á®£« -
á®¢ ­¨¥ ­ áâã¯ ¥â ¯à¨ á«¨èª®¬ ¡®«ìè¨å §­ ç¥­¨ïå

Ec, ª®â®àë¥ ï¢«ïîâáï ­¥à¥ «ì­ë¬¨. �â®¡ë ®áâ âìáï

­  ãà®¢­¥ Ec ∼ 0.2÷ 0.4 í�, ­¥®¡å®¤¨¬® ¯®­¨§¨âì

ãà®¢¥­ì à áá¥ï­¨ï ­  ¯à¨¬¥á¨ ¢ 2 ÷ 3 à § , â. ¥.
¤®¯ãáâ¨âì ¢®§¬®¦­®áâì á¥«¥ªâ¨¢­®£® «¥£¨à®¢ ­¨ï ¨

¢ íâ®¬ á«ãç ¥.

� «¥¥ ¬ë ¯à¨¢®¤¨¬ à¥§ã«ìâ âë ¬®¤¥«ì­ëå à áç¥-
â®¢ ª®«¥¡ ­¨© ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® â®ª  ¢ á«ãç ¥ ª®¬-
­ â­ëå â¥¬¯¥à âãà (T = 300 K) ¤«ï ª®à®âª¨å

(l 6 0.1 ¬ª¬) á¨«ì­® «¥£¨à®¢ ­­ëå (n0 > 1018 á¬−3)
¡ §. � á«ãç ¥ p-Ge â®«é¨­  ¡ §ë l 6 0.15 ¬ª¬ ¤®-
áâ â®ç­  ¤«ï ¤ëà®ç­®£® âà ­á¯®àâ  ¡¥§ à áá¥ï­¨ï

­  ®¯â¨ç¥áª¨å ä®­®­ å. � á«ãç ¥ â ª¨å ¬ â¥à¨ «®¢

ª ª p-InAs ¨ p-InGaAs âà¥¡ã¥âáï ¢ë¯®«­¥­¨¥ ¡®«¥¥

¦¥áâª¨å ãá«®¢¨© l 6 0.05÷ 0.06 ¬ª¬.

�  ¢áâ ¢ª¥ ª à¨á. 5 ¯à¨¢¥¤¥­  § ¢¨á¨¬®áâì j(t) ¯à¨
«¨­¥©­® ¢®§à áâ îé¥¬ ¢® ¢à¥¬¥­¨ ­ ¯àï¦¥­¨¨ Va(t)
(¤«ï p-Ge-¤¨®¤  á l = 0.1 ¬ª¬ ¨ n0 = 2 · 1018 á¬−3).
�®à®âª¨© ãç áâ®ª ®áæ¨««ïæ¨© (¬¥¦¤ã §­ ç¥­¨ï¬¨

Va, à ¢­ë¬¨ 0.4 ¨ 0.5�) ­ ¯®¬¨­ ¥â  ­ «®£¨ç­ë©

ãç áâ®ª ®áæ¨««ïæ¨© ¨§ à¨á. 3 (ªà¨¢ ï 4 ). �¤­ ª®

�¨á. 5. � ¢¨á¨¬®áâ¨ j(t), ¢ëç¨á«¥­­ë¥ ¬¥â®¤®¬ ª®¬¯ìî-
â¥à­®£® å à ªâ¥à¨®£à ä , ¯à¨ ¢®§à áâ ­¨¨ ­ ¯àï¦¥­¨ï

¯® «¨­¥©­®¬ã § ª®­ã á® ¢à¥¬¥­¥¬ (V ′a = 2 · 10−2 �/¯á),
l, ¬ª¬: 1 — 0.08, 2 — 0.07, 3 — 0.06, 4 — 0.055,
5 — 0.0545; n0 = 2 · 1018 á¬−3, µ = 0.08 í�

(P (0) ≈ 1019 á¬−3), Ec = 0.22 í�, T = 300 K,
m = 0.0376m0 , M = 0.403m0. �à¨¢ë¥ á¬¥é¥­ë ¯® ®á¨

®à¤¨­ â ­  ¢¥«¨ç¨­ã ∆ji = 525(0.055− li[¬ª¬]) ·106 �/á¬2.
�  ¢áâ ¢ª¥ — § ¢¨á¨¬®áâì j(t), ¯®«ãç¥­­ ï ¤«ï á«ãç ï

p-Ge ¯à¨ T = 300 K: l = 0.1 ¬ª¬, n0 = 2 · 1018 á¬−3,
µ = 0.14 í� (P (0) ≈ 1019 á¬−3), Ec = 0.31 í�,
Va(0) = 0.2 �.
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¨§¬¥­¨«áï ­¥ â®«ìª® ¤¨ ¯ §®­ ­ ¯àï¦¥­¨©, ­® ¨

à¥§ª® ¢®§à®á«  ¯«®â­®áâì â®ª  j (¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨ á

à®áâ®¬ n0),   â ª¦¥ ¨ ç áâ®â  ª®«¥¡ ­¨© (¯®çâ¨
10��æ). �®áâ ç áâ®âë, ¯®-¢¨¤¨¬®¬ã, á¢ï§ ­ ­¥ â®«ìª®
á ã¬¥­ìè¥­¨¥¬ ¤«¨­ë l, ­® ¨ á à®áâ®¬ ­ ¯àï¦¥­¨© ¨
áà¥¤­¨å ¯®«¥© ¢ § àï¦¥­­ëå á«®ïå. �¥¯®áà¥¤áâ¢¥­-
­®© § ¢¨á¨¬®áâ¨ ç áâ®âë ®â ­ ¯àï¦¥­¨ï ­  ®¡à §æ¥

§¤¥áì (ª ª ¨ ¢ ¯à¥¤ë¤ãé¨å á«ãç ïå) ­¥ ¯à®á¬ âà¨¢ -
¥âáï.
�  à¨á. 5 ¯à¨¢¥¤¥­ë § ¢¨á¨¬®áâ¨ j(t), ¢ëç¨á«¥­-

­ë¥ â¥¬ ¦¥ á¯®á®¡®¬ ¤«ï 5 à §«¨ç­ëå â®«é¨­ ¡ §

(l = 0.08, 0.07, 0.06, 0.055 ¨ 0.0545¬ª¬) ¨§ In0.6Ga0.4As
¯à¨ n0 = 2 · 1018 á¬−3, Ec = 0.22 í�, ¨ T = 300 K.
� à ¬¥âàë A ¨ B ¤«ï íâ®£® á¯« ¢  ¡ë«¨ ­ ©¤¥-
­ë «¨­¥©­®© ¨­â¥à¯®«ïæ¨¥© ¨§¢¥áâ­ëå ¯ à ¬¥âà®¢

¤«ï InAs ¨ GaAs. �®ªà é¥­¨¥ ¤«¨­ë l ¢ë§ë¢ ¥â
á®ªà é¥­¨¥ ¨­â¥à¢ «  ®áæ¨««ïæ¨© ¨ ã¢¥«¨ç¥­¨¥ ¨å

ç áâ®âë (®â 8��æ ¯à¨ l = 0.08¬ª¬ ¤® 10��æ ¯à¨

l = 0.06 ¬ª¬). �  ®¡à §æ¥ á ¤«¨­®© l = 0.08 ¬ª¬

(à¨á. 5, ªà¨¢ ï 1 ) ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ª ª ¡ë ¤¢  á«¨¢è¨åáï
¤àã£ á ¤àã£®¬ ¤¨ ¯ §®­  ª®«¥¡ ­¨© á à §«¨ç­ë¬¨

ç áâ®â ¬¨: ¡®«¥¥ ­¨§ª®¢®«ìâ­®¬ã ¤¨ ¯ §®­ã ®â¢¥ç ¥â
ç áâ®â  f 6 8 ��æ,   ¡®«¥¥ ¢ëá®ª®¢®«ìâ­®¬ã —
ç áâ®â  f > 10 ��æ. �à¨¢ë¥ 1–5 à á¯®«®¦¥­ë ­ 

à¨á. 5 â ª¨¬ ®¡à §®¬, çâ® ¤ îâ ¢®§¬®¦­®áâì ¯®áâà®-
¨âì (¯ã­ªâ¨à®¬) ä §®¢ãî £à ­¨æã ®¡« áâ¨ ª®«¥¡ ­¨©
­  ¯«®áª®áâ¨ (l, Va).
�  à¨á. 4 (ªà¨¢ë¥ 2 ¨ 3 ) ¯à¥¤áâ ¢«¥­ë ¤¢¥ § ¢¨á¨-

¬®áâ¨ j(t) ¯à¨ «¨­¥©­® á¯ ¤ îé¥© ¢® ¢à¥¬¥­¨ «¥£¨-
àãîé¥© ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¢ á«ãç ¥ ª®à®âª¨å ¡ §.�­¨ ¢ë-
ç¨á«¥­ë ¤«ï ®¤­®£® ¨ â®£® ¦¥ §­ ç¥­¨ï Ec = 0.39 í�
¨ ®¤­®£® ¨ â®£® ¦¥ ­ ¯àï¦¥­¨ï Va = 0.425 �. �®-
¤¥«ì­ë¥ ®¡à §æë ®â«¨ç îâáï ¤«¨­®© ¡ §ë (l = 0.07
¨ 0.1¬ª¬ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®). �®áª®«ìªã ª®­æ¥­âà æ¨ï
n0 ¢ ®¡à §æ å ã¡ë¢ ¥â á® ¢à¥¬¥­¥¬ ¯® ­¥áª®«ìª® à §-
­ë¬ § ª®­ ¬, ¬®¬¥­âë à ¢­®© ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¬®¦­®

®âá«¥¦¨¢ âì ¯® ¬®¬¥­â ¬ à ¢­®© ¯«®â­®áâ¨ â®ª .
� áâ®â  ª®«¥¡ ­¨© (¯à ªâ¨ç¥áª¨ ­¥ § ¢¨áïé ï ®â n0)
¢ á«ãç ¥ ¡®«¥¥ ª®à®âª®© ¡ §ë (ªà¨¢ ï 3 ) áãé¥áâ¢¥­­®
¢ëè¥, ç¥¬ ¢ á«ãç ¥ ¡®«¥¥ ¤«¨­­®© (ªà¨¢ ï 2 ): 13 ¨

9��æ á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. � ¡®«¥¥ ª®à®âª®¬ ®¡à §æ¥ â ª-
¦¥ ¡®«ìè¥ ¨  ¬¯«¨âã¤  ®áæ¨««ïæ¨© (â ª¦¥ ¯à ªâ¨-
ç¥áª¨ ­¥¨§¬¥­­ ï ¯à¨ áãé¥áâ¢¥­­®¬ á¯ ¤¥ áà¥¤­¥£®

§­ ç¥­¨ï j(t)). � ¡®«¥¥ ª®à®âª®¬ ®¡à §æ¥ ª®«¥¡ ­¨ï

¯à¥ªà â¨«¨áì ¯à¨ áãé¥áâ¢¥­­® ¡®«¥¥ ¢ëá®ª®© ª®­-
æ¥­âà æ¨¨  ªæ¥¯â®à®¢ (çâ® ­ å®¤¨âáï ¢ á®®â¢¥âáâ¢¨¨
á ¯à¥¤¢ à¨â¥«ì­ë¬ ®¡áã¦¤¥­¨¥¬ ¢ à §¤. 2).
�®«¥¡ ­¨ï ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® â®ª  á®¯à®¢®¦¤ «¨áì

ª®«¥¡ ­¨ï¬¨ ¯®â¥­æ¨ «  (¨ ¯®«ï) ¢ ¡ §¥ ¤¨®¤  (¯à¨
§ ¤ ­­®¬ ­¥¨§¬¥­­®¬ ­ ¯àï¦¥­¨¨ ­  ¤¨®¤¥) ¨ ª®-
«¥¡ ­¨ï¬¨ ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¤ëà®ª, ¨¬¥¢è¨¬¨ ä®à¬ã

­¥¯à ¢¨«ì­ëå ¯« §¬¥­­ëå ¢®«­, à á¯à®áâà ­ïîé¨å-
áï ¢ ­ ¯à ¢«¥­¨¨ âà ­á¯®àâ  ¤ëà®ª. �®áª®«ìªã íâ¨
ª àâ¨­ë ¢ ¯à¨­æ¨¯¨ «ì­®¬ ¯« ­¥ ­¥ ®â«¨ç îâáï

®â  ­ «®£¨ç­ëå ª àâ¨­, ¨¬¥îé¨å ¬¥áâ® ¤«ï ¨­ëå

¬¥å ­¨§¬®¢ ���, ¬ë ®âáë« ¥¬ ç¨â â¥«ï ª [4,6,7], £¤¥
â ª¨¥ ª àâ¨­ë ¯à¨¢¥¤¥­ë.

4. �¢ §¨ª« áá¨ç¥áª®¥ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¥

¤«ï ¤ëà®ª ¯à¨ ®¤­®®á­®¬ á¦ â¨¨

4.1. �à ¢­¥­¨ï ¨ ¯à®æ¥¤ãà . � ç¨á«¥­­ëå à áç¥â å

¯à¥¤ë¤ãé¥£® à §¤¥«  ¬ë ¨£­®à¨à®¢ «¨ áãé¥áâ¢®¢ -
­¨¥ ¢â®à®© ¤ëà®ç­®© ¯®¤§®­ë á § ª®­®¬ ¤¨á¯¥àá¨¨

E2(p) ¨ ¯à¥¤¯®« £ «¨, çâ® ¤ëàª¨ ¢ ¯®¤§®­¥ á § ª®­®¬
E1(p) ¤¢¨£ îâáï ¢ í«¥ªâà¨ç¥áª¨å ¯®«ïå ª« áá¨ç¥áª¨
¨ ­¥ ¬®£ãâ ¯¥à¥©â¨ ¢ ¯®¤§®­ã E2(p). �  á ¬®¬ ¤¥«¥

¬¨­¨¬ «ì­ ï é¥«ì ¬¥¦¤ã ¤ëà®ç­ë¬¨ ¯®¤§®­ ¬¨ ¢

®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ ¢ëà®¦¤¥­¨ï ¢¥áì¬  ã§ª , â ª çâ®
âã­­¥«¨à®¢ ­¨¥ ¬¥¦¤ã ¯®¤§®­ ¬¨ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ¢ ¤®-
áâ â®ç­® á« ¡ëå ¯®«ïå (  ¢ á ¬®© â®çª¥ ¢ëà®¦¤¥­¨ï
¢ ­ã«¥¢ëå ¯®«ïå px = ±pc, p⊥ = 0). �â® § áâ ¢«ï¥â
¯à® ­ «¨§¨à®¢ âì § ª®­­®áâì ª« áá¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤ 

¡®«¥¥ ¢­¨¬ â¥«ì­®.
� íâ®¬ à §¤¥«¥ ¬ë à áá¬®âà¨¬ ®¡é¨© ¯®¤å®¤ ª

®¡®§­ ç¥­­®© ¢ëè¥ ¯à®¡«¥¬¥ ¨ ¯®«ãç¨¬ ­¥®¡å®¤¨-
¬ë¥ ªà¨â¥à¨¨. �â¬¥â¨¬, çâ® ¤ëà®ç­ë© âà ­á¯®àâ

á ãç¥â®¬ ¬¥¦§®­­®£® âã­­¥«¨à®¢ ­¨ï ¢ § ¤ ­­®¬

¯à®áâà ­áâ¢¥­­® ¯®áâ®ï­­®¬ í«¥ªâà¨ç¥áª®¬ ¯®«¥ F
¡ë« à áá¬®âà¥­ ¢¥áì¬  ¤ ¢­® ¢ à ¡®â å �«¥èª¨­  ¨

�®¬ ­®¢  [12,13], � à£¨á  ¨ �ã¤®«ìä  [14–16]. �¤­ -
ª® ¢ íâ¨å à ¡®â å à áá¬ âà¨¢ «áï â®«ìª® ­¥¤¥ä®à¬¨-
à®¢ ­­ë© ªà¨áâ ««, â. ¥. âã­­¥«¨à®¢ ­¨¥ ¨¬¥«® ¬¥áâ®
¢ ®ªà¥áâ­®áâ¨ â®çª¨ p = 0; á¯®á®¡ à áá¬®âà¥­¨ï

áãé¥áâ¢¥­­® ®á­®¢ë¢ «áï ­  ä ªâ¥ ¯®áâ®ï­áâ¢  ¯®«ï

F ¢ ¯à®áâà ­áâ¢¥.
�¤¥áì ¬ë ¨á¯®«ì§ã¥¬ ã­¨¢¥àá «ì­ë© ¯®¤å®¤, ¯à¨-

¬¥­¥­­ë© ¤«ï è¨à®ª®£® ªàã£  § ¤ ç, ¢ ç áâ­®áâ¨, ¢
à ¡®â å [17–20] ¨ ®á­®¢ ­­ë© ­  ã­¨â à­®¬ ¯à¥®¡à -
§®¢ ­¨¨ (4×4)-£ ¬¨«ìâ®­¨ ­  �®­ -� ââ¨­¦¥à  [21].
�â® ¯à¥®¡à §®¢ ­¨¥, ¯à¥¤«®¦¥­­®¥ ¢ à ¡®â å [22,23],
á¢®¤¨â § ¤ çã ª ®¯¥à æ¨ï¬ á (2× 2)-£ ¬¨«ìâ®­¨ ­®¬:

Ĥ =

[
P̂ + Q̂ R̄

R̄+ P̂ − Q̂

]
+ bε′

[
1 0

0 −1

]

+
[
aε+ eV (x)−E

] [1 0

0 1

]
, (18)

£¤¥ ¯ à ¬¥âàë aε ¨ bε′ — â¥ ¦¥, çâ® ¨ ¢ ä®à¬ã«¥ (1).
� ª ¨ ¯à¥¤ãá¬ âà¨¢ «®áì ¢ëè¥, §¤¥áì ¨á¯®«ì§ã¥âáï
â®«ìª® ¢¥àá¨ï ¨§®âà®¯­ëå (¢ ®âáãâáâ¢¨¥ ¤¥ä®à¬ -
æ¨¨) ¢ «¥­â­ëå §®­: C = 0 (â. ¥. γ2 = γ3), å®âï á®£« á-
­® [19]  ­ «®£¨ç­ ï ¯à®æ¥¤ãà  áãé¥áâ¢ã¥â ¨ ¢ ¡®«¥¥
®¡é¥© ¯®áâ ­®¢ª¥. � (18) ¨á¯®«ì§®¢ ­ë ®¡®§­ ç¥­¨ï

P̂ = A

(
k2
⊥ −

d2

dx2

)
, Q̂ =

B

2

(
k2
⊥ + 2

d2

dx2

)
,

R̄ =
√

3B

(
k2
⊥

2
− |k⊥|

d

dx

)
, R̄+ =

√
3B

(
k2
⊥

2
+ |k⊥|

d

dx

)
,

V (x) — ¯®â¥­æ¨ « í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¯®«ï, E — ¯®«-
­ ï í­¥à£¨ï ¤ëàª¨. � ¬¨«ìâ®­¨ ­ (18) ¤¥©áâ¢ã¥â ­ 
¤¢ãåª®¬¯®­¥­â­ãî ¢®«­®¢ãî äã­ªæ¨î-áâ®«¡¥æ

Ψ(k⊥, x) =

[
Ψ1(k⊥, x)
Ψ2(k⊥, x)

]
;
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¢ à¥§ã«ìâ â¥ ¯®«ãç ¥âáï á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨©

− ~2(γ1 + 2γ2)
d2Ψ1

dx2
+
[
(γ1 − γ2)p2

⊥ + 2m0(aε+ bε′

+ eV (x)−E)
]
Ψ1 +

√
3γ2

(
p2
⊥Ψ2 + 2~|p⊥|

dΨ2

dx

)
= 0,

(19)

− ~2(γ1 − 2γ2)
d2Ψ2

dx2
+
[
(γ1 + γ2)p2

⊥ + 2m0(aε− bε′

+ eV (x)−E)
]
Ψ2 +

√
3γ2

(
p2
⊥Ψ1 − 2~|p⊥|

dΨ1

dx

)
= 0.

(20)
�¥à¥å®¤ ª ¯ à ¬¥âà ¬ γ1,2 ¢ ãà ¢­¥­¨ïå (19), (20)
¯®§¢®«¨« ¢ ï¢­®¬ ¢¨¤¥ ¢¢¥áâ¨ ¯®áâ®ï­­ãî �« ­ª 

~ ¨ ¤ «¥¥ ¢ë¯®«­¨âì ª¢ §¨ª« áá¨ç¥áª®¥ à §«®¦¥­¨¥.
�é¥¬ Ψ1,2(k⊥, x) ¢ ¢¨¤¥

Ψ1,2(x) = exp

[
eS0(x)

~
+ iS1,2(x)

]
; (21)

¯à¨ç¥¬ äã­ªæ¨¨ S1,2(x) à §« £ ¥¬ ¢ ª¢ §¨ª« áá¨ç¥-

áª¨¥ àï¤ë: S1,2(x) = S
(0)
1,2(x)+~S(1)

1,2(x)+~2S
(2)
1,2(x)+ . . . .

� àï¤ã á S1,2(x) ¢¢¥¤¥¬ ¨å à §­®áâì

T(x) = T0(x) + ~T1(x) + ~2T2(x) + . . . ,

£¤¥ Ti(x) = S
(i)
1 (x) − S

(i)
2 (x).

�®á«¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ ¢ëà ¦¥­¨© (21) ¢ ãà ¢­¥­¨ï

(19), (20) ¯®á«¥¤­¨¥ ­ àï¤ã á äã­ªæ¨ï¬¨ S0(x),

S
(i)
1,2(x) ¢ à §«¨ç­ëå áâ¥¯¥­ïå á®¤¥à¦ â â ª¦¥ íªá-
¯®­¥­æ¨ «ì­ë¥ á®¬­®¦¨â¥«¨ exp[±iT(x)]. �ëáâà ï

áå®¤¨¬®áâì ª¢ §¨ª« áá¨ç¥áª¨å àï¤®¢ âà¥¡ã¥â ¢ë¯®«-
­¥­¨ï ãá«®¢¨ï

~|T1(x)| � 1, (22)

çâ® ¯®§¢®«¨«® ¡ë ¨á¯®«ì§®¢ âì à §«®¦¥­¨¥

e±iT(x) = e±iT0(x)
[
1± i~T1(x) + 0(~2)

]
.

�á«®¢¨¥ (22) ¨á¯®«ì§ã¥âáï ¤ «¥¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ªà¨â¥à¨ï
á¯à ¢¥¤«¨¢®áâ¨ ª« áá¨ç¥áª®£® ¯®¤å®¤ , ¯à¨¬¥­¥­­®-
£® ¢ à §¤. 3.
� ­ã«¥¢®¬ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ ¯® ~ ¨§ (19) ¨ (20) á«¥¤ã¥â

(γ1 + 2γ2)S′0
2

+ (γ1− γ2)p2
⊥+ 2m0

[
aε+ bε′+ eV (x)−E

]
+
√

3γ2

(
p2
⊥ + 2|p⊥|iS

′
0

)
e−iT0 = 0, (23)

(γ1− 2γ2)S′0
2

+ (γ1 + γ2)p2
⊥+ 2m0

[
aε− bε′+ eV (x)−E

]
+
√

3γ2

(
p2
⊥ − 2|p⊥|iS

′
0

)
eiT0 = 0, (24)

(¢áî¤ã ªà®¬¥ ε′ èâà¨å ®¡®§­ ç ¥â ¯à®¨§¢®¤­ãî ¯® x),
®âªã¤  ¯®«ãç ¥âáï

S′2
2

= −p2
⊥ + f1(x) ±

√
f2

2 (x) + f3p
2
⊥, (25)

£¤¥

f1(x) = −
2m0 {γ1[eV (x) + aε−E]− 2γ2bε

′}

γ2
1 − 4γ2

2

,

f2(x) = −
2m0 {2γ2[eV (x) + aε−E]− γ1bε

′}

γ2
1 − 4γ2

2

,

f3(x) = −
12m0γ2bε

′

γ2
1 − 4γ2

2

.

� ¯®¬­¨¬, çâ® ­ ¬ ¨­â¥à¥á¥­ á«ãç © á¦ â¨ï

(bε′ < 0), â ª çâ® f3 > 0. � á â ª¦¥ ¨­â¥à¥áã¥â

â®«ìª® ®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ¯®â¥­æ¨ «ë V (x). �¥«¨ç¨­ 

|eV (x) + aε − E| ¬ «  ­  í¬¨ââ¥à¥ ¤ëà®ª (â. ¥. ­ 
 ­®¤¥) ¨ ¢®§à áâ ¥â ¯® ¬¥à¥ ®â¤ «¥­¨ï ®â ­¥£®, â ª
çâ® äã­ªæ¨¨ f1,2(x), ®âà¨æ â¥«ì­ë¥ ã  ­®¤ , ¬®£ãâ
¢ à®áâ®¬ x ¨ |V (x)| ¨§¬¥­¨âì §­ ª. �¥à¢®© ¯® ¬¥à¥

à®áâ  |V (x)| ¨§¬¥­ï¥â §­ ª f1(x),   ¯à¨ ¥é¥ ¡®«ìè¨å
§­ ç¥­¨ïå |eV (x)| ¯®¬¥­ï¥â §­ ª ¨ f2(x), áâ ¢ â ª¦¥
¯®«®¦¨â¥«ì­®©.
� «¥¥ ¬ë ®£à ­¨ç¨¬áï à áá¬®âà¥­¨¥¬ â®«ìª® à¥-

è¥­¨ï (25) á® §­ ª®¬ ”+” ¯¥à¥¤ à ¤¨ª «®¬ ¢ ¯à ¢®©

ç áâ¨, çâ® á®®â¢¥âáâ¢ã¥â ¢¥â¢¨ E1(p). �« áá¨ç­®áâì

¤¢¨¦¥­¨ï ¨¬¥­­® ¢ íâ®© ¯®¤§®­¥ ¡ã¤¥ ¯à®¢¥à¥­ .
�à®¬¥ S′0 ãà ¢­¥­¨ï (23), (24) ¯®§¢®«ïîâ â ª¦¥

­ ©â¨ T0 = S
(0)
1 − S

(0)
2 . � á«¥¤ãîé¥¬ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨

¯® ~ ¯®«ãç îé ïáï ¨§ (19) ¨ (20) á¨áâ¥¬  ãà ¢­¥­¨©

− (γ1 +2γ2)
[
iS′′0 − 2S′0(S′1

(0)
)′
]

+2
√

3i|p⊥|γ2(S
(0)
2 )′e−iT0

−
√

3iγ2

(
p2
⊥ + 2|p⊥|iS

′
0

)
T1e

−iT0 = 0, (26)

−(γ1 − 2γ2)
[
iS′′0 − 2S′0(S′2

(0)
)′
]
− 2
√

3i|p⊥|γ2(S
(0)
1 )′eiT0

+
√

3iγ2

(
p2
⊥ − 2|p⊥|iS

′
0

)
T1e

iT0 = 0, (27)

¯®§¢®«ï¥â (§­ ï T0(x)) ¢ëç¨á«¨âì (S
(0)
1,2)′ ¨ T1(x) ¨

¯à®¢¥à¨âì § â¥¬ ¢ë¯®«­¥­¨¥ ãá«®¢¨ï (22). �¬¥¥¬

T1 = ∆1/∆, (28)

£¤¥

∆1 = 2
(
γ2

1 − 4γ2
2

)
T′0S′0

2
− 6γ2

2p
2
⊥T′0

−
√

3|p⊥|γ2S′′0

[
(γ1 + 2γ2)eiT0 + (γ1 − 2γ2)e−iT0

]
,

∆ = iγ2

√
3|p⊥|S

′
0

{
−4i
√

3γ2|p⊥|+ (γ1 + 2γ2)

× (|p⊥| − 2iS′0)eiT0 +(γ1 − 2γ2)(|p⊥|+2iS′0)e−iT0

}
.

4.2. �à¨â¥à¨© ª¢ §¨ª« áá¨ç­®áâ¨. �à¥¤¯®«®¦¨¬,
çâ® ¯®â¥­æ¨ « V (x) ¨§¬¥­ï¥âáï ¯® § ª®­ã

V (x) = Vc − V1e
−λx, (29)

£¤¥ §­ ç¥­¨¥ Vc ®¯à¥¤¥«ï¥âáï ãá«®¢¨¥¬ f2(x)→ 0 ¯à¨
x → ∞, â. ¥. eVc = aε − E − γ1bε

′/2γ2,   å à ªâ¥à­ ï
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¤«¨­  λ−1 ¡ã¤¥â ®æ¥­¥­  ­¥áª®«ìª® ­¨¦¥. �à¨ íâ®¬
f2(x) ¨¬¥¥â ¢¨¤

f2(x) = −F2e
−λx, (30)

£¤¥ F2 = 4m0γ2eV1/(γ
2
1 − 4γ2

2),   f1(x) = m0b|ε′|/γ2 −
γ1F2e

−λs/2γ2. � ª®­ ¨§¬¥­¥­¨ï ¯®â¥­æ¨ «  (29)
¯à¥¤¯®« £ ¥â, çâ® ¯à¨ x → ∞ áãé¥áâ¢ã¥â ®¡« áâì

á ��� ¤ëà®ª, ¢ ª®â®à®© ¯®â¥­æ¨ « à ¢¥­ Vc, ¯à¨-
ç¥¬ ãá«®¢¨¥ (22) ¯®¤«¥¦¨â ­¥®¡å®¤¨¬®© ¯à®¢¥àª¥ ­ 
¯®¤áâã¯ å ª íâ®© ®¡« áâ¨, £¤¥ íªà ­¨à®¢ ­¨¥ á®åà -
­ï¥â ¥é¥ á¢®î «¨­¥©­®áâì. �­ ç¥­¨ï p⊥, ª®â®àë¥

á«¥¤ã¥â à áá¬ âà¨¢ âì ¤ «¥¥, ®¯à¥¤¥«ïîâáï ä¥à¬¨-
à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ ¨­¦¥ªâ¨àã¥¬ëå ¤ëà®ª. �á«¨ ®­® ­¥
á«¨èª®¬ è¨à®ª®, â® ¯à¨ ¯®â¥­æ¨ « å Vx ' Vc ¢ë¯®«-
­ï¥âáï ãá«®¢¨¥

S′0
2
�
√
f3|p⊥| (31)

¤«ï ¢á¥å à áá¬ âà¨¢ ¥¬ëå §­ ç¥­¨© p⊥. � íâ¨¬

ãá«®¢¨¥¬ ¬ë ¯®«ãç ¥¬ ¯à¨¡«¨¦¥­­® |S′0| ' (m0b ×
|ε′|/γ2)1/2,   â ª¦¥ ¬®¦¥¬ ¯®«ãç¨âì ®æ¥­ªã∣∣e2iT0

∣∣� 1. (32)

�á«®¢¨ï (31) ¨ (32) ¯®§¢®«ïîâ ¯®«ãç¨âì ¯à¨¡«¨¦¥­-
­®

∆ ' 2
√

3γ2|p⊥|S
′
0
2
(γ1 + 2γ2)eiT0 ,

∆1 ' 2
(
γ2

1 − 4γ2
2

)
T′0S′0

2

¨, ­ ª®­¥æ,

|T1| '
γ1 − 2γ2√

3γ2|p⊥|

∣∣T′0e−iT0
∣∣ =

(
γ2

1 − 4γ2
2

)
λ

6γ2
2p

2
⊥S′0

−f2

(√
f2

2 + f3p
2
⊥ + f2

)
√
f2

2 + f3p2
⊥

 . (33)

�¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ¯à ¢ ï ç áâì (33) ¬ ªá¨-
¬ «ì­  ¯à¨ f2

2 = (
√

5− 1)f3p
2
⊥/2. �à¨ íâ®¬ ¢ëà ¦¥-

­¨¥ ¢ ª¢ ¤à â­ëå áª®¡ª å ¨§ ¯à ¢®© ç áâ¨ (33) à ¢­®
∼ 0.49

√
f3|p⊥|, â ª çâ®

|T1| ' 0.28

√
γ2

1 − 4γ2
2

γ2

λ

|p⊥|
,

  ãá«®¢¨¥ (22) ¯à¨®¡à¥â ¥â ¢¨¤

0.28~
√
γ2

1 − 4γ2
2

γ2

λ

|p⊥|
� 1. (34)

�à¨¬¥­¨¬ ¤«ï ¨á¯®«ì§®¢ ­¨ï ¢ (34) ¤¢¥ à §«¨ç­ë¥
®æ¥­ª¨ λ. �¥à¢ ï ¨§ ­¨å  ­ «®£¨ç­  ¨á¯®«ì§®¢ ­-
­®© ¢ à ¡®â¥ [7], £¤¥ ¢ ª ç¥áâ¢¥ λ−1 á«ã¦¨â ¤«¨­ 

íªà ­¨à®¢ ­¨ï í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¯®«ï ¤à¥©äãîé¨¬¨

¤ëàª ¬¨ á ��� ¢ ª¢ §¨­¥©âà «ì­®© ���-®¡« áâ¨.
�â«¨ç¨¥ ¤ ­­®© á¨âã æ¨¨ ®â à áá¬®âà¥­­®© ¢ [7] á®-
áâ®¨â ¢ â®¬, çâ® ¢ [7] ¢á¥ ­®á¨â¥«¨ ¨¬¥«¨ ®¤¨­ ª®¢ãî

®âà¨æ â¥«ì­ãî¬ ááã, ¯®áª®«ìªã § ª®­ ¤¨á¯¥àá¨¨ ¢ x-
­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¡ë« ¢ ¯¥à¢®¬ ¯à¨¡«¨¦¥­¨¨ ®¤­®à®¤¥­.
� ­ è¥¬ ¦¥ á«ãç ¥ § ª®­ ¤¨á¯¥àá¨¨ E(px) ®ª®«®

â®çª¨ px = pc áãé¥áâ¢¥­­® § ¢¨á¨â ®â |p⊥|, â ª çâ®
íªà ­¨à®¢ ­¨¥ ®áãé¥áâ¢«ï¥âáï ¢¥áì¬  ¬­®£®ª®¬¯®-
­¥­â­®© ¤ëà®ç­®© á¬¥áìî. �ëç¨á«¥­¨¥ ¢¥«¨ç¨­ë λ
¤«ï íâ®© á¬¥á¨ ¢ë¯®«­¥­® ¢ �à¨«®¦¥­¨¨. � ¡®àã
¯ à ¬¥âà®¢ ­  à¨á. 5 á®®â¢¥âáâ¢ã¥â λ ≈ 100¬ª¬−1.
�á«®¢¨¥ (34) ¯®á«¥ ¯®¤áâ ­®¢ª¨ |p⊥| = pr ¨ ¨á¯®«ì§®-
¢ ­¨ï ä®à¬ã« (�.10), (�.11) ¨ (�.12) ¨§ �à¨«®¦¥­¨ï

¯à¨®¡à¥â ¥â ¢¨¤

0.28

[
2(γ2 − γ2)3/4

π5/431/2γ
1/4
1 γ2 (γ2

1 − 4γ2
2)

1/4

e2m0n
1/4
0

κdh1/4p
7/4
c

]1/2

� 1.

(35)
�®¤áâ ­®¢ª  ¯ à ¬¥âà®¢ ¨§ ¯®¤¯¨á¨ ª à¨á. 5 ¯à¨¢®¤¨â
ª ­¥à ¢¥­áâ¢ã ~|T1| = 0.1 � 1. �® ­ è¨¬ ®æ¥­-
ª ¬ ãá«®¢¨¥ (35) ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì­® ¢ë¯®«­ï¥âáï ­¥
â®«ìª® ¢ á«ãç ¥ ¡®«ìè¨å ¤¥ä®à¬ æ¨© (Ec ' 0.3 í�),
­® ¨ ¢ á«ãç ¥ ­¥¡®«ìè¨å ¤¥ä®à¬ æ¨© (Ec ' 26 ¬í�).
�â®à®© á¯®á®¡ ®æ¥­ª¨ á®áâ®¨â ¢ ®¯à¥¤¥«¥­¨¨ ¢¥«¨-

ç¨­ë λ ­¥¯®áà¥¤áâ¢¥­­® ¨§ ¢ëç¨á«¨â¥«ì­®£® íªá¯¥-
à¨¬¥­â , ¯®áª®«ìªã ¢ ­ è¥¬ à á¯®àï¦¥­¨¨ ¨¬¥îâáï

à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ª®­æ¥­âà æ¨¨ ¤ëà®ª ¢¤®«ì ®á¨ x ¯à¨
¢á¥å ­ ¯àï¦¥­¨ïå Va. �ë ®æ¥­¨¢ ¥¬ λ ¯à¨ ­ ¯àï¦¥-
­¨¨ Va ' Vc, â. ¥. ­  £à ­¨ ¯¥à¥å®¤  ®â áâ æ¨®­ à­®-
£® à¥¦¨¬  ª ®áæ¨««ïæ¨®­­®¬ã. �«ï à á¯à¥¤¥«¥­¨©

ª®­æ¥­âà æ¨¨, á®®â¢¥âáâ¢ãîé¨å ¬®¤¥«¨ ­  à¨á. 5,
¡ë«® ¯®«ãç¥­® λ ≈ 150¬ª¬−1, çâ® ­ å®¤¨âáï ¢

ã¤®¢«¥â¢®à¨â¥«ì­®¬ á®£« á¨¨ á ¯à¥¤ë¤ãé¥© ®æ¥­ª®©

¢¥«¨ç¨­ë λ. �¥«¨ç¨­  pr â ª¦¥ ¬®£«  ¡ëâì ®æ¥­¥­ 
¨§ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤ëà®ª ¢ ¨¬¯ã«ìá­®¬ ¯à®áâà ­áâ¢¥.
�â¨ ®æ¥­ª¨ ­¥ ®¯à®¢¥à£«¨ ¯à¥¤ë¤ãé¨å. �®íâ®¬ã ¬ë
®£à ­¨ç¨«¨áì ªà âª®© ¨­ä®à¬ æ¨¥©.

5. � ª«îç¥­¨¥

�ëè¥ ¬ë à áá¬®âà¥«¨ à¥§ã«ìâ âë à¥ «¨§ æ¨¨ à -
­¥¥ ¯à¥¤«®¦¥­­®£® ¬¥å ­¨§¬  ¢®§¡ã¦¤¥­¨ï ª®«¥¡ -
­¨© ¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® â®ª  ­®á¨â¥«¥© á ��� ­  ®á­®¢¥

®¤­®®á­®-á¦ âëå ¤ëà®ç­ëå ¯®«ã¯à®¢®¤­¨ª®¢. �ëà-
ª¨ ¢ ª ç¥áâ¢¥ ­®á¨â¥«¥© â®ª  ­ ¨«ãçè¨¬ ®¡à §®¬ ¨

á ¡®«ìè¨¬ § ¯ á®¬ à¥ «¨§ãîâ ­¥®¡å®¤¨¬®¥ ãá«®¢¨¥

M > 2m. �à®¬¥ íâ®£® à áá¬®âà¥­­ ï §¤¥áì à¥ -
«¨§ æ¨ï ��� ¨¬¥¥â ®¡ê¥¬­ë© å à ªâ¥à (¢ ®â«¨ç¨¥
®â ª®­â ªâ­®£® (¨­â¥àä¥©á­®£®) å à ªâ¥à  ¢ á«ãç ¥
 á¨¬¬¥âà¨ç­ëå ¤¢®©­ëå ª¢ ­â®¢ëå ï¬ [4,7] ¨«¨ ¦¥

ª®¬¯®§¨â­ëå ΓX-ª¢ ­â®¢ëå ï¬ [7]), â ª çâ® ­¥®¡-
å®¤¨¬ë© ­ ¬ § ª®­ ¤¨á¯¥àá¨¨ ­®á¨â¥«¥© ­¥ âà¥¡ã¥â

á ¬ ¯® á¥¡¥ á«®¨áâ®© áâàãªâãàë ¡ §ë ¨ ¬®¦¥â ¡ëâì

à¥ «¨§®¢ ­ ¢ ®¤­®à®¤­®¬ ®¡ê¥¬¥ ¤ëà®ç­®£® ¯®«ã¯à®-
¢®¤­¨ª . �®íâ®¬ã íªá¯¥à¨¬¥­â «ì­®¥ ®áãé¥áâ¢«¥­¨¥
íâ®© ¢¥àá¨¨ ¢ à¥¦¨¬¥ ­¨§ª¨å â¥¬¯¥à âãà (T � ~ω0),
­¨§ª¨å ­ ¯àï¦¥­¨© (eV 6 ~ω0) ¨ ¬ «ëå ¤¥ä®à¬ æ¨©
(Ec < ~ω0) ¯à¥¤áâ ¢«ï¥âáï ­ ¨¡®«¥¥ à¥ «¨áâ¨ç­ë¬

(â¥¬ ¡®«¥¥, çâ® ¤«¨­ë ¡ § ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ â ª¦¥ ¢¯®«­¥
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¤®áâã¯­ë: l > 0.5 ¬ª¬). � á®¦ «¥­¨î, ç áâ®âë ª®-
«¥¡ ­¨© ¢ íâ®¬ á«ãç ¥ ­¥ á«¨èª®¬ ¢¥«¨ª¨ (â¨¯¨ç­®¥
§­ ç¥­¨¥ ∼ 0.5 ��æ). �à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª ¬ ªá¨¬ «ì­® ¤®-
¯ãáâ¨¬ë¬ ¤¥ä®à¬ æ¨ï¬ (¤«ï ª®â®àëå Ec > ~ω0) ¤«ï
¯®«ãç¥­¨ï ®áæ¨««ïæ¨© ­¥®¡å®¤¨¬® áãé¥áâ¢¥­­® á®-
ªà â¨âì ¤«¨­ã l ¨, á«¥¤®¢ â¥«ì­®, ã¢¥«¨ç¨âì n0. �à¨
íâ®¬ à áá¥ï­¨¥ ¤ëà®ª ­  å ®â¨ç¥áª¨ à á¯®«®¦¥­­ëå

 ªæ¥¯â®à å ­¥ ¯®§¢®«ï¥â ¢ë¯®«­¨âì ãá«®¢¨¥ (12) ¯à¨
¯à¨¥¬«¥¬ëå §­ ç¥­¨ïå Ec. �ëå®¤ ¨§ ¯®«®¦¥­¨ï

¬®¦¥â ¡ëâì ­ ©¤¥­ ¢ ¬®¤ã«¨à®¢ ­­®¬ «¥£¨à®¢ ­¨¨

¨ ¯à¨ ¯¥à¥å®¤¥ ª á«®¨áâ®© áâàãªâãà¥ ¡ §ë (­® á á®-
åà ­¥­¨¥¬ ®¡ê¥¬­®£® ¬¥å ­¨§¬  ®¡à §®¢ ­¨ï ���).
� ç áâ­®áâ¨, íâ® ¬®£ãâ ¡ëâì δ-«¥£¨à®¢ ­­ë¥ ¡ §ë

­¥®¡å®¤¨¬®£® ¯¥à¨®¤  ¨ á ­¥®¡å®¤¨¬®© ¯®¢¥àå­®áâ­®©

ª®­æ¥­âà æ¨¥©  ªæ¥¯â®à®¢ ­  ®¤¨­ á«®©. �¥à¥å®¤ ª

á«®¨áâë¬ ¡ § ¬ ¨ ª §­ ç¥­¨ï¬ l < 0.1 ¬ª¬ ¯®§¢®«¨«

¡ë ¤®áâ¨çì ç áâ®â ®áæ¨««ïæ¨© ¡®«¥¥ 10��æ, ª®â®àë¥
¯®«ãç¥­ë §¤¥áì ¢ à §¤. 3. � ¤àã£®© áâ®à®­ë, ­ «¨ç¨¥
¨§¬¥­¥­¨ï ¯®â¥­æ¨ «  ¢ ¯®¯¥à¥ç­®¬ ­ ¯à ¢«¥­¨¨

¯à¨¢¥«® ¡ë ª ­¥ª®â®àë¬ ¨§¬¥­¥­¨ï¬ § ª®­®¢ ¤¨á¯¥à-
á¨¨ ¤ëà®ª, ª®â®àë¥, ¥áâ¥áâ¢¥­­®, ­¥ ãç¨âë¢ «¨áì ¢
à §¤. 3.

�¥à¥å®¤ ª á«®¨áâ®© áâàãªâãà¥ ¡ §ë, ®¤­ ª®, ãáâà -
­ï¥â âã ¯à®áâ®âã ª®­áâàãªæ¨¨ p+pp+-¤¨®¤ , ª®â®à ï
ï¢«ï¥âáï ®á­®¢­®© ¯à¨¢«¥ª â¥«ì­®© ç¥àâ®© ®¯¨áë-
¢ ¥¬®£® ¬¥å ­¨§¬ . � íâ®¬ á«ãç ¥ ¯®ï¢«ï¥âáï ¤®-
¯®«­¨â¥«ì­ë© ª®­ªãà¨àãîé¨© á¯®á®¡ à¥ «¨§ æ¨¨ § -
ª®­  ¤¨á¯¥àá¨¨ á ãç áâª®¬ ��� ¢ ¤ëà®ç­ëå ¯®-
«ã¯à®¢®¤­¨ª å — ª¢ ­â®¢ ­¨¥ ¤ëà®ª ¢ ª¢ ­â®¢ëå

ï¬ å [24]; §¤¥áì ¦¥ ®¡è¨à­ë© ¯¥à¥ç¥­ì ¡®«¥¥ à ­­¨å
à ¡®â. �á¯®«ì§®¢ ­¨¥ ¯à®¤®«ì­®£® âà ­á¯®àâ  ç¥à¥§
¡ §ã ¢ ¤ëà®ç­ëå ª¢ ­â®¢ëå ï¬ å ¯®§¢®«ï¥â: 1) á®-
åà ­¨âì ¡®«ìè®¥ ®â­®è¥­¨¥ M/m; 2) à¥£ã«¨à®¢ âì

í­¥à£¨î â¨¯  Ec è¨à¨­®© ª¢ ­â®¢®© ï¬ë; 3) á®ç¥â âì
¢ ¯á¥¢¤®¬®àä­ëå áâàãªâãà å (¢ á¨áâ¥¬ å GexSi1−x
¨«¨ InxGa1−xAs) ¤¢  ¬¥å ­¨§¬  ®¡à §®¢ ­¨ï ���:
ª¢ ­â®¢ ­¨¥ ¨  ­¨§®âà®¯­ãî ¤¥ä®à¬ æ¨î; 4) ®áãé¥-
áâ¢«ïâì ¬®¤ã«¨à®¢ ­­®¥ «¥£¨à®¢ ­¨¥. �®íâ®¬ã à á-
á¬®âà¥­¨¥ â ª¨å ª¢ ­â®¢ ­­ëå ¤ëà®ç­ëå á«®¨áâëå

¡ § ¢ à ¬ª å ®¯¨áë¢ ¥¬®© §¤¥áì ¯à®¡«¥¬ë çà¥§¢ë-
ç ©­®  ªâã «ì­®. �â¬¥â¨¬, çâ® à ­¥¥ [3] ¢ ¬®¤¥«ì­®©
¢¥àá¨¨ § ¤ ç  ®¡ ®áæ¨««ïæ¨ïå ¢ á«®¨áâëå ¡ § å ¡ë« 

à áá¬®âà¥­ ; ¡ë«® § ä¨ªá¨à®¢ ­® ­ «¨ç¨¥ ª®«¥¡ -
­¨© â®ª  ¤ ¦¥ ¢ á«ãç ¥ ¥¤¨­áâ¢¥­­®£® á«®ï.

� ª ã¦¥ ¯®¤à®¡­® ¨§« £ «®áì ¢ à §¤. 2, £« ¢­ë©
ª®­ä«¨ªâ, § «®¦¥­­ë© ¢ ¯à¨­æ¨¯¥ ¤¥©áâ¢¨ï £¥­¥à -
â®à , á®áâ®¨â ¢ ¤¢®©­®© à®«¨ «¥£¨àãîé¥© ¯à¨¬¥á¨ —
®­  íªà ­¨àã¥â í«¥ªâà¨ç¥áª®¥ ¯®«¥ (¨ ¢ íâ®© à®«¨

¥¥ ¤®«¦­® ¡ëâì ¬­®£® ¤«ï à¥ «¨§ æ¨¨ ª®à®âª¨å

áâàãªâãà) ¨ ®­  ¦¥ à áá¥¨¢ ¥â ¤ëàª¨ (¨ ¢ íâ®© à®«¨
¥¥ ­¥ ¤®«¦­® ¡ëâì ¢®¢á¥). �®¤ã«¨à®¢ ­­®¥ «¥£¨à®¢ -
­¨¥, ¯à¨¢®¤ïé¥¥ ª ­¥¨§¡¥¦­®© á«®¨áâ®© áâàãªâãà¥,—
®¤¨­ ¨§ á¯®á®¡®¢ à¥è¥­¨ï íâ®£® ª®­ä«¨ªâ .

�àã£®© á¯®á®¡ ¬®£ ¡ë á®áâ®ïâì ¢® ¢¢¥¤¥­¨¨ ®¯à¥-
¤¥«¥­­®© ­¥®¤­®à®¤­®áâ¨ à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¯à¨¬¥á¥©

¢¤®«ì ­ ¯à ¢«¥­¨ï â®ª , â. ¥. ¯® ®á¨ x, ¯®áª®«ìªã

à §«¨ç­ë¥ ®¡« áâ¨ ¡ §ë ¨£à îâ à §«¨ç­ë¥ äã­ªæ¨-
®­ «ì­ë¥ à®«¨. �¤­ ª® ®â¬¥â¨¬, çâ® â ª ï áâà â¨-
ä¨ª æ¨ï ®¯ á­  ­¥¢®§¬®¦­®áâìî ¯®á«¥¤®¢ â¥«ì­®£®

¡ ««¨áâ¨ç¥áª®£® ®¯¨á ­¨ï. �®á«¥¤­¥¥ ­¥ ¡ã¤¥â § -
¢¨á¥âì ®â ª ª¨å-«¨¡® ¯à¥¤¯®«®¦¥­¨© ® à áá¥ï­¨¨ ¢

¯à¥¤¥« å ¡ §ë ­®á¨â¥«¥©, ¢«¥â îé¨å ¢ ­¥¥ ¨§ ®¡®¨å
í«¥ªâà®¤®¢, â®«ìª® ¢ á«ãç ¥ ®âáãâáâ¢¨ï â ¬ ¯®â¥­æ¨-
 «ì­®£® ¬¨­¨¬ã¬  (â. ¥. ¯®â¥­æ¨ «ì­ë© ¯à®ä¨«ì ¤®«-
¦¥­ ®¯¨áë¢ âìáï «¨¡® ¬®­®â®­­®© äã­ªæ¨¥©, «¨¡®
á®¤¥à¦ âì ®¤¨­ ¯®â¥­æ¨ «ì­ë© ¡ àì¥à). �¢®¤ï á«®¨
¯®¢ëè¥­­®£® «¥£¨à®¢ ­¨ï, ¬ë ¢¢®¤¨¬ ¯®â¥­æ¨ «ì-
­ë¥ ï¬ë ¨ á ­¨¬¨ ­¥®¡å®¤¨¬®áâì ¢ ®¯¨á ­¨¨ § å¢ â 

­®á¨â¥«¥© ï¬ ¬¨ ¨ ®á¢®¡®¦¤¥­¨ï ¨§ ­¨å.

� áá¬®âà¥­­ë© ­ ¬¨ ¬¥å ­¨§¬ £¥­¥à æ¨¨, ®á­®-
¢ ­­ë© ­  ­®á¨â¥«ïå á ���, ï¢«ï¥âáï ­¥ª®â®àë¬

 ­ «®£®¬ å®à®è® ¨§¢¥áâ­®£® íää¥ªâ  � ­­ . � ¢ â®¬

¨ ¢ ¤àã£®¬ á«ãç ïå ¨á¯®«ì§®¢ ­ íää¥ªâ ”ãâï¦¥­¨ï”
­®á¨â¥«¥© ¯® ¬¥à¥ à®áâ  ¨å ª¨­¥â¨ç¥áª®© í­¥à£¨¨.
�à¨­æ¨¯¨ «ì­®¥ à §«¨ç¨¥ íâ¨å ¬¥å ­¨§¬®¢ á®áâ®-
¨â ¢ â®¬, çâ® £ ­­®¢áª ï £¥­¥à æ¨ï ª®«¥¡ ­¨© —
â¨¯¨ç­ë© ¤¨áá¨¯ â¨¢­ë© íää¥ªâ á ¤¨ääã§¨®­­ë¬

âà ­á¯®àâ®¬, ¬¥¦¤®«¨­­ë¬¨ ¯¥à¥å®¤ ¬¨ ¢á«¥¤áâ¢¨¥
à áá¥ï­¨ï, ãâï¦¥«¥­¨¥¬ ¬ áá ¯®¤¢¨¦­®áâ¨ ¨ ¯«®â-
­®áâ¨ á®áâ®ï­¨©. � ­ è¥¬ á«ãç ¥ — ¡¥§¤¨áá¨¯ -
â¨¢­ë© íää¥ªâ, ¯à¨ç¥¬ ¨¬¥¥â ¬¥áâ® ãâï¦¥«¥­¨¥

â®«ìª® ¥¤¨­áâ¢¥­­®© âà ­á¯®àâ­®© ¬ ááë ¨ â®«ìª® ¢

­ ¯à ¢«¥­¨¨ ¤¢¨¦¥­¨ï. �áâ¥áâ¢¥­­®, çâ® ¢®§¬®¦­ë
¯à®¬¥¦ãâ®ç­ë¥ á¨âã æ¨¨ á ¬ «ë¬ ç¨á«®¬ à áá¥ï­¨©

­  ¡ §¥ (â ª ­ §ë¢ ¥¬ë© ª¢ §¨¡ ««¨áâ¨ç¥áª¨© ¯¥à¥-
­®á), á®ç¥â îé¨© ¤¥â «¨ ª ¦¤®£® ¨§ ¬¥å ­¨§¬®¢ (á¬.,
­ ¯à¨¬¥à, [25]).

�¢ §¨ª« áá¨ç¥áª¨© ¯®¤å®¤ ¤ ­­®© à ¡®âë âà¥¡ã¥â

¢ë¯®«­¥­¨ï ¥é¥ ®¤­®£® ªà¨â¥à¨ï (¯®¬¨¬® ãá«®¢¨ï

(22)) — íâ® ãá«®¢¨¥ ¬ «®áâ¨ ç áâ®âë â®ª®¢ëå ª®«¥-
¡ ­¨© 2πf ¯® áà ¢­¥­¨î á ¬¨­¨¬ «ì­®© ª¢ ­â®¢®©

ç áâ®â®© ω = [E2(kc) − E1(kc)]/~. �â® ãá«®¢¨¥

­¥¢ë¯®«­¨¬® ¯à¨ p⊥ = 0, ª®£¤  ω = 0; ®¤­ ª®

®­® ¡ã¤¥â ¢ë¯®«­¥­® ¤«ï ¡®«ìè¨­áâ¢  ãç áâ¢ãîé¨å

¢ â®ª¥ ¤ëà®ª, ¥á«¨ ¨á¯®«ì§¢ âì ¢ ª ç¥áâ¢¥ ω ¥¥

§­ ç¥­¨¥ ¯à¨ p⊥ = pr, à ¢­®¥

ω(pr) =
2

~

√
2γ2

γ1 − γ2
µ|bε′|. (36)

�æ¥­¨¬ á®®â¢¥âáâ¢ãîéãî ç áâ®âã f(pr) = ω(pr)/2π
¤«ï |bε′| = 2 · 10−2 í� ¨ µ = 4 · 10−3 í�; ¨¬¥¥¬

f(pr) ∼ 7 ��æ, çâ® ¡®«¥¥ ç¥¬ ­  ¯®àï¤®ª ¯à¥¢ëè ¥â

­ ©¤¥­­ãî ¢ à §¤. 3 ç áâ®âã ª®«¥¡ ­¨© â®ª . �â®«ì
¦¥ ¡« £®¯à¨ïâ­ë ®æ¥­ª¨ ¨ ¢ ®áâ «ì­ëå á«ãç ïå.

� ¡®â  ¢ë¯®«­¥­  ¯à¨ ç áâ¨ç­®© ä¨­ ­á®¢®©

¯®¤¤¥à¦ª¥ �¡ê¥¤¨­¥­­®£® ä®­¤  ¯à ¢¨â¥«ìáâ¢ 

�ªà ¨­ë, �¥¦¤ã­ à®¤­®£® ­ ãç­®£® ä®­¤  (£à ­â
N �5�100) ¨ �®­¤  äã­¤ ¬¥­â «ì­ëå ¨áá«¥¤®¢ ­¨©
�®áã¤ àáâ¢¥­­®£® ª®¬¨â¥â  ¯® ­ ãª¥ ¨ â¥å­¨ª¥ �ªà -
¨­ë (£à ­â 2.3/23 ”� ««¨áâ ”).
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�à¨«®¦¥­¨¥

�ëç¨á«¥­¨¥ íää¥ªâ¨¢­®£® à ¤¨ãá 

íªà ­¨à®¢ ­¨ï ¤ëà®ª á ®âà¨æ â¥«ì­®©

íää¥ªâ¨¢­®© ¬ áá®©

� à §¤. 5 ¡ë« ¨á¯®«ì§®¢ ­ ¯ à ¬¥âà λ, ®¯à¥¤¥«ï-
îé¨© § âãå ­¨¥ í«¥ªâà¨ç¥áª®£® ¯®«ï ¢ ª¢ §¨­¥«¨-
­¥©­®© ®¡« áâ¨ ��� ¨ ¨¬¥îé¨© ä¨§¨ç¥áª¨© á¬ëá«

®¡à â­®£® à ¤¨ãá  íªà ­¨à®¢ ­¨ï í«¥ªâà¨ç¥áª®£® § -
àï¤ . � ¯®¬­¨¬, çâ® ¢ ®¡« áâ¨ ��� § àï¤  ªæ¥-
¯â®à®¢ ­¥©âà «¨§ã¥âáï § àï¤®¬ ¤à¥©äãîé¨å ���-
¤ëà®ª, â ª çâ® ¢ë¯®«­ï¥âáï ãá«®¢¨¥ ­¥©âà «ì­®áâ¨
P = n0, £¤¥ ª®­æ¥­âà æ¨ï ¤ëà®ª P ¤ ¥âáï ä®à¬ã«®©

(15), ª®â®àãî ¯¥à¥¯¨è¥¬ ¢ ¢¨¤¥

P =
4π

h3

∫
p⊥dp⊥dpxf(x, px, p⊥). (�.1)

�à¥¤¯®«®¦¨¬, çâ® ¢ ¯«®áª®áâ¨ x = 0 à á¯®« £ ¥â-
áï íää¥ªâ¨¢­ë©  ­®¤ (¨­¦¥ªâ®à®¬ ¤ëà®ª ï¢«ï¥âáï

¨¬¥­­®  ­®¤). �«¥â îé¨¥ ¨§  ­®¤  ¤ëàª¨ ®¯¨áë¢ -
îâáï à á¯à¥¤¥«¥­¨¥¬ �¥à¬¨

f(0, px, p⊥) =


1, ¯à¨ µ > Ẽ1(px, p⊥) > 0,

¨ px > 0;

0, ¯à¨ µ < Ẽ1(px, p⊥)

¨«¨ px < 0.

(�.2)

�â¬¥â¨¬, çâ® ¯ à ¬¥âà µ ­  íää¥ªâ¨¢­®¬  ­®¤¥ ­¥

ï¢«ï¥âáï ­¥ª®â®à®© ª®­áâ ­â®© íâ®£® ª®­â ªâ ,   § -
¢¨á¨â ®â ¯à®â¥ª îé¥£® â®ª , ¨ ¯®â¥­æ¨ « íää¥ªâ¨¢-
­®£®  ­®¤  ¢ ®â«¨ç¨¥ ®â ¯®â¥­æ¨ «  ¬¥â ««ãà£¨ç¥-
áª®£®  ­®¤  ¨§¬¥­ï¥âáï á â®ª®¬ â®¦¥. � ãç¥â®¬ (�.2)
¨ ãá«®¢¨ï ¡ ««¨áâ¨ç­®áâ¨ â®ª  ¤ëà®ª § ¯¨è¥¬ ¨å

äã­ªæ¨î à á¯à¥¤¥«¥­¨ï ¤«ï ¯à®¨§¢®«ì­ëå §­ ç¥­¨©

x (¯à¥­¥¡à¥£ ï, ®¤­ ª®, ®¡à â­ë¬ ¯®â®ª®¬ ¤ëà®ª,
¢ë«¥â¥¢è¨å ¨§  ­®¤ ) ¢ ¢¨¤¥

f(x, px, p⊥)=



1, ¯à¨ µ− eV (x)>Ẽ1(px, p⊥)>−eV (x)

¨ px > 0;

0, ¯à¨ Ẽ1(px, p⊥) < −eV (x),

Ẽ1(px, p⊥) > −eV (x) + µ

¨«¨ px < 0.A

(�.3)

�¢¥¤¥¬ ¤«ï § ¤ ­­ëå §­ ç¥­¨© x ¨ p⊥ ¤¢  £à ­¨ç-

­ëå §­ ç¥­¨ï px, ®¡®§­ ç ¥¬ëå p
(1)
x = p

(1)
x (p⊥, x) ¨

p
(2)
x = p

(2)
x (p⊥, x) ¨ ®¯à¥¤¥«ï¥¬ëå ä®à¬ã« ¬¨

Ẽ1(p(1)
x , p⊥) = −eV (x),

Ẽ1(p(2)
x , p⊥) = −eV (x) + µ. (�.4)

� ¯®¬­¨¬, çâ® V (x) < 0 ¨ çâ® Ẽ1(px, p⊥)
®âáç¨âë¢ ¥âáï ®â ¤­  §®­ë E1(px, p⊥), â. ¥.
Ẽ1(px, p⊥) = E1(px, p⊥) − aε + Bk2

c ï¢«ï¥âáï

ª¨­¥â¨ç¥áª®© í­¥à£¨¥© ¢ ­¨¦­¥© ¯®¤§®­¥. � ãç¥â®¬

(�.3) ¨ ®¯à¥¤¥«¥­¨© (�.4) ¨¬¥¥¬

P =
4π

h3

∫ pr

0

p⊥dp⊥

(
p(2)
x − p

(1)
x

)
, (�.5)

£¤¥ pr — ­ ¨¡®«ìè¥¥ §­ ç¥­¨¥ p⊥, ®¯à¥¤¥«ï¥¬®¥

ãá«®¢¨¥¬

Ẽ1(0, pr) = µ. (�.6)

� «ì­¥©è ï ­ è  § ¤ ç  á®áâ®¨â ¢ ¯®«ãç¥­¨¨ ï¢­®£®

¢ëà ¦¥­¨ï ¤«ï p
(2)
x − p

(1)
x ¨ ¢ëç¨á«¥­¨¨ ¨­â¥£à «  ¢

(�.5). �á¯®«ì§ãï (2) ¨ (3), ¨¬¥¥¬

p2
x = −p2

⊥ − 2γ2
γ1p

2
k + 2γ2p

2
c

γ2
1 − 4γ2

2

+ 2γ2

√
(γ1p2

c + 2γ2p2
k)2

(γ2
1 − 4γ2

2)2
+

3p2
cp

2
⊥

γ2
1 − 4γ2

2

, (�.7)

£¤¥ p2
k = −p2

c−m0E/γ2. �¥âàã¤­® ã¡¥¤¨âìáï, çâ® ä®à-
¬ã«  (�.7) ï¢«ï¥âáï ¬®¤¨ä¨ª æ¨¥© ä®à¬ã«ë (25).
�®¤áâ ¢«ïï ¢ (�.7) ¢ ª ç¥áâ¢¥ E ¯à ¢ë¥ ç áâ¨ ä®à-

¬ã« (�.4), ¯®«ãç¨¬ ¢ëà ¦¥­¨¥ ¤«ï (p
(1)
x )2 ¨ (p

(2)
x )2

á®®â¢¥âáâ¢¥­­®. �®¤áâ ¢«ïï íâ¨ ¢ëà ¦¥­¨ï ¢ (�.5)
¯®«ãç¨¬

P =
4π

h3pc

[
γ1m0µ

γ2
1 − 4γ2

2

p2
r

2
+

γ2

3p2
0

((
p2
rp

2
0 + p4

2

)3/2

−
(
p2
rp

2
0 + p4

1

)3/2
)
−

γ2

3p2
0

(
p6

2 − p
6
1

)]
, (�.8)

£¤¥

p2
0 = 3p2

c/
(
γ2

1−4γ2
2

)
, p4

1 = 4e2V 2
1 (x)m2

0/
(
γ2

1−4γ2
2

)2

,

p4
2 = 4m2

0[eV1(x) + µ]2
/(

γ2
1 − 4γ2

2

)2

.

� ¯à ¢®© ç áâ¨ (�.8) ¯à¥¤¯®«®¦¥­®, çâ®

pc � pr,   â ª¦¥ ¯à¨­ïâ®, çâ® Ec � µ,
V (x) = Vc − V1(x), £¤¥ Vc ®¯à¥¤¥«¥­® ¯®  ­ «®£¨¨ á
(29): eVc = −Ec = −(γ1 + 2γ2)p2

c/2m0. � «ì­¥©è¥¥

ã¯à®é¥­¨¥ ¯à ¢®© ç áâ¨ ä®à¬ã«ë (�.8) ¯à¨¢®¤¨â ª
¢ëà ¦¥­¨î

P '
4π

h3

m0µ

γ2
1 − 4γ2

2

pr

pc

[
γ1pr

2
+

4m0eV1γ2

pc
√

3(γ2
1 − 4γ2

2)

]
, (�.9)

¯à¨ç¥¬ ¨§ (�.6) (á ãç¥â®¬ pc � pr) á«¥¤ã¥â

p2
r =

2m0µ

γ1 − γ2
. (�.10)

�á«®¢¨¥ ª¢ §¨­¥©âà «ì­®áâ¨ P = n0 ¢ £«ã¡¨­¥ ®¡« -
áâ¨ ��� (V1 = 0) ¯®§¢®«ï¥â ¢ëç¨á«¨âì §­ ç¥­¨¥ µ,
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á®®â¢¥âáâ¢ãîé¥¥ §­ ç¥­¨î ¯«®â­®áâ¨ â®ª  j = jc,
¯à¨ ª®â®à®© ®¡à §ã¥âáï áâ æ¨®­ à­ ï ®¡« áâì ���:

µ = µc =
h3/2p

1/2
c n

1/2
0

m0

[
(1− γ2/γ1)(γ2

1 − 4γ2
2)

4π

]1/2

.

(�.11)
�®¤áâ ¢«ïï (�.11) ¢ ãà ¢­¥­¨¥ �ã áá®­  (14), ¯®«ã-
ç¨¬

d2V1

dx2
= λ2V1,

£¤¥

λ2 =
e2m0n

3/4
0

κdh3/4p
5/4
c

[
8π1/4

31/2

γ2(γ1 − γ2)1/4

γ
3/4
1 (γ2

1 − 4γ2
2)3/4

]
.
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