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Получено аналитическое выражение для линейных коэффициентов фотоупругости в слоистых структурах
с квантовыми ямами (MQWS) с наклонным дном в области основного экситонного резонанса. Вычислены
коэффициенты фотоупругости в сверхрешетке GaAs/Al0.28Ga0.72As на длинноволновом краю резонанса
основного экситонного состояния. Показано, что эти коэффициенты для MQWS с наклоном дна, возникающим
в варизонной квантовой яме, больше, а для наклона дна, задаваемого постоянным электрическим полем,
приложенным к MQWS, меньше тех же величин в случае сверхрешетки с прямоугольной квантовой ямой.
Для пьезоэлектрических сверхрешеток вычислена величина стимулированного наклоном дна квантовой ямы
линейного вклада пьезополя в коэффициент фотоупругости и проведено его сравнение с вкладом, вносимым
потенциалом деформации.

В [1] были исследованы фотоупругие свойства слои-
стых структур с квантовыми ямами (MQWS) в области
экситонных резонансов и показано, что локализация
электронов и дырок в квантовой яме (QW) приводит
к существенному увеличению линейных коэффициентов
фотоупругости (КФ) в таких структурах относительно
объемного случая. Создание тем или иным способом
энергетического наклона дна QW может привести к
дополнительному изменению степени этой локализации
из-за смещения взаимодействующих электрона и дырки
по ширине ямы за счет наклона дна.

С другой стороны, возможность существования в
QW экситонов в связанном состоянии вплоть до элек-
трических полей ∼ 50F0 (F0 — напряженность элек-
трического поля, необходимая для ионизации объем-
ного экситона) [2] позволяет предположить, что на-
клон дна QW может изменить закономерности сдви-
га энергетических уровней экситонов в электриче-
ских полях, а в случае пьезоэлектрических MQWS —
характер модуляции экситонных уровней звуковой
волной.

Далее будут исследованы упругооптические свойства
пьезоэлектрических и непьезоэлектрических MQWS с
наклонным дном QW вблизи резонанса основного состо-
яния экситона.

Известно, что для расчета КФ необходимо знание
волновых функций и энергетических уровней экситонов
в QW, т. е. требуется учет наклона дна QW. Решая задачу
в приближении бесконечно глубокой ямы,1 рассмотрим
два случая, при которых КФ ведет себя различным
образом: когда тангенсы углов наклона дна QW для
электрона и QW для дырки имеют разные знаки и когда
их знаки равны (рис. 1).

1 Как показывает анализ [3], это приближение может быть оправ-
дано, в частности, для QW на основе GaAs при ширине QW вблизи
боровского радиуса объемного экситона.

QW для электронов и дырок с различными тангенсами
угла наклона, как показано в [4], можно создавать,
варьируя состав слоя, составляющего QW в MQWS.
Это приводит к возникновению координатной зависи-
мости ширины запрещенной зоны и в общем случае к
различным (в том числе и по знаку) тангенсам угла
наклона. В частном случае системы GaAs/AlGaAs (та-
кого типа MQWS будут рассматриваться далее) при
замене в процессе эпитаксии атомов Ga на Al в слое
GaAs, составляющем QW, знаки тангенсов углов наклона
будут противоположны и количественно связаны друг с
другом следующим образом: Ae = −Ah · 0.85/0.15, Ae —
тангенс угла наклона дна электронной QW, Ah — тангенс
угла наклона дырочной QW [5]. Назовем этот случай
наклоном, возникающим в варизонной QW.

Очевидно, что одинаковый тангенс угла наклона
(Ae = Ah) имеет место в достаточно исследованном
случае QW, находящейся в постоянном электрическом
поле [2,6,7], т. е. в случае наклона дна ямы, задаваемого
электрическим полем. Эти две ситуации и будут анали-
зироваться в дальнейшем.

Будем рассматривать линейный по ширине QW на-
клон (т. е. вдоль координаты z, перпендикулярной слоям
MQWS). Энергию дна QW шириной Lz, ограниченной
бесконечными барьерами z = −Lz/2 и z = Lz/2, опишем
по закону E = Ae,h(z+ Lz/2) для электронных и дыроч-
ных ям соответственно. В случае наклона в варизонной
QW величины Ae,h = eFe,h, где e — заряд электрона,
Fe,h — напряженности встроенных электрических по-
лей [4], в общем случае различных для электронных и
дырочных QW. В случае наклона, задаваемого электриче-
ским полем, величины Fe = Fh = F — напряженности ре-
альных электрических полей, одинаковым образом при-
ложенных к электронной и дырочной QW, и задача этом
случае сводится к определению экситонных волновых
функций и энергетических уровней, когда к MQWS при-
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Рис. 1. Вид квантовых ям с наклонным энергетическим дном в
случае наклона, возникающего в варизонной квантовой яме (a)
и созданного постоянным электрическим полем (b).

ложено электрическое поле с напряженностью F [2,6,7].2

Обобщение методики на случай произвольного наклона
дна QW вне зависимости от величины и причины наклона
позволяет записать гамильтониан для экситона в кванто-
вой яме с наклонным дном в следующей форме:
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Здесь первый и второй члены описывают одномерное
состояние электрона с координатой ze в QW, имеющей
тангенс энергетического наклона дна Ae, третий и че-
твертый — такое же состояние для дырки с координатой
zh и тангенсом угла наклона дна QW Ah, пятый —
кинетическую энергию невзаимодействующих электрона
и дырки в плоскости XY, шестой — потенциальную

2 Чтобы не ограничивать общности рассмотрения, нулевое значе-
ние энергии здесь, так же как и для варизонной QW, берется при
z = −Lz/2. При определении энергии экситона это не повлияет на
результат, так как для QW в электрическом поле Ae = Ah.

энергию взаимодействующих электрона с координатами
(0, 0, ze) и дырки с координатами (x, y, zh), m∗e⊥, m∗h⊥ —
эффективные массы электрона и дырки в направлении,
перпендикулярном слоям MQWS, µ‖— приведенная мас-
са в направлении, параллельном слоям, ε0 — стационар-
ная диэлектрическая проницаемость (ДП) слоя, соста-
вляющего QW (считается, что в барьерных слоях стаци-
онарная ДП также равна ε0), ~ — постоянная Планка.

Для случая, когда энергия связи экситона в условиях
размерного квантования в QW превышает ту же величи-
ну в объемном кристалле (что, как показывает расчет,
выполняется в системе GaAs/AlGaAs при Lz < 200 Å),
решение уравнения Шредингера с гамильтонианом (1)
выбирается в виде следующей пробной функции:
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где верхний знак во второй экспоненте соответствует
случаю наклона в варизонной QW, нижний — наклону,
созданному электрическим полем, βe, βh — вариацион-
ные параметры, определяемые при решении уравнения
Шредингера для свободного электрона и свободной дыр-
ки в соответствующей QW с наклонным дном вариаци-
онным методом аналогично методике, развитой в [6], где
детально рассмотрено воздействие электрического поля
на свободную частицу в QW. Средние величины основно-
го энергетического состояния для свободных электронов
и дырок также определялись численно при подстановке
βe и βh в соответствующие выражения для энергий E1e

и E1h, получаемые из решения уравнения Шредингера
при учете первых двух и третьего-четвертого членов
из (1) соответственно. λ — вариационный параметр,
определяемый при решении уравнения Шредингера, где
гамильтонианом являются пятый и шестой члены (1).
Выражение, полученное для средней величины энергии
основного состояния экситона относительно дна зоны
проводимости при учете наклона дна QW, записывается
в виде
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и определяется численно (верхний знак в экспоненте
подынтегрального выражения — наклон в варизонной
QW, нижний — наклон в электрическом поле).
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Результаты расчета величин Eex и λ в зависимости от
ширины квантовой ямы для наклона в варизонной QW
(Ev

ex, λv) и наклона, задаваемого электрическим полем
(Ee

ex, λe), показаны на рис. 2. Здесь же приведены уточ-
ненные данные для этих же величин в случае простой
(прямоугольной) ямы (Ep

ex, λp). Для одной и той же ши-
рины квантовой ямы соотношения между ними выглядят
так: Ev

ex > Ep
ex > Ee

ex, λv < λp < λe. Величина Ev
ex

несколько больше энергии экситона в простой яме, что
обусловлено смещением максимумов волновых функций
электрона и дырки по направлению к одной из границ
QW (к z = Lz/2) и в конечном счете их дополнительной
локализацией. Меньшая величина энергии экситона Ee

ex
относительно энергии в простой яме отражает про-
тивоположную ситуацию: электрическое поле смещает
максимумы волновых функций электрона и дырки к
различным границам (электрона к z = −Lz/2, дырки к

Рис. 2. Зависимость λ (семейство кривых 1) и Eex (се-
мейство кривых 2) от ширины квантовой ямы Lz. Штрихо-
вые линии — наклон в варизонной QW (Ae = 105 eV/cm,
Ah = −1.77·104 eV/cm), штрихпунктирные — наклон, создава-
емый электрическим полем (Ae = Ah = 105 eV/cm), сплошная
линия — простая QW (Ae = Ah = 0). Ry — энергия основного
состояния объемного экситона.

Рис. 3. Зависимость энергии основного состояния экситона
от величины наклона дна QW (Lz = 102 Å). 1 — наклон
в варизонной QW, 2 — наклон, создаваемый электрическим
полем, 3 — простая QW (приведена для наглядности).

z = Lz/2), таким образом ослабляя эффект локализации
электрона и дырки в простой QW [7].

Такая интерпретация подтверждается и зависимостью
величины энергии основного состояния экситона от сте-
пени наклона дна QW (рис. 3).3 Увеличение наклона,
усиливая степень локализации электрона и дырки возле
границы z = −Lz/2, в случае варизонной QW увеличива-
ет экситонную энергию (в этом случае степень локализа-
ции и соответственно вид кривых для Ev

ex на рис. 3 и Ev
ex и

λv на рис. 2 зависят от соотношения между Ae и Ah, свя-
занного с физико-химическими свойствами варизонного
слоя). Увеличение же наклона в электрическом поле,
смещая электрон и дырку к противоположным границам
QW, ее уменьшает.

Эти существенные различия для наклона в варизон-
ной QW и наклона, задаваемого электрическим полем,
обусловливающие величину и поведение вариационного
параметра λ в выражениях для волновых функций и
экситонных энергий, сказываются и на величине ре-
зонансной части ДП в присутствии звука, полученной

3 Поскольку в случае наклона в варизонной QW Ae 6= Ah, в каче-
стве величины, характеризующей наклон, используется тангенс угла
наклона дна электронной ямы (Ae). Соответствующие тангенсы угла
наклона для дырочной ямы, однозначно связанные с Ae, определяются
как указано выше.
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аналогично [1] в квазистатическом квазиоднородном при-
ближении для звуковой волны,

εr
ik = −

4πe2Lik

m2
0ω

2L

2
πλ2

1
~ω − Er + is

,

Er = EW
g + Eex, EW

g = Eg + E1e− E1h + (Ae− Ah)
Lz

2
,

Lik =
〈
c, k|eiκr p̂k|v, k− κ

〉〈
v, k− κ|e−iκ1r p̂i |c, k

〉
,

|c; v, k〉 =
1

Ω0
uc;v,k(r)eikr, (4)

L = Lz + LB — период сверхрешетки, LB — ши-
рина слоя QW, составляющего энергетический барьер,
ωκ — частота и волновой вектор возбуждающей экситон
электромагнитной волны (ЭМВ), κ1 — волновой век-
тор индуцированного ЭМВ тока, EW

g — энергетический
промежуток между основными состояниями электронов
(E1e) и дырок (E1h) в собственных QW с наклонным
дном без учета их взаимодействия друг с другом, Eg —
ширина запрещенной зоны в трехмерном случае в слое,
составляющем QW, p̂ — оператор импульса, m0 — масса
электрона, Ω0 — объем элементарной ячейки трехмерно-
го кристалла, uc;v,k(r) — амплитуда блоховской функции
для зоны проводимости и валентной зоны с волновым
вектором k, s — ширина основного экситонного уров-
ня Er .

Поэтому очевидно, что от параметра λ зависят и
величины КФ, вычисляемые с учетом экситонного эф-
фекта. Разложение резонансной части ДП (4) в ряд
Фурье в пренебрежении нелинейной частью модуляции
уровня Er в виде εik =

∑
n
εnr

ik einα , n = 0,±1,±2, . . . ,

позволяет получить в общем случае пьезоэлектриче-
ской MQWS выражение для коэффициентов разложения,
пропорциональных КФ различных порядков по тензору
деформации uik,

εr,n
ik = −

4πe2Lik

m2
0ω

2L

2
πλ2

1
π

π∫
−π

e−inαdα
ad − (E1 + Em

ex)uik + is
,

ad = −EW0
g + ~ω − Eex,

Em
ex =

dEex

dFβ

4πβ
ε0

, α = qr−Ωt, (5)

EW0
g — невозмущенная звуком величина энергетического

промежутка EW
g , E1 — потенциал деформации, Em

ex — па-
раметр сдвига уровня Eex, Em

exu
0
ik означает величину сдви-

га экситонного уровня, когда звуковая волна с амплиту-
дой тензора деформации u0

ik возбуждает в пьезоэлектри-
ческом кристалле электрическое поле напряженностью
Fβ = 4πβu0

ik/ε0 (β — пьезоэлектрический модуль),
dEex/dFβ — производная от энергии экситона в QW
с наклонным дном по напряженности этого пьезополя
(в случае наклона, задаваемого электрическим полем
dEe

ex/dFβ = edEe
ex/dAe = edEe

ex/dAh, в варизонной QW,

когда Ae 6= Ah, dEv
ex/dFβ 6= edEv

ex/dAe 6= edEv
ex/dAh), Ω

и q — частота и волновой вектор звуковой волны.
Оценки показывают, что для MQWS с наклонным

дном QW, как и в случае MQWS с простой ямой,
для комнатных температур нелинейные члены (5) при
реально достижимых интенсивностях звука становятся
несущественными. Поскольку одной из специфических
особенностей QW является возможность использования
экситонных эффектов в области комнатных температур,
в дальнейшем будем исследовать лишь линейные члены
Фурье-разложения εr1

ik . Ограничиваясь при интегрирова-
нии в εr1

ik линейным членом по uik и используя формулу
для резонансного КФ вида P2D

1111 = εr1
11/(u0

11ε
2
0) [1],

находим выражение для линейного члена резонансного
КФ в случае, когда MQWS создана на основе кубического
кристалла с пьезоэлектрическими свойствами,

P1111 = −
4πe2Lik

m2
0ω

2L

2
πλ2

(E1 + Em
ex)

(ad + is)2
. (6)

Поскольку для одинаковых величин a и s линейные КФ
для MQWS с наклонным дном QW PV,E

1111 и с простой QW
P2D

1111 соотносятся как

P1111

P2D
1111

=
λ2

p

λ2
v,e

(E1 + Emv,e
ex )

E1
,

а для наклона, задаваемого электрическим полем
λe > λp, параметр сдвига уровня Eme

ex < 0, величина
PE

1111 как в пьезоэлектрических, так и в непьезоэлектри-
ческих MQWS всегда меньше КФ для простой ямы P2D

1111.
Электрическое поле, увеличивая в (2) вариационный
параметр λ, сводит волновую функцию экситона в QW к
волновой функции, количественно описывающей объем-
ный кристалл. Поскольку КФ для наклона, задаваемого
электрическим полем, PE

1111 связаны с объемным КФ P3D
1111

как PE
1111/P3D

1111 ∼ 2aBs3D/(Ls2Dλ2
e) (где aB — боровский

радиус объемного экситона, s3D и s2D — величины энер-
гетических размазок для трехмерного и квазидвумерного
случаев), то при L = 2aB, s2D = s3D для электрических
полей, при которых λe ∼ aB, величина PE

1111 ∼ P3D
1111.

В случае наклона в MQWS с варизонной QW, когда
λv < λp и параметр сдвига Emv

ex > 0, дополнительная
локализация электронов и дырок как бы уменьшает
толщину QW, благодаря чему увеличивается КФ (PV

1111).
Это показано на рис. 4, где при использовании (6) по-
строены кривые для линейных резонансных КФ для кон-
кретной сверхрешетки GaAs/Al0.28Ga0.72As (LB = 207 Å,
Lik = 1.2 · 10−38 g · erg [8], s2D = 4 meV) на частоте,
смещенной на 8 meV в длинноволновую область от
максимума поглощения основного состояния экситона
в MQWS с варизонной QW, для наклона, задаваемого
электрическим полем, приложенным к MQWS, а также
приведены уточненные данные для простой ямы в зави-
симости от ширины ямы.

Если кристалл, на основе которого создана MQWS,
обладает пьезоэлектрическими свойствами, то величина
и характер модуляции основного экситонного уровня
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Рис. 4. Зависимость резонансной части КФ P1111 от ши-
рины QW Lz. 1 — наклон в MQWS с варизонной QW
(Ae = 105 eV/cm, Ah = −1.77 · 104 eV/cm), 2 — наклон,
создаваемый электрическим полем (Ae = Ah = 105 eV/cm),
3 — простая QW (Ae = Ah = 0).

пьезоэлектрическим полем (а значит, и вклад пьезополя
в КФ) в таких MQWS с наклонным дном QW будут ини-
ми, чем в случае пьезоэлектрической MQWS с простой
QW. Поскольку основной уровень любой трехмерной
водородоподобной системы для электрических полей,
много меньших величины, необходимой для ионизации
системы, всегда квадратично зависит от приложенного
электрического поля (см., например, [3]) и в случае
экситона в простой QW эта зависимость сохраняет такой
же вид, то модуляция пьезополем экситонного уровня
также близка к квадратичной, является весьма малой и
не вносит вклада в линейный КФ.

В случае QW с наклонным дном ситуация качественно
иная. Для пьезополей, напряженность которых много
меньше напряженности приложенного электрического
поля, задающего наклон дна QW, или напряженности
встроенных электрических полей в случае варизонной
QW (даже для хороших пьезоэлектриков поля не пре-
вышают 103 V/cm при средних интенсивностях звука),
зависимость энергии экситона от пьезополя приобретает
квазилинейный характер, т. е. создание наклона дна QW
приводит к возникновению квазилинейной модуляции
основного уровня экситона пьезополем и вносит линей-

ный вклад в величину КФ, чего нет в случае простой ямы.
Величина этой модуляции (т. е. Eme

ex ), зависящая от про-
изводной dEe

ex/dFβ , для наклона, задаваемого электриче-
ским полем, в системе GaAs/Al0.28Ga0.72As максимальна
в области электрических полей ∼ 5 · 104−105 V/cm,
когда сама кривая зависимости энергии экситона от
электрического поля, создающего наклон, приобретает
квазилинейный характер.

Оценки показывают, что величина линейного вклада
пьезополя в резонансную фотоупругость (а также вели-
чина модуляции энергии экситонного уровня) невелика
и преобладающий вклад вносит потенциал деформации.
Так, для системы GaAs/Al0.28Ga0.72As Eme

ex ∼ 0.2 eV,
Emv

ex ∼ 0.04 eV, тогда как потенциал деформации
E1 ∼ 6 eV.

Таким образом, в MQWS с наклонным дном QW свой-
ства фотоупругости существенно иные, чем для MQWS
с простой ямой. В MQWS с варизонной QW тангенсы
энергетического наклона дна имеют разные знаки, бла-
годаря чему возникающая дополнительная локализация
электрона и дырки в QW увеличивает энергию основного
состояния экситона и соответственно линейный член ре-
зонансного КФ. Противоположная ситуация для MQWS
в постоянном электрическом поле, когда тангенсы угла
наклона квантовых ям одинаковы. Смещение электрона
и дырки к различным границам квантовых ям приводит
к уменьшению как энергии экситона, так и величины ли-
нейного резонансного КФ. В пьезоэлектрических MQWS
наклон дна QW стимулирует квазилинейную модуляцию
пьезополем энергии экситона и линейный по пьезополю
вклад в КФ, что является отличительной особенностью
этого случая от случаев простой ямы и объемного
кристалла. Однако величина этого вклада (и модуляции)
существенно меньше тех же величин, стимулированных
потенциалом деформации.

Авторы выражают благодарность Ю.В. Гуляеву за
ценные обсуждения, Е.Н. Алексееву за большую помощь
в проведении численных расчетов.
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