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Проведен численный анализ плотности электрического тока при резонансном переносе электронов вдоль
оси сверхрешетки n-GaAs/Al0.36Ga0.64As с легированными квантовыми ямами при низких температурах.
Расчет энергетического спектра минизон зоны проводимости проводился в приближениях Кейна и эф-
фективной массы. Плотность тока рассчитывалась по известной формуле, полученной в рамках метода
матрицы плотности для однородного электрического поля в пренебрежении разогревом электронного газа.
Рассмотрено влияние взаимодействия между минизонами в электрическом поле на электропроводность и
межподзонное оптическое поглощение.

Как известно, численный анализ плотности электри-
ческого тока, протекающего в сильных электрических
полях вдоль оси сверхрешетки (СР) и связанного с
переходами электронов между штарковскими лесенка-
ми различных минизон, представляет собой сложную
задачу, решению которой в последнее время уделяется
достаточно большое внимание [1,2]. Сложность задачи
состоит в том, что рассматриваемый перенос электронов
является чисто квантовым эффектом, а это требует
знания неравновесной матрицы плотности. Кроме того
решение данной задачи усложняется неоднородностью
электрического поля, возникающей в реальных СР в
связи с наличием отрицательной дифференциальной про-
водимости и достаточной концентрации свободных носи-
телей заряда, что приводит к появлению домена сильного
поля у анодного контакта [3,4].

Указанные выше проблемы привели к тому, что при
анализе продольного токопереноса в СР с легированны-
ми квантовыми ямами (КЯ) в сильном электрическом
поле к настоящему времени использовались квазиклас-
сические методы [5,6]. Однако в области резонансного
токопереноса, когда домен сильного поля охватывает
всю СР [7], а также для нелегированных СР [8] электри-
ческое поле можно считать однородным и для расчета
плотности тока использовать квантовую теорию перено-
са [9], если разогрев электронного газа пренебрежимо
мал.

Работа посвящена численному анализу плотности ре-
зонансного тока и межподзонного оптического погло-
щения для СР типа GaAs/AlxGa1−xAs с легированными
донорной примесью КЯ, используемых в качетсве ИК
фотодетекторов [10–12]. Эти СР имеют две минизоны
в КЯ, ширина которых из-за широких барьеров практи-
чески равна нулю. Резонансный ток в них определяется
электронными переходами из штарковских состояний 1-й
минизоны в штарковские состояния 2-й минизоны сосед-
них КЯ. Расчет плотности резонансного тока проводился
при низких температурах с учетом рассеяния электронов
на ионах примеси по известной формуле, полученной в
рамках метода матрицы плотности [9].

1. Методика расчета плотности
резонансного тока

Плотность резонансного тока jr в однородном элек-
трическом поле F , параллельном оси СР, рассчитывалась
по известной формуле [9]

jr = enτ⊥d̃|Ω̃12′|
2, (1)

где n — средняя по объему концентрация электронов,
τ⊥ — усредненное по поперечной энергии электронов
время релаксации разности фаз,

d̃ = 〈w̃21|z|w̃21〉 − 〈w̃10|z|w̃10〉 (2)

— параметр, близкий по величине к периоду СР d,

~Ω̃12′ =
〈
w̃10|Ĥ0 − eFz|w̃21

〉
(3)

— матричный элемент, определяющий вероятность тун-
нелирования электронов между штарковскими состоя-
ними соседних КЯ. В формулах (2) и (3) w̃il —
волновые функции электронов в электрическом поле в
приближении огибающих, соответствующие энергии

Eil = Ei − eFdl, (4)

где i — номер состояния в КЯ с номером l , Ĥ0 — одно-
частичный оператор Гамильтона для электронов в СР в
отсутствие электрического поля, z — координата вдоль
оси СР. Ортонормированные функции w̃il , рассчитанные
в приближении изолированных КЯ, представляют собой
линейную комбинацию из ортонормированных функций
Ваннье

w̃il =
∑

j

cji wjl , (5)

где

wil (z) = wi(z− ld) =
1
√

N

∑
q

e−iqldψiq(z) (6)

— функция Ваннье, соответствующая i-й минизоне в
зоне проводимости, локализованная в l -й КЯ, ψiq — вол-
новые функции электронов блоховского типа с волновым
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числом q в приближении огибающих, соответствующие
энергии Eiq. Значения энергии Ei и коэффициенты
cji , им соответствующие, являются решениями системы
линейных уравнений∑

j

[
(Ii0 − E)δi j − eFZi j0

]
cj = 0, (7)

где

Ii0 =
1
N

∑
q

Eiq (8)

— среднее значение энергии в i-й минизоне,

Zi j0 = 〈w̃i0|z|w̃j0〉 =

∫
L

w∗i0 zwj0 dz (9)

— матричный элемент оператора координаты, L = Nd —
длина СР вдоль оси симметрии. С учетом формулы (5)
и ортонормируемости функций ψiq для параметра d̃ и
матричного элемента вероятности туннельного перехода
получаем

d̃ = d +
∑

i j

(c∗i2cj2 − c∗i1cj1) Zi j0, (10)

~Ω̃12′ =
∑

i j

c∗i1cj2

(
Ii1δi j − eFZi j1

)
, (11)

где

Ii1 −
1
N

∑
q

eiqdEiq, (12)

Zi j1 = 〈w̃i0|z|w̃j1〉 . (13)

Огибающиеψiq и значения энергии Eiq рассчитывались
с учетом кейновской непараболичности для полупровд-
ников AIIIBV в трехзонном приближении, которое будем
называть кейновским приближением. В этом приближе-
нии функции ψiq представляют собой трехкомпонентные
столбцы с компонентами ψiqν , удовлетворяющие усло-
вию ортонормировки

〈ψiq|ψ jq〉 =
3∑

ν=1

〈ψiqν |ψ jqν〉 = δi j . (14)

Согласно [13], функции ψiqν и энергии Eiq являются
решением системы линейных дифференциальных урав-
нений

−

√
2
3

PP̂zψ2 +
1
√

3
PP̂zψ3 + Vs(z)ψ1 = Eψ1,

−

√
2
3

PP̂zψ1 + Vp(z)ψ2 = (E + Eg)ψ2,√
1
3

PP̂zψ1 + Vδ(z)ψ3 = (E + Eg + ∆)ψ3, (15)

где P̂z — z-компонента оператора импульса; Eg

и ∆ — ширина запрещенной зоны и величина спин-
орбитального расщепления вершины валентной зоны

в полупроводнике, в котором расположена КЯ; P —
матричный элемент, определяющий взаимодействие края
валентной зоны и зоны проводимости в модели Кейна, он
считался постоянной величины по всей СР; Vs, Vp и Vδ —
функции, описывающие край зоны проводимости, зоны
легких дырок и спин-орбитально отщепленной зоны,
отсчитанные от края этих зон в КЯ. Эти фукнции
являются периодическими с периодом СР и отличны от
нуля в области барьеров, где являются постоянными.
Для рассматриваемых нами СР типа GaAs/AlxGa1−xAs с
прямоугольными КЯ и барьерами значение этих функций
в области барьеров является постоянной величиной,
равной

Vp = Eg(0)−Eg(x) +Vs, Vδ = ∆(0)−∆(x) +Vp, (16)

где

Eg(x) = Eg(1)x + Eg(0)(1 − x)−Cgx(1− x),

∆(x) = ∆(1)x + ∆(0)(1− x)

— ширина запрещенной зоны и величина спин-орбиталь-
ного расщепления валентной зоны в AlxGa1−xAs.

Согласно [13], система уравнений (15) сводится к ре-
шению уравнения типа Кронига–Пенни для функции ψ1{

1
2

P̂z
1

m(E, z)
P̂z + Vs(z)

}
ψ1 = Eψ1 (17)

с граничными условиями, вытекающими из непрерывно-
сти ψ1 и m−1ψ′1 на гетерограницах, где

1
m(E, z)

=
2
3

P2

(
2

E + Eg−Vp(z)

+
1

E + Eg + ∆−Vδ(z)

)
. (18)

При этом функции ψ2 и ψ3, согласно (15), определяются
через ψ1 по формулам

ψ2 = −

√
2
3

P
E + Eg−Vp(z)

P̂zψ1,

ψ3 =

√
1
3

P
E + Eg + ∆−Vδ(z)

P̂zψ1. (19)

Так как, согласно теории [13], значение матричного
элемента P не должно зависеть от координаты, оно
определялось как среднее значение этой величины по
периоду СР:

P2 =
P2(x)b + P2(0)a

d
, (20)

где a, b — ширины КЯ и барьера СР,

P2(x) =
Eg(x)

[
Eg(x) + ∆(x)

]
2mc(x)

[
Eg(x) + 2

3∆(x)
] ,

mc(x) = xmc(1) + (1 − x)mc(0) — эффективная масса
электронов в точке Γ в AlxGa1−xAs.

Физика и техника полупроводников, 1998, том 32, № 5



Численный анализ продольного электрического тока при резонансном протекании в сверхрешетке... 609

При E = 0 в формуле (18), уравнение (17) переходит в
обычное уравнение Шредингера для огибающей функции
ψiq. Данное приближение будем называть приближением
эффективной массы.

Учитывая симметрию сверхрешеточного потенциала и
выбирая систему координат в центре нулевой КЯ, можно
выбрать функции ψiq(z) и wil (z), удовлетворяющие сле-
дующим условиям симметрии:

ψiq(−z) = ψ∗iq(z) = (−1)αiψi−q(z),

wil (−z) = w∗i−l (z) = (−1)αi wi−l (z), (21)

где αi = 0, 1. Согласно этим условиям четные функ-
ции ψi0(z) и wi0(z) являются вещественными, а нечет-
ные — мнимыми. В дальнейшем минизоны с αi = 0
будем называть четными и наоборот. С учетом фор-
мул (6), (14) и (21) для матричного элемента Zi jn

получаем

Zi jn =
i
π

∑
ν

π/d∫
0

(
e−iqdn−(−1)αi+α j eiqdn

)
Zi jν(q) dq, (22)

где

Zi jν(q) =

d/2∫
0

{
zIm

(
ψ∗iqνψ jqν

)
−Re

(
ψ jqν

∂

∂q
ψ∗iqν

)}
dz, (23)

при этом матричные элементы удовлетворяют условию
симметрии

Zi jn = −Zjin. (24)

Из формулы (22) следует, что матричные элементы Zi j0,
определяющие энергетический спектр в электрическом
поле в приближении изолированных КЯ, отличны от
нуля только между минизонами различной четности,
что соответствует правилам отбора для межподзонного
оптического поглощения.

2. Используемые значения параметров
и анализ результатов расчета

Расчет резонансного значения плотности темнового
тока проводился по формуле (1) для сверхрешеток
GaAs/Al0.36Ga0.64As с легированными КЯ шириной 70 Å
и толщиной барьера 140 Å. Концентрация легирующей
примеси ND, согласно эксперименту [11], считалась рав-
ной 1.4 · 1018 см−3. Для расчета параметров, входящих в
систему уравнений (15) и уравнение (17), были исполь-
зованы следующие формулы и значения независимых

Рис. 1. Энергетический спектр минизон зоны проводимости в
окрестности точки Γ сверхрешетки GaAs/Al0.36Ga0.64As.

переменных [14]:

Eg = Eg(0) =

(
1.52−

5.408 · 10−4T2

204 + T

)
эВ,

Eg(1) =

(
3.10−

8.208 · 10−4T2

204 + T

)
эВ

— ширины запрещенных зон GaAs и AlAs как функции
температуры T ;

∆ = ∆(0) = 0.34 эВ, ∆(1) = 0.28 эВ

— величины спин-орбитального расщепления вершины
валентной зоны в GaAs и AlAs;

mc(0) = 0.067 m0, mc(1) = 0.15 m0

— эффективные массы электронов в точке Γ в GaAs
и AlAs; Cg = 0.37 эВ — параметр, учитывающий
нелинейный характер изменения ширины запрещенной
зоны в сплаве AlxGa1−xAs в зависимости от молярной
доли x [15].

На рис. 1 приведен энергетический спектр 10 нижних
минизон для рассматриваемой СР при T = 15 K, рас-
считанных из решения уравнения (17) в приближении
Кейна. Индексы (+) или (−) у номера минизоны указы-
вают на ее четность или нечетность. Из рисунка следует,
что в КЯ находятся две минизоны с незначительной
дисперсией, между которыми, согласно правилам отбора,
может наблюдаться межподзонное поглощение с энерги-
ей ~ω0 = I20 = I10 = 121 мэВ. Рассчитанный спектр по-
лучен при эффективной высоте потенциального барьера
Vs = 218 мэВ, величина которого подгонялась для совпа-
дения экспериментальных и расчетных данных по меж-
подзонному оптическому поглощению [11]. Полученное
значение Vs ниже разрыва края зоны проводимости на
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Рис. 2. Зависимость модуля матричного элемента вероятности
туннельного перехода между основным и 1-м возбужденнным
состояниями соседних квантовых ям от напряженности элек-
трического поля в кейновском приближении. Цифрам у кри-
вых соответствует число минизон, учитываемых при расчете
данной кривой.

гетерогранице, равного 285 мэВ, при котором расчетное
значение ~ω0 = 136 мэВ. В приближении эффективной
массы эффективная высота барьера Vs = 189 мэВ. Более
низкое значение эффективной высоты потенциального
барьера Vs по сравнению с разрывом зон на гетеро-
границе может быть связано с дополнительной энерги-
ей взаимодействия электрона с нейтральными атомами
примеси, концентрация которых при рассматриваемых
температурах достаточно высока.

На рис. 2 приведена рассчитанная по формулам (7),
(11), (12), (22) в приближении Кейна зависимость
модуля матричного элемента |~Ω̃12′| от напряженности
электрического поля. Числам у кривых на рисунке со-
ответствует число нижних минизон, учитываемых при
расчете указанной кривой. Из рисунка видно, что в
области резонансного значения поля Fr = ~ωr/ed, где
~ωr ≈ ~ω0 — энергия межподзонного поглощения
(~ω = E2 − E1) в электрическом поле Fr , значение
матричного элемента существенно зависит от числа учи-
тываемых минизон. Сходимость расчета была достигнута
в приближении 6 минизон. Для резонансного значения
поля матричный элемент |~Ω̃12′| = 4.0 · 10−5 эВ, что
существенно ниже соответствующего значения, рассчи-
танного в приближении эффективной массы (рис. 3).
Следует отметить различный характер зависимости рас-
сматриваемого матричного элемента от поля в области
резонансного значения при различных приближениях.
В случае приближения эффективной массы матричный
элемент с ростом поля растет, а в приближении Кейна в
этой области наблюдается максимум.

На рис. 4 приведена зависимость ∆~ω = ~ω − ~ω0 —
сдвига энергии межподзонного оптического погло-
щения — от электрического поля, рассчитанная
в 6-минизонном приближении. Из рисунка следует, что с

ростом поля энергия межподзонного поглощения умень-
шается, т. е. имеет место ”красный” сдвиг. Этот сдвиг
в области резонансного значения поля, рассчитанный в
кейновском приближении, в отличие от приближения эф-
фективной массы оказался незначительным (∼0.2 мэВ).
Следует отметить, что в 2-минизонном приближении
этот сдвиг оказался ”голубым” и значительно большим
по абсолютному значению, ∼ 2 мэВ (рис. 5). Проведен-
ный численный анализ иначе объясняет малое значение
величины ∆~ω, чем авторы работы [12], которые связали
его с экранировкой электрического поля внутри КЯ
свободными электронами.

Рис. 3. Зависимость модуля матричного элемента вероятности
туннельного перехода между основным и 1-м возбужденным
состояниями соседних квантовых ям от напряженности элек-
трического поля в приближении 6 минизон: 6 — приближение
Кейна (Vs = 218 мэВ), 6∗ — приближение эффетивной массы
(Vs = 189 мэВ), 6∗∗ — приближение эффективной массы
(Vs = 218 мэВ).

Рис. 4. Зависимость сдвига энергии межподзонного оптиче-
ского поглощения от напряженности электрического поля в
6-минизонном приближении; значения ~ω0, мэВ: 6 — 121,
6∗ — 120, 6∗∗ — 130.
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Рис. 5. Зависимость сдвига энергии межподзонного опти-
ческого поглощения от напряженности электрического поля
в кейновском приближении. Цифрам у кривых соответствует
число минизон, учитываемых при расчете данной кривой.

Рис. 6. Зависимость ∆d̃ (отклонения параметра d̃ от периода
сверхрешетки d = 210 Å) от напряженности электрического
поля. Расчет сделан в приближении 6 минизон.

На рис. 6 приведена рассчитанная по формулам (7),
(10), (22) в различных приближениях с учетом 6 ми-
низон зависимость параметра ∆d̃ = d̃ − d от поля.
Согласно рисунку, значение d̃, рассчитанное в любом
приближении, с ростом поля растет. Этот рост можно
объяснить более свободным характером движения элек-
тронов во 2-й минизоне, чем в 1-й. Однако в прибли-
жении малого числа минизон этот параметр с ростом
поля может уменьшаться (рис. 7). Увеличение этого
параметра в области резонансного значения поля в кей-
новском приближении оказалось равным примерно 1 Å,
что значительно меньше периода рассматриваемой СР,
так что отличием d̃ от d в области рассматриваемых
полей можно пренебречь.

С учетом приведенного выше значения матричного
элемента вероятности туннельного перехода рассчитан-
ная величина резонансного значения плотности тока jr
получилась равной порядка 1.25 А/см2, что находится
в хорошем согласии с экспериментальной величиной
0.9 А/см2, определенной из вольт-амперной зависимости
темнового тока при V = 6 В [11]. При этом напряжении,
согласно [7], электрическое поле в рассматриваемой СР
является однородным, т. е. домен сильного поля охваты-
вает всю СР, и при наличии 50 периодов, с учетом того
что ~ωr ≈ 120 мэВ, соответствует резонансному значе-
нию. Для расчета jr были взяты значения концентрации
электронов n = 1.3 · 1015 см−3 и времени релаксации
разности фаз τ⊥ = 7.8 · 10−13 с при T = 15 K. Величина
τ⊥ ограничивалась рассеянием на ионах примеси, а взаи-
модействие электронов с нейтральными атомами учиты-
валось введением эффективной высоты потенциального
барьера для электронов Vs.

Проведенный численный анализ плотности продольно-
го тока при резонансном протекании и межподзонного
оптического поглощения в СР со слабо взаимодейству-
ющими КЯ показал, что удается согласовать теоретиче-
ские и экспериментальные данные по рассматриваемым
явлениям в области низких температур, вводя эффек-
тивную высоту потенциального барьра на гетерогранице
и считая рассеяние на ионах примеси основным меха-
низмом рассеяния. Как показали расчеты, при анализе
рассматриваемых оптических и кинетических свойств в
области квантовых электрических полей взаимодействие
штарковских состояний, лежащих в изолированных КЯ,
с возбужденными состояниями является существенным.
Пренебрежение этим взаимодействием может изменить
численный результат не только количественно, но и

Рис. 7. Зависимость ∆d̃ (отклонения параметра d̃ от периода
сверхрешетки) от напряженности электрического поля. Расчет
сделан в кейновском приближении. Цифрам у кривых соот-
ветствует число минизон, учитываемых при расчете данной
кривой.
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качественно. Использование (при расчете энергетическо-
го спектра минизон) метода эффективной массы вме-
сто методов, учитывающих непараболичность объемного
спектра в области края зоны проводимости, также может
привести к качетвенно неверным результатам при анали-
зе физических свойств рассматриваемых сверхрешеток.
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A numerical analysis of the longitudinal
electric current under resonant tunnelling
in an n-GaAs/AlxGa1−xAs well superlattice
with doped quantum
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Abstract A numerical analysis of the electric current density
under low temperature sequential resonant tunnelling in an n-doped
GaAs/Al0.36Ga0.64As quantum well superlattice has been made.
Calculations of the conduction miniband energy are based on the
Kane and effective mass approximations. The current density was
calculated with the use of well-known furmula which is based on
the density matrix method for a homogeneous electric field and
neglects the electron gas warming-up. The effect of the miniband
interaction in the electric field on the electric conductivity and
intersubband absorption is considered.
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