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Получены аналоги уравнения Лагранжа для частиц, эволюция которых происходит в пространстве
фрактальной размерности. Рассмотрены два случая: 1) когда пространство образовано множеством мате-
риальных точек (так называемый фрактальный континуум) и 2) когда пространство представляет собой
истинный фрактал. Во втором случае был привлечен формализм дробного интегродифференцирования и
предложен новый принцип для построения теории фракталов — обобщенный принцип наименьшего действия,
посредством которого и получено уравнение Лагранжа. Построены функции Лагранжа для свободной частицы
и замкнутой системы взаимодействующих частиц, движущихся в фрактальном континууме.

Введение

Такие физические процессы, как взрыв проводников
и пробой диэлектриков, принадлежат к одному клас-
су — классу критических явлений. Описание таких
процессов осуществляется при помощи методов теории
критических явлений, ренормализационной группы и
разложений в ряд по теории приближений [1,2]. Одним
из важнейших положений теории критических явлений
является гипотеза масштабной инвариантности, что по
сути дела означает введение в пространство новой сим-
метрии — симметрии подобия. Это положение составля-
ет основу метода ренормализационной группы. Однако
сейчас для нас важнее то обстоятельство, что введение
в пространство свойства подобия (точнее, самоподобия)
позволяет отнести его к объектам с фрактальной струк-
турой. Поэтому представляет интерес описание процес-
сов взрыва проводников и пробоя диэлектриков в рамках
концепции фракталов.

Теоретические исследования различных физических
явлений на фракталах (точнее, на системах фрактального
типа) и внутри фракталов в настоящее время пред-
полагается на основе формализма дробного интегро-
диференцирования [3–5], нестандартного анализа [6] и
др. Мотивацией является следующее утверждение [4]:
распространение частиц и волн по истинным фракталь-
ным средам должно описываться иными, более общими
уравнениями, переходящими для гладких сред в тради-
ционные линейные.

В настоящее время различные исследования фракта-
лов (как концепции) переходят на новый уровень — к си-
стематизации и упорядочению накопленной информации.
Постепенно вырисовываются методы и возможности но-
вых теорий [4,5,7]. Однако нехватка фундаменталь-
ных принципов сдерживает построение общей теории
фракталов. Так же сдерживающим фактором является
отсутствие общепринятого математического аппарата
для рассмотрения проблем фракталов. В работах [4,8]

предлагается в этом качестве использовать формализм
дробного интегродифференцирования.

В данной работе на основе принципа наименьше-
го действия получено уравнение движения частицы в
фрактальном континууме (определение в разделе 1).
Если же пространство (или пространственный объект)
представляет собой истинный фрактал, то уравнение
движения получено на основе обобщенного принципа
наименьшего действия, который предлагается в качестве
фундаментального для построения теории фракталов. В
пространстве фрактальной размерности вводятся поня-
тие инерциальной фрактальной системы отсчета, аналоги
преобразований Галилея и принципа относительности
Галилея. Построена также функция Лагранжа для сво-
бодной частицы и замкнутой системы взаимодействую-
щих частиц, движущихся в фрактальном континууме.

1. Модифицированный формализм
Лагранжа

Пусть у нас есть множество материальных точек,
которые составляют пространство, где может быть обна-
ружена наблюдаемая точечная частица в процессе ее эво-
люции. Наделим введенное множество точек свойством
самоподобия и назовем такое множество фрактальным
континуумом.

Теперь сформулируем задачу: описать движение не-
которой материальной точки в фрактальном контину-
уме. Для того чтобы ввести некоторый аналог действия
обычной механики [9], необходимо добавить следующее
условие для переменной t (время) она должна ”скани-
ровать” все феномены движения. Для этого необходимо
выполнение следующего условия: обобщенные коорди-
наты должны быть непрерывной функцией вместе с пер-
вой производной по сканирующей переменной. Теперь
предлагается ввести обобщенный принцип наименьшего
действия.
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2. Обобщенный принцип наименьшего
действия

Пусть у нас есть набор обобщенных координат κ и
так называемая сканирующая переменная τ , по которой
непрерывен набор координат κ и их первые производ-
ные. Иными словами, эволюция обобщенных координат
наблюдается в терминах τ . Скорость изменения κ опре-
деляется обычной производной dκ/dτ . Теперь предпо-
ложим, что состояние системы полностью описывается
заданием всего набора обобщенных координат и обоб-
щенных скоростей κτ . Тогда обобщенный принцип наи-
меньшего действия можно сформулировать следующим
утверждением: каждая механическая система характери-
зуется определенной функцией L(κ, κτ , τ ), непрерывной
вместе с первой производной, и функцией τ . Движение
системы осуществляется при следующем условии.

Пусть при значениях сканирующей переменной τ = τ1

и τ = τ2 система занимает положения, характеризуемые
двумя наборами значений обобщенных координат κ{1} и
κ{2}. Тогда между этими положениями система движется
таким образом, чтобы интеграл

S=

τ2∫
τ1

L(κ, κ̇τ , t)dτ (1)

имел минимально возможное значение (точнее, экстре-
мальное значение). Функцию L назовем обобщенной
функцией Лагранжа, а S — обобщенным действием.

3. Уравнение Лагранжа
в терминах дробного
интегродифференцирования

Будем рассматривать движение некоторой системы
как эволюцию в терминах сканирующей переменной τ
(когда τ — время, то мы говорим о временно́й эволюции,
в общем случае τ не отождествляется с временем).
По стандартной схеме проварьируем действие (напри-
мер, [10])

δS=

τ2∫
τ1

L(κ + δκ, κτ + δκτ , τ )dτ

−

τ2∫
τ1L(κ, κτ , τ )dτ = 0. (2)

В результате получим уравнение Лагранжа–Эйлера

∂L
∂κ
−

d
dτ

∂L
∂κτ

= 0. (3)

На этом этапе заметим, что в случае фрактального
континуума взаимосвязь обобщенных координат κl и ко-
ординат обычного пространства xl имеет скейлинговый

характер, а сканирующая переменная τ является време-
нем t (в простейшем случае типа κl ∼ xD

l , где l нумерует
координаты, d — фрактальная размерность). Поэтому
при переходе к лабораторной системе отсчета обычного
пространства получаются уравнения типа (представляет
собой аналог уравнения Лагранжа в фрактальном конти-
нууме)

∂L
∂xD

l

−
d
dt

(
∂L
∂xD

τl

)
= 0. (4)

Совершим предельный переход от фрактального кон-
тинуума к истинному фракталу посредством перехода от
гладкой функции L(κ, κτ , τ ) ко всюду недифференциру-
емой фрактальной функции L(x, ẋ, t). Переход осуще-
ствим путем замены обычных производных производны-
ми дробного порядка Римана–Лиувилля

D̂D
x [L(x, ẋ, t)]−

d
dt

D̂D
ẋ [L(x, ẋ, t)] = 0. (5)

Выражение (5) является аналогом уравнения Лагран-
жа в терминах дробного интегродифференцирования.

4. Принцип относительности
в фрактальном континууме

Предположим, что, для того чтобы фрактальный кон-
тинуум был однороден и изотропен относительно ”инер-
циальной” системы отсчета, необходимо, чтобы эта си-
стема отсчета сама была бы фракталом той же размерно-
сти, что и фрактальный континуум. Для определенности
будем называть такую систему отсчета инерциальной
фрактальной системой отсчета, инерциальной в том смы-
сле, что фрактальный континуум относительно нее будет
однородным и изотропным, а сканирующая переменная
τ — однородной.

Вид функции Лагранжа L(κ, κ̇τ , t) свободной мате-
риальной точки в инерциальной фрактальной системе
отсчета определяется следующими соображениями: од-
нородность фрактального континуума и сканирующей
переменной означает, что L не содержит в явном виде
зависимость от κ и τ , изотропность же говорит о том,
что нет зависимости от направления вектора обобщен-
ной скорости (иными словами L зависит от скалярной
величины, образованной компонентами обобщенной ско-
рости, например Σlκ

l
τκτl ), т. е. L = L(|κτ |2). Уравнения

Лагранжа в этом случае принимают вид

d
dτ

∂L
∂κl

τ

= 0 →
∂L
∂κl

τ

= const, (6)

где индекс l нумерует компоненты обобщенных коорди-
нат (скоростей).

Здесь учтено, что в предположении однородности
фрактального континуума ∂L/∂κl = 0. Уравнение (6)
имеет следующее решение

κl
τ = const. (7)
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Таким образом, в инерциальной фрактальной системе
отсчета любая свободная материальная точка движется
так, что компоненты обобщенной скорости сохраняются.
Этот результат представляет собой обобщение известно-
го в классической механике закона инерции.

Теперь рассмотрим две различные инерциальные фрак-
тальные системы отсчета: K и K′, вторая из которых
движется с постоянной обобщенной скоростью {Xl

τ}.
Материальная точка имеет в системах отсчета K и
K′ наборы обобщенных координат: {κl}, {κ′l }. Между
наборами координат существует взаимосвязь (эволюция
сканирующей переменной предполагается одинаковой в
обеих инерциальных фрактальных системах отсчета)

κl = κ′
l
+ Xl

τ τ , τ = τ ′. (8)

Преобразования обобщенных координат (8) анало-
гичны известным преобразованиям Галилея. Требование
инвариантности уравнений движения механики в фрак-
тальном континууме по отношению к преобразованиям
(8) является обобщением принципа относительности
Галилея.

5. Функция Лагранжа свободной
материальной точки

При построении механики в пространстве с нецело-
численной размерностью будем иметь в виду, что при
асимптотическом переходе к обычному пространству
(одно-, двух-, трехмерному) вид функций и уравнений,
описывающих движение материальной точки, должен
совпадать с классическими выражениями.

Приступим к построению функции Лагранжа свобод-
ной материальной точки, движущейся в фрактальном
континууме. Рассуждения аналогичны [8]. Функция L
свободной материальной точки не зависит от сканирую-
щей переменной τ , обобщенных координат κ и от напра-
вления вектора обобщенной скорости. Таким образом, L
зависит от квадрата модуля обобщенной скорости

L ∼ |κτ |
2. (9)

Взаимосвязь с лабораторной системой координат, в
которой положение точки определяется координатой x,
определяется соотношением (α — коэффициент пропор-
циональности)

κ = αxD, κτ = αxD−1xτ . (10)

Функция Лагранжа свободной материальной точки
последовательно приводится к виду

L =
m′κ2

τ

2
, (11)

L =
m
2

(xD−1xτ ) = L =
mv2

2
x2D−2,

m = m′α2, v = xτ . (12)

где m, m′ — постоянные.

Полагая, что фрактальная размерность незначительно
отличается от D = 1, проведем разложение в ряд по
малому параметру (D− 1)

L = L0

(
1 +

∂x2D−1

∂D

∣∣∣
D=1

(D− 1)

+
∂2x2D−1

∂D2

∣∣∣
D=1

(D− 1)2 + . . .

)
= L0

(
1 + 2(D− 1) ln(x) +

{
2(D− 1) ln(x)

}2
+ . . .

)
= L0

( ∞∑
n=0

{
2(D− 1) ln(x)

}n
)
, (13)

где L0 = (mv2)/2.
В случае, когда |2(D − 1) ln(x)| < 1, выражение

принимает следующий вид

L =
L0

1− 2(D− 1) ln(x)
. (14)

Результат в принципе не является неожиданным, по-
скольку известно, что член ln(x) возникает при рас-
смотрении квазидвумерных (квазиодномерных) струк-
тур [11].

6. Функция Лагранжа системы
материальных точек

Выше было получено выражение для функции Ла-
гранжа свободной частицы. Для системы невзаимодей-
ствующих частиц получится, если принять во внимание
свойство аддитивности L,

L =
N∑

b=0

m′b(κτ )
2
b

2
. (15)

Взаимодействие частиц можно учесть по аналогии с [8]
добавлением к (15) определенной функции обобщенных
координат (что следует из мгновенности передачи взаи-
модействия)

L =
N∑

b=0

m′b(κτ )
2
b

2
−U(κ̄1, κ̄2, κ̄3, . . . ), (16)

где N — число частиц, κ̄l — радиус вектор частицы в
фрактальном континууме.

Уравнения движения получаются путем подставления
(16) в обобщенные уравнения Лагранжа

d
dτ

∂L
∂κl

τ

=
∂L
∂κl
→ mb

dκl
τ

dτ
= −

∂U
∂κl

, (17)

где индекс l нумерует компоненты вектора.
Переход к лабораторной системе отсчета осуществля-

ется при помощи преобразований координат

κl =
∑
i=0

βli x
Dil
i . (18)
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Тогда уравнения движения в лабораторной системе
отсчета можно записать в следующем виде:

1∑
i=0
βli Dil ν

Dil−1
i wi

=
∑
i=0

βli Dilκ
Dil−1
i

1
Fi
, (19)

где введены обозначения обобщенных скорости, ускоре-
ния и силы

νi =
∂κi

∂τ
; wi =

∂2κi

∂τ 2
; Fi =

∂U
∂κi

, (20)

т. е. в фрактальном континууме взаимосвязь между дей-
ствующей на частицу силой и ускорением в общем
случае не является прямопропорциональной (19).

Заключение

Пространство, образованное множеством материаль-
ных точек и имеющее фрактальную структуру, нельзя
отождествить с истинным фракталом, поэтому такой
объект был назван фрактальным континуумом. Подобные
объекты наблюдаются в средах, в которых происходят
фазовые переходы (так, например, взрыв проводников
и пробой диэлектриков). Уравнение движения частиц
внутри такого объекта построено на основе обобщенного
принципа наименьшего действия. При теоретическом
изучении движения частиц (квазичастиц) по истинному
фракталу сложность построения формализма Лагранжа
заключается в том, что функция, описывающая такое
движение, принадлежит классу фрактальных функций.
Как известно, фрактальные функции всюду недифферен-
цируемы, поэтому нельзя использовать обычную схему
нахождения экстремума действия. Выход из этой си-
туации предлагается на основе обобщенного принципа
наименьшего действия, в котором предлагается идея
введения сканирующей переменной, по которой функция
Лагранжа является непрерывной [12]. Для примера
можно привести следующую задачу: ”Дан биологический
объект — клетка с набором хромосом. Сделаем метку
на некотором фрагменте одной выделенной хромосо-
мы. В процессе деления клетки образуется два набора
хромосом (на первом этапе). Пусть прошло N-е число
делений. Необходимо определить местонахождение ме-
ченного фрагмента.” Множество точек (в данном случае
точка — ядро клетки) изоморфно множеству Кантора.
Роль сканирующей переменной может играть номер акта
деления.

Путем введения в пространство фрактальной размер-
ности понятия инерциальной фрактальной системы от-
счета получены обобщения закона инерции, принципа
относительности Галилея и преобразований Галилея.

Также получено в терминах лабораторной системе
отсчета выражение функции Лагранжа свободной ча-
стицы и системы взаимодействующих частиц, движе-
ние которых происходит в самоподобном пространстве
нецелочисленной размерности. В отличие от обычного

изотропного пространства целочисленной размерности
имеется зависимость от радиуса-вектора лабораторной
системы отсчета и размерности фрактального конти-
нуума.

Приложение. Формализм дробного
интегродифференцирования

Математический аппарат дробного интегродифферен-
цирования в настоящее время является достаточно раз-
работанным для применения его к задачам теорети-
ческой физики. Однако этот аппарат еще не получил
широкого распространения.

Дробный интеграл Римана–Лиувилля определяется
следующим выражением:

Î z
x[( f (x)] =

1
Γ(z)

x∫
b

f (t)
(x− t)1−x

dt. (1П)

Определение (7) является обобщением тождества

x∫
b

dx. . .

x∫
b

dx

x∫
b︸ ︷︷ ︸

n

f (x)dx

=
1

(n− 1)!

x∫
b

(x− t)n−1 f (t)dt. (2П)

Для дробного интеграла имеет место тождество

Î z
x · Î

b
x = Î b

x · Î
z
x = Î z+b

x . (3П)

Дробная производная Римана–Лиувилля вводится по
аналогии с дробным интегралом

D̂z
x[ f (x)] =

1
Γ(z)

d
dx

x∫
b

f (t)
(x− t)1−z

dt. (4П)

Дробные производные подчиняются следующему то-
ждеству:

D̂z
x · D̂

b
x = D̂b

x · D̂
z
x = D̂z+b

x . (5П)

Комбинации операторов дробного интегрирования и
дифференцирования осуществляются по следующим пра-
вилам:

D̂z
x

[
Î z
x[ f (x)]

]
= f (x),

Î z
x

[
D̂z

x[ f (x)]
]

= f (x) −

[z]∑
k=1

D̂z−k
x [ f (x)]

∣∣∣
x=z

×
(x− z)z−k

γ(z− k + 1)
. (6П)

Комбинация операторов Лапласа и дробного интегри-
рования

L̂
[
Î z
x[ f (x)]

]
= p−zL̂[ f (x)]. (7П)
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В заключение приведем обобщенное правило Лейбни-
ца

D̂z
x[ f (x)g(x)] =

∞∑
k=0

(
z
k

)
D̂z−k

x [ f (x)]D̂k
x[g(x)], (8П)

D̂z
x[ f (x)g(x)] =

∞∑
k=−∞

(
z

k + b

)
× D̂z−b−k

x [ f (x)]D̂b+k
x [g(x)], (9П)

где обобщенный биномальный коэффициент равен(
z
b

)
=

Γ(z+ 1)

Γ(b + 1)Γ(z− b + 1)

×
sin[π(b− z)]Γ(z+ 1)Γ(b− z)

Γ(b + 1)
, (10П)

и формулу Лейбница с остаточным членом

D̂z
x[ f (x)g(x)] =

n−1∑
k=0

(
z
k

)
D̂z−k

x [ f (x)]D̂k
x[g(x)] + Rn, (11П)

где

Rn =
(−1)n

Γ(−z)(n− 1)!

x∫
z

(x− t)−z−1 f (t)dt

×

x∫
t

(x− s)n−1D̂n
s[g(s)]ds.
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