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По аналогии с подходом, развитым ранее для нейтрального газа, показано, что для определенного класса
внешних источников линейная кинетическая теория невырожденной бесстолкновительной плазмы эквива-
лентна гидродинамическому описанию, в котором материальные соотношения нелокальны в пространстве и
во времени. Исследованы общие алгебраические свойства ядер нелокальности. Указана схема вычисления их
явного выражения через интеграл вероятности. Рассмотрена динамика слабых возмущений состояния покоя
и показано, что результаты нелокальной гидродинамической модели соответствуют эффектам, полученным в
рамках других теорий.

Введение

Известно, что кинетическое описание газа в опреде-
ленном классе внешних воздействий эквивалентно ги-
дродинамическому описанию, при котором материаль-
ные соотношения нелокальны в пространстве и време-
ни [1–4]. Соответствующие ядра нелокальности вы-
числяются с помощью интеграла столкновений. Метод
перехода от кинетической теории к нелокальной гидро-
динамике распространяется и на физику плазмы. Как
и для газа, в определенном классе внешних источни-
ков этот переход является точным, поскольку по ре-
шению гидродинамической задачи можно восстановить
решение исходного кинетического уравнения. При этом
случай бесстолкновительной плазмы выделен тем, что
оказывается возможным вычислить фурье-образы ядер
нелокальности в специальных функциях. Поэтому для
бесстолкновительной плазмы нелокальное гидродинами-
ческое описание является максимально конструктивным,
насколько это вообще возможно. В большинстве дру-
гих случаев теория позволяет лишь установить опре-
деленные свойства ядер, а в конкретных вычислениях
приходится использовать для них приближенные или
модельные выражения.

Используется система единиц измерения, в которой
скорость света в вакууме c, постоянная Планка ~ и по-
стоянная Больцмана k равны единице. Единицы измере-
ния электромагнитных величин определяются в соответ-
ствии с подходом Гаусса. Греческие индексы принимают
значения 0, 1, 2, 3, соответствуя некоторой инерциаль-
ной системе отсчета xα (xα — время). Латинские индек-
сы a, b, c приобретают значения 1, 2, 3 и соответствуют
пространственным координатам. Латинские индексы A,
B, C, D пробегают значения 0, . . . , (k+3), где k — число
компонентов плазмы. По повторяющимся индексам про-
изводится суммирование, если не оговорено противное.
Для произвольной функции g = g(xα) будем обозначать
g(k) ее фурье-образ

gF = gF(kα) =

∫
exp
(
−ikαxα

)
g(xα)dxα.

Нелокальные гидродинамические
уравнения для бесстолкновительной
плазмы

При кинетическом описании состояние системы ха-
рактеризуется одночастичной функцией распределения
f = f (xα, vb, r), где va — скорость частиц; r — собира-
тельный параметр, соответствующий внутренние степе-
ни свободы (например, номер компонента, вращательные
и колебательные движения и др.). В пространстве
параметров (va, r) вводится мера dζ = dv1dv2dv3dµ(r),
с помощью которой можно производить усреднение
микроскопических величин. Так, если имеется функция
микроскопических параметров W = W(va, r), то можно
вычислить макроскопическое поле

w = w(xα) = 〈W〉 =

∫
W(va, r) f (xα, vi , r) dζ .

Рассмотрим K-компонентную бесстолкновительную
плазму. В этом случае параметр r имеет составной вид
(i, r ′), где i пробегает значения 1, . . . ,K, соответствую-
щие номерам компонентов, а параметр r ′ связан с други-
ми внутренними степенями свободы. Интегрирование по
мере dµ(r) распадается на суммирование по параметру i
и интегрирование по некоторой мере dζ ′(r ′). Примем
далее, что индексы i, j пробегают значения 1, . . . ,K, а
индексы I , J пробегают значения (3 + i), i = 1, . . . , K.
Если индексы i, j и индексы I , J используются в одной
формуле, их значения связаны равенствами I = i + 3,
J = j + 3.

Обозначим через mi и ei массу и заряд частицы i-го
компонента, U(r) — потенциальная энергия возмож-
ных состояний частицы. Определим наборы функций
JA(va, r), Σα(va, r), Φα(va, r) следующими формулами, в
которых суммирование по i не производится

J0(v
a, r) =

1
2

miv
bvb + U(r),

Ja(v
b, r) = miv

a, JJ(v
b, r) = δi j ,
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Σ0(va, r) = eim
−1
i , Σa(vb, r) = eim

−1
i va,

Φ0(va, r) = ei, Φa(vb, r) = eiv
a, r = (i, r ′).

Динамика плазмы описывается уравнением Власова

∂0 f + va∂a f + ΨaDa f = S (1)

и системой уравнений Максвелла

εabc∂bEc = −∂0Ba, ∂aBa = 0,

εabc∂bBc = 4π ja + ∂0Ea, ∂aEa = 4π j0. (2)

В уравнении (1) приняты обозначения ∂ = ∂/∂xα ;
D = ∂/∂va; S = S(xα, vb, r) — функция источников,
описывающая взаимодействие плазмы с внешней средой;
Ψa — сила Лоренца, определяемая с помощью векторов
электрического Ea и магнитного Ba полей

Ψa = Σ0Ea + εabcΣ
bBc.

Традиционно уравнение Власова записывают (1) с
нулевой правой частью, неявно подразумевая постановку
задачи Коши. Уравнение (1) с источниками более общее,
оно охватывает задачу Коши как частный случай.

Электрический 4-ток jα распадается на сумму внеш-
него тока jαex и индуцированного тока jα

jα = jαex + jαin, jαin = 〈Φα〉. (3)

Для совместности системы уравнений Максвелла (2)
необходимо условие сохранения полного тока

∂α jα = 0. (4)

Условие (3) будем интерпретировать как ограничение
на внешний 4-ток jαex. Из уравнения (1) следуют уравне-
ния гидродинамики

∂αQα
A = sA + EaLa

A + BaMa
A,

Q0
A = Q0

A(xβ) = 〈JA〉, Qa
A = Qa

A(xβ) = 〈vaJA〉,

sA = sA(xα) =

∫
JA(vb, r)S(xα, vb, r) dζ ,

La
A = 〈Σ0DaJA〉, Ma

A = −εabc〈Σ
bDcJA〉. (5)

Очевидно, что величины La
1, Ma

1, Ma
0 равны нулю.

В отсутствие электромагнитного поля и источников
кинетическое уравнение (1) удовлетворяется в классе
равновесных состояний

fe = fe(v
a, r) = exp(FAJA), (6)

F0 = −β, Fa = βua, FI = βµi , (7)

где β — обратная температура, ua — скорость среды,
µi = (µi0 − (1/2)miuaua) — динамический химический
потенциал.

Для того чтобы равновесное состояние удовлетворяло
в отсутствие внешних токов уравнениям Максвелла (2),

нужно наложить на параметры (7) дополнительное усло-
вие электронейтральности

〈Φα〉e = 0. (8)

Равновесное состояние покоя f0 = f0(va, r) характери-
зуется тем, что скорость среды ua в (6), (7) равна нулю.
Отметим, что в состоянии покоя

La
A = 〈Σ0DaJA〉0 = 0, Ma

A = −εabc〈Σ
bDcJA〉0 = 0. (9)

Гидродинамическим уравнениям (5) можно придать
более традиционный вид, если переобозначить гидроди-
намические 4-токи Qα

A через другие величины. Введем
в рассмотрение плотности частиц ni = Q0

I , массо-
вую плотность ρ = Σmini , среднемассовую скорость
ua = ρ−1Q0

a, диффузионные потоки da
i = (Qa

1 − niua),
кинетическую энергию среды K∗ = (1/2)ρuaua, вну-
треннюю энергию среды U∗ = Q0

0 − (1/2)ρuaua, тензор
напряжений pab = (ρuaub − Qa

b) и вектор потока тепла
qa = Qa

0 + pabub − (U∗ + K∗)ua. Подчеркнем, что новое
определение скорости среды ua согласовано со старым
для равновесных состояний (6), (7). Тогда система (5)
может быть переписана так:

∂0(U∗+ K∗) + ∂a
(
qa− pabub + (U∗+ K∗)u

a
)

= s0 + EaLa
0,

∂0(ρua) + ∂a(−pab + ρuaub) = sb + EaLa
b + BbMa

A,

∂0ni + ∂a(d
a
i + niu

a) = s1.

Обсудим определение тензора вязких напряжений. Для
равновесных состояний (6), (7) тензор напряжений сво-
дится к шаровому pab = −pδab. При этом в классе
равновесных состояний давление p можно выразить как
функцию внутренней энергии ε и плотностей ni . С
помощью этой функциональной связи распространим
определение давления на неравновесные состояния. То-
гда тензор вязких напряжений вычисляется по формуле

τ ab = pab + pδab.

Рассмотрим динамику слабых возмущений состояния
покоя. Пусть gαA = ∆Qα

A — линейные возмущения
гидродинамических 4-токов. С учетом (9) уравнения (5)
приводятся к виду

∂αgαA = sA. (10)

Для замыкания задачи (2), (10) необходимо иметь
материальные соотношения, т. е. выражения для 3-токов
ga

A (или, что то же, выражения для вязких напряже-
ний τ ab и потока тепла qa), а также выражение для
индуцированного 4-тока jαin через компоненты g0

A и элек-
тромагнитное поле. Эти выражения можно получить,
исследуя кинетическую задачу (1).

Пусть равновесное распределение покоя f0 возмуща-
ется слабыми источниками S. Примем обычное предста-
вление для возмущенного распределения f = f0(1 +ϕ).
Линеаризуя (1), получаем

(∂0 + va∂a)ϕ = βEa Φa + s, s = f−1
0 S. (11)
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Функции ϕ, рассматриваемые с точки зрения зави-
симости от аргументов va, r , принадлежат гильбертову
пространству H со скалярным произведением

(ϕ1, ϕ2) =

∫
f0ϕ
∗
1ϕ2 dζ .

Обозначим через Hh подпространство, натянутое на
семейство векторов JA, через Ha — ортогональное до-
полнение к Hh: H = Hh ⊗ Ha. Как легко убедиться,
вследствие (7) выполнены равенства (JA,Φ

a) = 0 и
потому функции Φa лежат в Ha. С другой стороны,
Φ0 = ΣeiJI , и потому функция Φ0 лежит в Hh.

В подпространстве Hh определен метрический тензор
γAB = (JA, JB), с помощью которого можно опускать и
поднимать индексы A, B. Отличны от нуля следующие
компоненты метрики: γ00, γab = σδab, ξI = γ0I = γI0,
ξI = γII (суммирование по I не производится!).

Как легко убедиться, вследствие (7) выполнены равен-
ства (JA,Φ

a) = 0, и потому функция Φa лежат в Ha. С
другой стороны, Φ0 = ΣeiJI , и потому функция Φ0 лежит
в Hh.

Перейдем в уравнениях (2), (11) к фурье-образам

GϕF = sF + βEaFΦa, G = ik0 + ikava, (12)

εabcikbEcF = −ik0BaF, ikaBaF = 0, (13)

εabcikbBcF = 4π jaF + ik0EaF, ikaEaF = 4π j0
F . (14)

Введем вспомогательные операторы Ph : H → Hh,
Pa : H → H — проекторы, Ih : Hh → H, Ia : Ha → H —
вложения, Ghh = PhGIh,

Gah = PaGIh, Gha = PhGIa, Gaa = PaGIa.

Искомую функцию ϕ удобно разбить на ”гидродина-
мическую” h = Phϕ и ”негидродинамическую” a = Paϕ
части. При разложении по базису в Hh получаем компо-
ненты hA = (JA, h). Несложно вычислить возмущения
гидродинамических 4-токов

g0
A = (JA, ϕ) = hA, ga

A = (JAva, ϕ). (15)

Примем теперь по аналогии с [1–4], что источники
s в уравнении (10) как функции параметров va, r при-
надлежат пространству Hh и, следовательно, полностью
характеризуются компонентами sA. Это — ключевое
предположение метода перехода от кинетики к гидроди-
намике, предложенного в [1–4]. Как легко видеть, из (11)
вытекает система уравнений

GhhhF + GhaaF = sF ,

GahhF + GaaaF = βEaFΦa.

Из последнего уравнения можно выразить a как функ-
цию h и электрического поля

aF = EaFβG−1
aa Φa −G−1

aa GahhF . (16)

Для корректного определения оператора G−1
aa необ-

ходимо произвести подстановку k0 → (k0 − iε), где
ε — бесконечно малая положительная величина. Введем
матрицы

Za
AB = (vaJA, JB), Rab

AB = (Pav
aJA,G

−1
aa PavbJB).

Теперь, используя соотношения (3), (15), (16), можно
найти материальные соотношения

ga
AF =

(
Za

AB− ikbRab
AB

)
hB

F + β
∑

j

ejR
ab
AJEbF, (17)

j0
inF =

∑
i

eihIF , (18)

jainF =
∑

i

ei

(
β
∑

j

ejR
ab
IJ EbF − ikbRab

IBhB
F

)
. (19)

Поскольку коэффициентные функции Rab
AB неполиноми-

ально зависят от волнового 4-вектора kα , то гидродина-
мическая модель оказывается нелокальной в простран-
стве и времени.

Материальные соотношения (17)–(19) замыкают за-
дачу (2), (10). Переход к гидродинамической задаче
является точным. Если известно некоторое решение этой
задачи, то из (15), (16) можно найти компоненты h, а
функции распределения и восстановить решение задачи
в кинетической постановке.

Матрица Rab
AB, характеризующая нелокальность тео-

рии, удовлетворяет ряду общих условий. Так, очевидно,
что для действительного 4-вектора kα

Rab
AB(kβ)∗ = Rab

AB(−kβ). (20)

Хотя функции JA по определению линейно независи-
мы, набор функций JA, vaJ является линейно зависимым.
Вообще говоря, из каждого тождества вида

λAJA + ΛA
avaJA = 0, (21)

где λA, ΛA
a — постоянные коэффициенты, следуют соот-

ношения
ΛA

aRab
AB = 0, ΛB

bRab
AB = 0. (22)

Легко указать одно тождество вида (21)∑
i

miv
aJI − Ja = 0. (23)

Если отсутствуют внутренние степени свободы r ′, то
имеется еще одно тождество

vaJa− 2J0 = 0. (24)

Обозначим ν = kaka. Используя формулу Сохоцкого–
Племеля, несложно получить соотношение

Rab
AB + Rba∗

BA =
(

PavaJA,
(
G−1

aa + G−1+
aa

)
PavaJB

)
= 2πν−1/2

(
PavaJA, δ

(
k0 + kcv

c
)
PavbJB

)
.
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Отсюда следует, что для любого ненулевого набора
комплексных величин CA

a выполняется неравенство(
Rab

AB + Rba∗
BA

)
CA∗

a CB
b > 0. (25)

Из определений следует, что коэффициенты функции
Rab

AB продолжаются по аналитичности по параметру k0

в нижнюю комплексную полуплоскость. Разобьем k0 на
комплексную и мнимую части: k0 = ω1 + iω2, ω2 6 0.
Тогда имеем

Rab
AB + Rab∗

BA =
(

PavaJA,Λ
(
kα, v

c
)
PavbJB

)
,

Λ = −2ω2

(
ω2

2 +
(
ω1 + kcv

c
)2
)−1

.

Отсюда видно, что неравенство (25) выполняется во
всей полуплоскости ω2 6 0.

Обсудим следствия обратимости процессов на ми-
кроуровне. Пусть I — оператор обращения времени в
пространстве H [1–4]. Оператор I меняет знак скоростей
частиц IvaI = −va. Интегралы JA и состояние f0

являются собственными функциями оператора I

IJa = εAJA, εA = ±1, I f0 = f0,

где ε0 = εI = 1, εa = −1.
Отсюда следуют условия взаимности (аналог соотно-

шений Онзагера)

Rab
AB(k0, kc) = εAεBRba

BA(k0,−kc). (26)

Из (17) непосредственно вытекает представление для
вязких напряжений, потока тепла и диффузионных пото-
ков

τ ab
F = ikcR

ac
bBhB

F − β
∑

j

ejR
ac
bJEcF,

qa
F = −ikbR0BhF + β

∑
j

ejR0JEbF,

da
iF = −ikbR

ab
IBhF + β

∑
j

ejR
ab
IJ EbF.

Из (23), (22) для диффузионных потоков следует
естественный результат

∑
i

da
IF = 0. При отсутствии

внутренних степеней свободы из (22), (24) следует
отсутствие объемной вязкости τ aa

F = 0.

Вычисление ядер нелокальности

Как уже отмечалось ранее, для бесстолкновительной
плазмы можно вычислить зависимость коэффициентов
функций Rab

AB от 4-вектора kα . Заметим, что выполнено
равенство

PavaJA = vaJA− ZaB
A JB, ZaB

A = Za
ACγ

BC. (27)

Рассмотрим функции набора параметров ξA

ϕ = ϕ(ξA) = exp(ξAJA),

Uab = Uab(ξA) =
(
ϕ,
(
k0 − iε + kcv

c
)−1

vavb
)
,

Va = Va(ξA) =
(
ϕ,
(
k0 − iε + kcv

c)−1va
)
,

W = W(ξA) =
(
ϕ,
(
k0 − iε + kcv

c)−1
)
,

Hab
AB = Hab

AB(ξA) =
∂2Uab

∂ξA∂ξB

− ZbC
B

∂2Va

∂ξA∂ξC
− ZaC

A
∂2Vb

∂ξB∂ξC
+ ZaC

A ZbD
B

∂2W
∂ξC∂ξD

.

Используя равенство (27) и определение коэффициен-
тов Rab

AB, несложно убедиться, что величины Rab
AB вычи-

сляются через функцию

Hab
AB = Hab

AB(ξA) : Rab
AB = i−1Hab

AB

∣∣∣
ξA=0

.

Таким образом, задача свелась к вычислению функций
Uab, Va, W. Решение этой последней чисто технической
задачи приведено в Приложении (П1).

Как легко видеть, при ka = 0 для коэффициентов
функций получается простое выражение

Rab
AB = (ik0)

−1
(
Pav

aJA, Pav
bJB
)
. (28)

Набор коэффициентов Rab
AB(kα) удобно разложить по

базису величин I abn
AB (kc), полиномиально зависящих от

волнового вектора ka и удовлетворяющих условию
I abn
AB (kc)

∗ = I abn
AB (−kc)

Rab
AB(kα) = I abn

AB (kc)Xn(kα). (29)

Здесь Xn(kα) — скалярные функции, которые в силу (20)
удовлетворяют условию Xn(kα)∗ = Xn(−kα). Поэтому
они являются фурье-образами некоторых действитель-
ных ядер YnF = Xn. Явный вид разложения (29) приведен
в Приложении (П2).

Динамика свободных колебаний

Рассмотрим задачу о свободных колебаниях плазмы.
Из (10), (13), (14) получаем систему уравнений

ikαgαAF = 0, (30)

εabcikbEcF = −ik0BaF, ikaBaF = 0, (31)

εabcikbBcF = 4π jain F + ik0EaF, ikaEaF = 4π j0
in F . (32)

Отметим, что в силу условия электронейтрально-
сти (8) выполнено равенство∑

i

eiZ
a
IA = 0.

Поэтому jαin =
∑

i
eigαI и условие совместности (4)

уравнений Максвелла (31), (32) автоматически следу-
ет из (30). Поскольку в материальные соотношения
(17)–(19) магнитное поле не входит, то достаточно
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исследовать систему уравнений (29) и уравнение на
электрическое поле, вытекающее из (31), (32)

i(4πk0)
−1(k2

0EaF − νEa f + kakbEbF) + jain F = 0. (33)

Будем интерпретировать (30), (33) как систему ли-
нейных уравнений на набор неизвестных величин hA

F ,
EaF . Пусть A = (Anm) — матрица системы. Как усло-
вие существования нетривиального решения, получаем
дисперсионное уравнение

det A = 0. (34)

Аналитические выражения для функций Rab
AB, получен-

ные в П 1. Приложения, позволяют искать комплексные
решения kα . Будем считать, что задан действительный
волновой вектор ka. Тогда уравнение (34) задает набор
частот k0 собственных колебаний плазмы в зависимости
от волнового числа. Матрица A как функция частоты k0

аналитически продолжается в нижнюю комплексную по-
луплоскость Im k0 6 0 с выколотой точкой k0 = 0. Пусть
Cn — произвольный ненулевой набор комплексных вели-
чин. Используя (25), (17), (19), легко убедиться, что в
нижней комплексной полуплоскости с выколотой точкой
выполняется неравенство

Re (AnmCn∗Cm) > 0.

Таким образом, при Im k0 6 0 уравнение (34) решений
не имеет, или, иными словами, в рамках нелокального ги-
дродинамического описания все собственные колебания
бесстолкновительной плазмы затухают.

От правой части уравнения (34) отфакторизовывается
множитель Qt(kα)2, соответствующий поперечным вол-
нам. Для этих волн

h0 = h1 = 0, kaha
F = 0, kaEaF = 0.

Функцию Qt(kα) можно выразить через скалярные
функции Xn, используя представление (П2)

Qt = q1q4 − q2q3,

q1 = ik0σ+νX8, q2 = −νβ
∑

j

ejX10 J, q3 =νβ
∑

i

eiX11 I ,

q4 = i(4πk0)
−1(k2

0 − ν) + β
∑

i

eiejX13 I J.

Рассмотрим теперь динамику длинноволновых колеба-
ний, связанных с продольным электрическим полем. В
этом случае EaF = −ikaϕ(kα). Из (30), (32) получается
система уравнений

0 = ik0γABhB
F + ikaZa

ABhB
F

+ kakbRab
ABhB

F + kakbβ
∑

j

ejR
ab
AJϕ,

νϕ = 4π
∑

i
eihIF .

В пределе ka → 0 с помощью формулы (28) отсюда
получается уравнение для ϕ

0 = (−k2
0 + ω2

L)ϕ, ω2
L = 4πβ(Φ1,Φ1).

Это дает обычный спектр ленгмюровских колебаний
k0 =+

− ωL + 0(ν).
Таким образом, предлагаемое нелокальное гидродина-

мическое описание воспроизводит результаты, получен-
ные ранее на основе других подходов [5,6].

Заключение

В настоящей работе показано, что в определенном
классе источников нелокальное гидродинамическое опи-
сание точно соответствует кинетическому описанию. Это
отличает предлагаемый подход от других гидродинамиче-
ских схем. Решая нелокальную гидродинамическую зада-
чу, можно быть уверенным, что каждому гидродинамиче-
скому процессу точно соответствует некоторый кинети-
ческий процесс. Исследование ограничивалось рамками
линейной теории. На самом деле это ограничение не
является существенным. Метод просто обобщается на
нелинейный случай, когда источники в уравнении (1) не
обязательно являются слабыми. Конечно, в последнем
случае функциональная форма материальных соотноше-
ний сильно усложняется.

Отметим, что представление (29), (П2) не связано с
тем, что рассматривалась бесстолкновительная плазма.
Оно будет справедливо, например, и для столкновитель-
ной плазмы. Для длинных волн (ka → 0) и медленных
процессов (k0 → 0) можно выделить в разложении (П2)
члены, соответствующие обычной вязкости, теплопро-
водности и диффузии. Однако, как видно из формулы
(28), при взятии последовательного предела ka → 0,
k0 → 0 выражения для соответствующих коэффициентов
переноса оказываются бесконечными.

Приложение

1. В настоящем разделе вычислены функции
Uab = Uab(ξA), Va = Va(ξA), W = W(ξA). Напомним,
что интеграл в смысле главного значения

N = V.p.

+∞∫
−∞

x−1 exp(−αx2 + βx)dx, α > 0 (П1)

вычисляется через специальную функцию — интеграл
вероятности

Φ(x) = 2π−1/2

x∫
0

exp(−t2) dt.

Необходимые выкладки приведены, например, в [5].
Результат вычисления следующий: N = πΘ(β2−1α−1/2),
где Θ(z) = i−1Φ(iz).
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Рассмотрим подробно процедуру вычисления функции
W(ξA) при ν = kaka 6= 0. Положим ea

1 = ν−1/2ka,
пусть ea

2, ea
3 — два других единичных вектора, таких

что все три вектора ea
b образуют ортогональный базис

ea
bea

c = δbc. Осуществляя подстановку va = ea
bwb,

приводим выражение для функции W(ξA) к виду

W(ξA) = ν−1/2
∑

i

(Ω− iε + w1)−1

× exp

(
−

1
2

A1wbwb + bb
i wb + Ci

)
dw1dw2dw3dζ ′(r ′),

Ai = (−β + ξ0)mi , ba
i = Bb

i ea
b, Ba

i = ξami,

Ci = (−β + ξ0)U(i, r ′) + βµi0 + ξ1, Ω = k0ν
−1/2.

Интегрирование по w2, w3 сводится к взятию гауссов-
ских интегралов. Интеграл по w1 с помощью формулы
Сохоцкого–Племеля и сдвига аргумента приводится к
интегралу (П1). Окончательно получаем

W =
∑

i

∫
Ψ(i, r ′)dζ ′(r ′),

Ψ(i, r ′) = ν−1/2π(2π/Ai)

× exp
(
Ci + Ba

i (δab− ν
−1kakb)B

b
i /(2Ai)

)
× exp

(
−
(1

2
Aik

2
0 + Ba

i kak0

)
ν−1

)
×
(

Θ
(
(Ba

i ka + Aik0)ν
−1/2/(2Ai)

1/2
)

+ i
)
.

Аналогичным образом могут быть вычислены и функ-
ции Uab = Uab(ξA), Va = Va(ξA). Они могут быть
представлены в компактном виде

Uab =
∑

i

∫
Ψab(i, r ′)dζ ′(r ′),

Va =
∑

i

∫
Ψa(i, r ′)dξ ′(r ′),

Ψab(i, r ′) =
∂2Ψ

∂Ba
i ∂Bb

i

, Ψa(i, r ′) =
∂Ψ

∂Ba
i
.

2. Чисто алгебраическая структура коэффициентов Rab
AB

позволяет выписать разложение вида (28), инвариантное
относительно группы вращений. При этом следует иметь
в виду условия симметрии

Rab
cA = Rcb

aA, Rab
Ac = Rac

Ab

условия взаимности (26). Достаточно выписать предста-
вление (28) для компонент Rab

00, Rab
0c, Rab

0 I , Rab
cd, Rab

c I , Rab
I J

Rab
00 = δabX0 + kakbX1,

Rab
0c = Rac

0b = ikaδbcX2 + (ikbδac + ikcδab)X3 + ikakbkcX4,

Rab
0 I = δabX5 I + kakbX6 I ,

Rab
cd = δacδbdX7 + (δabδcd + δcbδad)X8 + δackbkdX7

+ (kakbδcd + kckbδad + kakdδcb + kckdδab)X8

+ kakbkckdX9,

Rab
c I = (ikaδbc + ikcδab)X10 I + ikbδacX11 I + ikakbkcX12 I ,

Rab
I J = δabX13 I J + kakbX14 I J. (П2)
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