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Диффузия магнитного поля при фазовом переходе металл–изолятор
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Рассмотрена диффузия постоянного (медленно изменяющегося) магнитного поля в проводник, в котором
под действием джоулевого разогрева происходит фазовый переход I рода в диэлектрическое состояние.
Исследуется случай дозвукового движения фазовой границы. В качестве модельного вещества рассмотрен
твердый раствор (V1−XCrX)2O3. Обсуждается применение данного явления в импульсных сильноточных
размыкателях.

1. Введение

В работе рассматривается нелинейная стационарная
диффузия магнитного поля в вещество, в котором под
действием джоулевого разогрева происходит фазовый
переход металл–изолятор I рода. Это явление изуча-
ется с точки зрения конструирования перспективных
импульсных сильноточных размыкателей.

Сейчас известно много различных веществ, в которых
проводимость сильно уменьшается под действием тем-
пературы и сильного магнитного поля–факторов, возни-
кающих естественным образом при работе импульсных
сильноточных устройств. К ним относятся окислы и
сульфиды переходных металлов [1], манганиты лантано-
идов (см., например, [2]) и т. д. Таким образом, можно
условно выделить два возможных типа твердотельных
импульсных размыкателей: тепловой и магнитный. Кро-
ме того, возможны комбинированные режимы. В данной
работе в качестве материала для численных оценок,
приведенных ниже, будет рассмотрен твердый раствор
типа (V1−XCrX)2O3. Это вещество уже достаточно
широко использовалось в маломощных терморезисто-
рах [3]. В нем происходит фазовый переход I рода
металл–полупроводник с потерей проводимости на 2–3
порядка при температуре около 400 K [4], что позволяет
использовать его в режиме теплового размыкателя, т. е.
за счет потери проводимости под действием омического
разогрева. Изменение концентрации хрома в растворе
плавно смещает температуру фазового перехода. При
температурах ниже комнатной скачок проводимости мо-
жет достигать 4–5 порядков. Кроме того, недавно было
показано, что фазовый переход металл–полупроводник
может быть дополнительно стимулирован в этом веще-
стве сильными магнитными полями, особенно вблизи
критической точки (магнитный размыкатель) [5]. Ниже
мы будем рассматривать только режим теплового раз-
мыкателя, т. е. зависимостью линии фазового перехода
от магнитного поля мы пренебрежем. Мы будем пред-
полагать, что длительности изучаемых процессов лежат
в диапазоне от нескольких микросекунд до десятков
микросекунд, что характерно, например, для взрыво-
магнитных генераторов тока типа МК-2 [6]. Кроме

конкретных результатов, касающихся твердых растворов
(V1−XCrX)2O3 будут сформулированы общие выводы и
требования к материалу размыкателя.

2. Модель стационарного движения
волны фазового перехода

Рассмотрим стационарную одномерную плоскую диф-
фузию постоянного магнитного поля в вещество, в
котором под действием джоулевого разогрева проис-
ходит фазовый переход первого рода металл–изолятор
(рис. 1). Скорость движения фазовой границы предпо-
лагается меньше, чем скорость звука в металлической
и диэлектрической (гомогенных) фазах. Магнитное поле
B зависит от координаты x, вдоль которой происходит
диффузия, и направлено вдоль оси z. В диэлектрической
фазе магнитное поле постоянно. Как мы увидим ниже,
при быстром движении фазовой границы в материа-
ле возникают значительные давления из-за изменения
удельного объема при фазовом переходе. Поэтому эф-
фектами, связанными с прочностью, мы пренебрежем
и будем использовать гидродинамическое приближение.

Рис. 1. Одномерная стационарная диффузия магнитного поля:
I — металлическая фаза, II — диэлектрическая фаза, заштри-
хованная область — гетерогенная смесь фаз (при медленном
движении волны).
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Запишем уравнение непрерывности и уравнения Эйлера
в виде

∂ρ

∂t
+ div (ρu) = 0,

∂u
∂t

+ u∇u = −
1
ρ
∇P, (1)

где ρ — плотность, u — скорость среды, P = Ph+Pm, Ph и
Pm = B2/8π — гидродинамическое и магнитное давления
соответственно.

Нас будут интересовать стационарные решения этих
уравнений. Перейдем в систему отсчета, движущуюся
с постоянной скоростью us вместе с фазовой границей.
При стационарном движении фазовой границы из систе-
мы (1) получаем

u =
A
ρ

= AV, P = −Au+ P0 = −A2V + P0, (2)

где V — удельный объем; P0 — постоянная составляю-
щая давления; A — константа, определяемая граничными
условиями: uS · ρ|x→∝ .

Предположим, что температура фазового перехода TC

не слишком высока и разогрев вещества в процессе
работы размыкателя не слишком велик (∼ 100 K). В этом
случае теплоемкость можно считать постоянной. Для
твердого раствора (V1−XCrX)2O3 TC составляет около
400 K. Положим для (V1−XCrX)2O3 CP = 110 J/K·mol [7]
как для металлической, так и для диэлектрической фаз.
Поскольку скачок объема ∆V при фазовом переходе
(≈ 1 % [8]) значительно превышает изменение объема
при тепловом расширении, то последним мы будем
пренебрегать. Тогда CP = CV . Кроме того, скорость
движения предполагается достаточно быстрой, чтобы
пренебречь теплопроводностью. Это справедливо, если
характерное время движения границы фаз τ значительно
превышает величину a2Cp/λ, где λ — теплопроводность,
a — характерный размер задачи. В нашем случае в
качестве a следует принять размер переходной области,
которая, как мы увидим, порядка 1 mm. Справочные
данные по теплопроводности V2O3 отсутствуют. В каче-
стве оценки примем теплопроводность V2O5, которая в
диапазоне 300–400 K порядка 4 W/m·K [9]. Заметим, что
электронная составляющая теплопроводности в V2O3

мала вследствие сравнительно плохой проводимости и не
оказывает существенного влияния на теплопроводность.
Тогда получаем характерные времена распространения
тепла порядка секунды, что много больше типичного
времени работы импульсного размыкателя.

Сжимаемость обеих фаз (V1−XCrX)2O3 примем равной
κ = 9.735·10−8 cm5/g·bar [10], в нашей модели различие
между адиабатической и изотермической сжимаемостью
отсутствует, поскольку мы пренебрегли тепловым рас-
ширением. При всех вышеуказанных условиях модельная
P−V-диаграмма будет иметь вид, показанный на рис. 2.

Очевидно, что в общем случае возможны три области:
металлическая фаза I, диэлектрическая фаза II и смешан-
ная (гетерогенная) область. Будем считать проводимость
в металлической фазе σ0 постоянной (т. е. независящей

Рис. 2. Модель уравнения состояния: 1–3 — изотермы в
смешанной фазе для различных температур (в порядке возра-
стания).

от температуры и давления). Для эффективной работы
размыкателя глубина скин-слоя в диэлектрической фазе
должна быть много больше толщины стенки размыка-
ющего элемента, поэтому мы примем проводимость в
диэлектрической фазе равной нулю. При необходимости
остаточная проводимость может быть легко учтена. В
смешанной фазе, пренебрегая эффектом порога перколя-
ции, предположим, что проводимость просто пропорцио-
нальна объемной доле металлической фазы. Тогда прово-
димость как функция удельного объема вдоль линии AB
будет иметь вид

σ = σ0

(
1−

V −VA

δV′

)
, (3)

где δV′ = VB − VA = ∆V/(1 − A2κ), VA(B) — объем в
точке A(B).

Решение уравнения диффузии магнитного поля в ме-
таллической фазе элементарно; трудности возникают
при исследовании диффузии в смешанной фазе, так как
в этом случае проводимость и скорость среды зависят
от координаты. Уравнение диффузии магнитного поля
запишем в виде

∂B
∂t

= rot(u× B)− rot(νmrotB), (4)

где νm = c2/4πσ — магнитная вязкость.
При этом в смешанной фазе проводимость зависит

от координаты. Будем искать стационарное решение
в неподвижной системе отсчета, т. е. вида B(x − ust).
Тогда характерные скорости движения среды u не будут
превышать величины uS∆V/V . При этом во всяком
случае для (V1−XCrX)2O3 магнитное число Рейнольдса
Rem = ul0/νm � 1, где l0 — масштаб длины, на кото-
ром происходит изменение магнитного поля, и первым

Журнал технической физики, 1998, том 68, № 12



Диффузия магнитного поля при фазовом переходе металл–изолятор 45

членом в правой части (4) можно пренебречь. Теперь
уравнение (4) можно записать в виде

∇2B +
(

Eσ −
∇σ

σ

)
∇B = 0, (5)

где E = 4πuS/c2; Здесь и далее уравнение записано для
единственной (z) компоненты вектора B.

И наконец, систему уравнений (1), (5) необходимо
дополнить уравнением теплового баланса. При этом мы
получим очень сложную систему уравнений, поскольку
уравнение (5) окажется связанным с системой (1), с
одной стороны, через уравнение теплового баланса, а
с другой — через магнитное давление, входящее в (1).
Гидродинамическое давление в этом случае будет зада-
ваться в смешанной фазе некоторой кривой в плоскости
P−V . Однако ниже мы увидим, что в интересующих нас
случаях градиентом магнитного давления в смешанной
фазе можно пренебречь, т. е. мы будем считать P∝ Ph в
смешанной фазе.

Процесс вдоль линии AB (рис. 2) в смешанной области
происходит с поглощением джоулевого тепла. Отсюда
следует, что для существования смешанной области не-
обходимо, чтобы наклон линии AB был меньше наклона
адиабаты в смешанной фазе. Вычислим поглощаемую
удельную теплоту Q вдоль линии AB

dQ
∣∣
AB

=
(
TdS

)
AB

= T

{(
∂S
∂T

)
V

dT +

(
∂S
∂V

)
T

dV

}
AB

=

(
C′VdT + T

∆S
∆V

dV

)
AB

, (6)

где ∆S — скачок энтропии при фазовом переходе (для
(V1−XCrX)2O3 ∆S = 0.63 J/K · mol [3]), C′ — теплоем-
кость смеси фаз при постоянном объеме.

Поскольку теплоемкости металлической и диэлектри-
ческой фаз считаются равными, то энтропию смеси фах
можно представить в виде S = SI(T) + α∆S, где
SI(T) — энтропия металлической фазы, α — удельная
доля диэлектрической фазы в смеси. Тогда, используя
формулу Клайпейрона–Клаузиуса ∂P/∂T = ∆S/∆V,
получаем

C′V = T

{(
∂SI

∂T

)
V

+

(
∂α

∂T

)
V

∆S

}

= CV + T

(
∆S
∆V

)2

κ. (7)

В выражении (6) V и T — зависимые переменные,
поэтому еще раз используем формулу Клапейрона–
Клаузиуса и уравнение (2), тогда удельную теплоту мож-
но представить как функцию только удельного объема

dQ
∣∣
AB

=

(
−A2C′V

∆V
∆S

+ T
∆S
∆V

)
dV. (8)

Когда скорость движения волны фазового перехода
достигает адиабатической скорости звука в смешанной

фазе, выражение в скобках в (8) становится равным
нулю. Тогда смешанная область исчезает, поскольку
джоулево тепло, поглощенное в этой области, должно
быть равным нулю. Таким образом, можно выделить два
режима движения волны фазового перехода: медленный,
когда между металлической и диэлектрической фазами
находится смешанная область, и быстрый, при котором
смешанная область отсутствует и формируется разрыв.
Критической скоростью является адиабатическая ско-
рость звука в смешанной фазе. В нашей модели она имеет
вид

uc =
∆S
ρ∆V

√
T
C′V
. (9)

Выразим величину джоулевого тепла через ∇B

ρ
∂Q
∂t

=
c2(∇B)2

16π2σ
. (10)

И наконец, приравняем тепло, выделяемое при диффу-
зии магнитного поля (10) и поглощаемое при процессе
происходящем вдоль линии AB из (8), и получим урав-
нение теплового баланса

(∇B)2

σ
= D∇σ, (11)

где

D = −
16π2δV′

c2uSσ0ρ

(
−A2C′V

∆V
∆S

+ T
∆S
∆V

)
,

V мы заменили на σ , используя (3).
Уравнения (5) и (11) образуют систему относительно

функций B(x) и σ(x), которая позволяет найти решение
для стационарной диффузии магнитного поля в смешан-
ной фазе.

3. Структура волны фазового перехода

1. Б ы с т р о е д в и ж е н и е в о л н ы ф а з о в о г о
п е р е х о д а uS > uC. Диффузия магнитного поля
происходит в металлической фазе с граничным условием
xMI (t) = −uSt, где xMI — граница между металлической
и диэлектрической фазами. Решение уравнения (5) тогда
имеет вид

B = B0 exp

(
−

uS

νm

[
x− uSt

])
, (12)

где B0 — магнитное поле в диэлектрической фазе.
Заметим, что в этом выражении две независимых

переменных — B0 и uS. Температура как функция
координаты может быть легко вычислена при условиях
сформулированных выше

T =
B2

0

8πρCV
exp

(
−2

uS

νm

[
x− uSt

])
+ T0. (13)

Журнал технической физики, 1998, том 68, № 12



46 Ю.Б. Кудасов

В точке xMI температура должна быть равна темпера-
туре фазового перехода TMI . Таким образом, возникает
дополнительное условие

TMI =
B2

0

8πρCV
+ T0 (14)

и остается только одна независимая переменная. В прин-
ципе TMI может быть функцией давления.

На рис. 3 схематично показана структура быстрой вол-
ны, на рис. 4 представлена связь внешнего магнитного
поля и скорости движения волны, а также зависимость
величины скачка давления на границе фаз от скорости
волны.

2. М е д л е н н о е д в и ж е н и е в о л н ы
ф а з о в о г о п е р е х о д а uS < uC. Распределение
магнитного поля и температуры в металлической фазе
могут быть определены аналогично случаю быстрого
движения волны. Для нахождения решений в смешанной
области требуется решить систему уравнений (5), (11).
Прежде всего сравним два члена в скобках в уравнении
(5). Введем характеристическое число по своему виду
совпадающее с числом Рейнольдса Re′m = uSl0/νm, где
l0 = σ/∇σ — характерная длина, на которой происходит
изменение проводимости. В зависимости от величины
этого характеристического числа можно пренебречь од-
ним из членов в скобках уравнения (5). Если Re′m� 1,
то второй член может быть опущен. Тогда, произведя
замену

∇B = f , (15)

легко получаем решение системы уравнений (5) и (11)
виде

f = C2 exp

(
x− uSt

DC2
I

)
, (16)

где C1 и C2 — константы.
Нетрудно убедиться, что для твердых растворов

(V1−XCrX)2O3 выполняется условие Re′m � 1 и в сме-
шанной области имеет место решение (16).

В принципе возможен также и случай Re′m � 1.
Поэтому мы найдем и это решение. Теперь можно
опустить первый член в скобках в уравнении (5). Снова
выполним замену переменных (15), а затем еще одну

Рис. 3. Структура быстрой волны фазового перехода. На
границе фаз происходит скачок давления; дальнейшее плавное
возрастание давления связано с градиентом магнитного поля.

Рис. 4. Быстрая волна в твердом растворе (V1−XCrX)2O3:
a — связь внешнего магнитного поля и скорости движения
волны, b — зависимость величины скачка давления на границе
фаз от скорости движения волны.

замену | f | =
√
|g|, sign(g) = sign( f ). Тогда система

уравнений примет вид

g′ + 2Eσg = 0, g = Dσσ ′. (17)

Подставим g из второго уравнения (17) в первое и
получим уравнение с разделяющимися переменными

g′ = −2EDσ2σ ′, (18)

откуда

g = −
2
3

EDσ3 + C1, (19)

где C1 — константа интегрирования.
Используя (18) и (19) и выполнив замену переменных

x = 3ξ/2E, получаем уравнение с разделяющимися
переменными

∂σ

∂ξ
=

C′31 − σ
3

σ
, (20)

где C′1 = (3C1/2ED)1/3.
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Интегрированием уравнения (20) определяем зависи-
мость проводимости от координаты в неявном виде

ξ + C2 =

∫
σdσ

C′31 − σ3
=

1
6C′1

ln
C′21 + C′1σ + σ2

(C′1 − σ)2

−
1

√
3C′1

arctg
2σ + C′1√

3C′1
. (21)

Здесь C2 — константа интегрирования. Отсюда можно
найти также распределение магнитного поля давления
и т. д. Заметим, что при σ → 0, т. е. вблизи границы
смешанной и диэлектрической фаз, зависимость прово-
димости от координат можно выразить в явном виде

σ =

√
2C′31ξ. (22)

Интересно отметить, что, как видно из (22), на грани-
це смешанной и диэлектрической фаз при Re′m� 1 про-
изводные проводимости, плотности и давления неогра-
ниченно нарастают, при этом сами функции ограничены
и непрерывны.

4. Обсуждение и выводы

Прежде всего вернемся к предположению о том, что
P∝ Ph в смешанной фазе, которое использовалось нами
при исследовании медленной волны. Это предположение
справедливо, когда скорость движения волны не слишком
мала по сравнению с критической. Тогда смешанная
область узкая и градиент магнитного давления оказыва-
ется малым по сравнению с градиентом гидродинамиче-
ского (в пределе uS→ uC имеем для изменения давления
в смешанной области: ∆Ph → const, ∆Pm → 0). Так,
для твердого раствора (V1−XCrX)2O3 при uS = 0.8 · uC

получаем, что характерное расстояние, на котором изме-
няется проводимость, DC2

1 из формулы (16) составляет
порядка 0.002 cm, изменение магнитного поля на этой
длине менее 100 Gs. При этом градиент магнитного да-
вления оказывается пренебрежимо малым по сравнению
с градиентом гидродинамического давления в смешанной
области (около 2.5 kbar/cm). Из этого примера видно,
что область применимости решений (16), (21) довольно
широкая, по крайней мере для (V1−XCrX)2O3.

Для твердых растворов (V1−XCrX)2O3 гидродинамиче-
ская скорость звука составляет около 6.5 km/s, а крити-
ческая скорость волны фазового перехода, вычисленная
из (9), составляет всего 100 m/s. Поэтому существует
очень широкий диапазон решений с быстрым движением
волны. Для размыкания тока режим быстрой волны явля-
ется предпочтительным, потому что смешанная область
приводит к расширению скин-слоя и увеличению вре-
мени размыкания. Из формулы (9) видно, что критиче-
ская скорость пропорциональна отношению ∆S/∆V. В
(V1−XCrX)2O3 это отношение аномально малое [3], что
и обеспечивает большой диапазон решений с быстрым
движением волны.

Для (V1−XCrX)2O3 имеется еще и специфическое
ограничение на область стационарных решений при
быстром движении волны. Пусть вещество при x →∝
неподвижно (закрепленная граница), давление в веще-
стве при x → −∞ равно атмосферному P0 (свобод-
ная граница). Тогда давление в веществе на грани-
це фаз с металлической стороны (x → +xMI ) равно
P0 + ∆P, где ∆P — скачок давления на границе фаз.
Однако линия фазового перехода металл–изолятор для
(V1−XCrX)2O3 при повышении давления оканчивается
в критической точке [1]. Максимальное значение ∆P
зависит от начальной температуры, но в любом случае
оно не может превышать 8 kbar [1] При этом скорость
волны составляет около 4 km/s. При больших скоро-
стях движение волны фазового перехода может иметь
особенности.

Чтобы рассчитать характеристики размыкателя, необ-
ходимо исследовать существенно нестационарные про-
цессы формирования волны и выхода ее на границу
вещества. Тем не менее из полученных выше результа-
тов можно оценить основные параметры размыкателя.
Предположим, что стенка (размыкатель), изготовленная
из твердого раствора (V1−XCrX)2O3, отделяет полость,
в которой создается начальный импульс тока (и магнит-
ного поля), от полости нагрузки. При быстром переходе
стенки в диэлектрическое состояние в нагрузке форми-
руется обостренный импульс тока (магнитного поля).
Такой режим работы характерен для взрывомагнитных
генераторов [6]. Прежде всего оценим максимально
возможный коэффициент обострения импульса магнит-
ного поля (тока), т е. отношение времени начального
импульса в полости сжатия потока τ1 к времени им-
пульса в полости нагрузки τ2. Размыкатель, находясь
в металлической фазе, должен эффективно экраниро-
вать начальный импульс магнитного поля, например,
d > 2λ1, где d — толщина стенки, λ1 — глубина
скин-слоя для начального импульса магнитного поля. В
диэлектрической фазе размыкатель должен пропускать
магнитное поле в полость нагрузки без значительных
потерь за время ∼ τ2, например, D < λ2/2, где λ2 —
глубина скин-слоя для импульса магнитного поля в
полости нагрузки. Поскольку λ ∝ (τ/σ)1/2, то получаем,
что максимальное значение отношения τ1/τ2 составляет
1/16(σm/σi) ∼ 10 при температуре 300–400 K. Здесь
σm(i) — проводимость в металлической (диэлектриче-
ской) фазах. Пусть начальное магнитное поле составля-
ет 60 T что соответствует скорости фазовой границы
примерно 3 km/s. Глубина проникновения магнитного
поля в металлическую фазу составит, согласно формуле
(12), λ = νm/uS ≈ 0.3 cm. Тогда время нарастания
магнитного поля в полости нагрузки можно оценить
как время прохода волной расстояния порядка 2λ. От-
сюда видно, что время нарастания магнитного поля
(тока) в полости нагрузки может достигать нескольких
микросекунд.

Полученные результаты можно также использовать
в случае медленно меняющегося внешнего поля B0.
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Условие, когда B0 можно считать медленным, следует
из (4) и (12) ∣∣∣∣∂B0

∂t
� uS∇B|x=+xMI =

B0u2
S

νm
.

∣∣∣∣ (23)

В частности, для примера, рассмотренного выше,
|∂B0/∂t| � 60 T/µs, т. е. практически для любого взры-
вомагнитного генератора тока [6] начальный импульс
магнитного поля нарастает медленно (обычно не более
10 T/µs).

В заключение заметим, что в анализе, приведенном
выше, мы считали, что фазовый переход происходит
достаточно быстро, и не учитывали кинетику фазового
перехода. Но, как известно, время, необходимое для
фазового перехода первого рода в твердых телах, может
быть довольно большим, если переход связан с пе-
рестройкой кристаллической структуры. (V1−XCrX)2O3

фазовый переход металл-парамагнитный изолятор связан
в основном с электронной подсистемой и происходит
без изменения кристаллической структуры, поэтому, по-
видимому, это фазовый переход является быстрым.
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