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Теоретически исследуется механизм нелинейной диагностики газовых вклю-
чений в жидкости. Показано, что в окрестности критических значений поля
накачки, отвечающих появлению слабоустойчивых колебательных состояний
пузырьков, значительно возрастает глубина модуляции рассеянной акустической
волны.

Необходимость оценить размеры и пространственное распределение
газовых включений в жидкости возникает как при изучении природ-
ных объектов, так и в большом числе промышленных, медицинских
и экологических приложений [1]. Два обстоятельства: резонансный
характер взаимодейтвия и значительная сжимаемость газа в пузырьке
обеспечивают приоритет акустическим методам при диагностике этих
объектов, представляющих пример нелинейных осцилляторов. Простей-
шие проявления нелинейных пульсаций сводятся к возбуждению высших
гармоник 2ωp, 3ωp, . . . [2]. Их регистрация в сигнале обратного рассе-
яния позволяет выделить вклад пузырьков на фоне других (твердых)
включений. Более рафинированные методы диагностики основаны на
двухчастотном озвучивании исследуемой среды [3–7]. При реализации
этих методик звуковое поле состояло из высокочастотной (как правило,
превышающей резонансные частоты пузырьков) сигнальной волны и от-
носительно низкочастотной волны накачки, возбуждающей резонансные
колебания пузырьков. Одновременно совершенствовались линейные ме-
тоды акустической спектроскопии газовых включений [8], основанные на
использовании амплитудно-модулированных и фазоманипулированных
сигналов. Наряду с возбуждением высших гармоник и комбинационных
частот нелинейные пульсации пузырьков проявляются и в более слож-
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ных эффектах, обусловленных бифуркациями динамических состояний
этого нелинейного осциллятора [9–11].

В настоящей работе анализируется взаимодействие мощной ампли-
тудно-модулированной акустической волны Pp = 0.5{(Ap + Ai sinωit)
× exp[i(kpx− ωpt)] + k.c.} с пеленой пузырьков. Между амплитудами и
частотами накачки Ap, ωp и модуляции Ai , ωi предполагатся выполнен-
ными соотношения Ap � Ai , ωp � ωi . Режим нелинейных колебаний
отдельных включений задается действием мощной накачки. Воздей-
ствие слабой модуляции будет существенным только в окрестности
тех динамических состояний пузырьков, которые теряют устойчивость
(обращается в нуль хотя бы один из двух показателей Ляпунова). При
этом за счет перекачки энергии из поля в слабоустойчивые моды коле-
баний, раскачиваемые модуляционной компонентой, глубина модуляции
рассеянного сигнала может значительно возрастать и служить средством
диагностики пузырьков.

Основой количественного рассмотрения этого эффекта будет анализ
уравнения Рэлея–Плесета, описывающего пульсации пузырька в поле
давления Pp

RR̈+
3
2

Ṙ2 +
P0

ρ0

[
1−

(R0

R

)3γ
]

+ 2δRoṘ = −
Pp

ρ0
, (1)

здесь γ — показатель политропы; δ — затухание, эффективно учитыва-
ющее дисспипативные процессы вязкости и теплопроводности, а также
радиационные потери; P0, ρ0, R0 — равновесные значения давления и
плотности жидкости, радиусов пузырьков. Методика построения прибли-
женного решения (2) стандартна (см., например, [12]). В окрестности
основного резоанса |ωp − Ω0| � ωp асимптотический ряд имеет вид
(R−R0)/R0 = 0.5(a·exp(−iωpt+ iϕ)+k.c.)+εu1(a, ϕ)+ε2u2(a, ϕ)+. . .
(сравните [13]), здесь Ω0 = (3γP0/ρ0R2

0)
1/2 — собственная частота

пузырька; ε — безразмерный малый параметр, вводимый для обозначе-
ния порядка нелинейных членов. Медленно меняющиеся амплитуда a и
фаза ϕ колебаний определяются из системы ”укороченных” уравнений,
следующей из требования отсутствия секулярных членов в разложении.
Учет в (1) нелинейных членов до третьего порядка включительно
приводит к следующему виду уравнения для z = a · exp(iϕ)

ż = −δz− i
[
ωp −Ω0 + kΩ0a2

]
z+ i

[Ap + Ai sin(ω j t)]

6γP0Ω
−1
0

; (2)

2∗ Письма в ЖТФ, 1998, том 24, № 16



20 А.О. Максимов

здесь κ = (6γ2 − 3γ − 2)/16 и при выводе (2) предполагалось, что
ωi 6 δ. В отсутствие модуляционного слагаемого структура решения
уравнения (3) хорошо известна. Амплитуда a∗ и фаза ϑ∗ установившихся
колебаний (ȧ = 0; ϑ̇ = 0) описываются при этом выражениями [12,9]

a2
∗[(ωp −Ω0 + κΩ0a2

∗) + δ2] =
A2

p

36γ2P2
0 Ω−2

0

,

cosϕ∗ =
6γ(δ/Ω0)P0a∗

Ap
. (3)

Рисунок (1) иллюстрирует зависимость амплитуды установившихся
колебаний a∗ от определяющих параметров: расстройки ωp − Ω0 и
амплитуды накачки Ap. Вне области, ограниченной кривыми B1, B2, у
динамической системы (3) (в отсутствие модуляционной составляющей)
имеется только одно устойчивое состояние, которому соответствует
простой узел на фазовой плоскости a, ϑ. Внутри области, ограни-
ченной кривыми B1, B2, имеется три стационарных состояния: два
устойчивых — узлы, и одно неустойчивое — седло. На бифурационых
кривых B1 и B2 происходит слияние узловых и седловых точек. Точка
F(ωpk− Ω0 = −

√
3 − δ, A2

pk = (32
√

3/κ) (δ/Ω0)3P2
0 ) является особой:

в ней происходит слияние всех особых точек — двух узлов и седла.
Используя свойство нелинейных систем усиливать слабые сигналы

вблизи порога динамической устойчивости [4], проанализируем влия-
ние модуляционной составляющей в окрестности точки F — порога
возникновения бистабильности. Для пороговых значений определяющих
параметров обращается в нуль один из двух показателей Ляпунова
динамической системы (2) (в пренебрежении модуляцией), в силу
чего при описании временно́й эволюции можно выделить быструю и
медленную составляющие. Для достаточно низкочастотной модуляции
ωi � δ принцип подчинения [15] позволяет исключить быструю
переменную, время релаксации которой определяется 1/δ, и получить
одно уравнение для медленной переменной η = a sinϑ − ak sinϑk,
(ak sinϑk) = [(

√
3/2)(δ/κΩ0)]1/2.
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В (4) входят отклонения определяющих параметров от критических
значений ∆A = Ap−Apk, ∆Ω = (ωp−Ω0)+

√
3δ(|∆Ω| � δ, |∆A| � Apk).

В настоящем сообщении будет проанализировано простейшее
решение (4), отвечающее столь медленной частоте модуляции
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(ωi/Ω0)
3 � (Ai/6γP0), что в главном порядке dη/dt = 0, при этом

квазистационарные значения амплитуды колебаний будут описываться
формулами (4) с заменой Ap⇒ [Ap + Ai sinωit].

В силу того что сечение рассеяния σs ∼ a2, определение глубины
модуляции в расходящейся волне сводится к нахождению явного вида
решения алгебраического (кубического) уравнения (3). В окрестности
порога бистабильности для ∆Ω > 0 имеем

a2 =

(
8

3
√

3

δ

kΩ0

){
1
4
−

∆Ω

4
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}
,
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∆A + Ai sin(ωi t)
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, ν = B+ + B−, (5)
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.

При |∆A| � Ai , (∆Ω0/δ) � AiApk величина модуляцион-

ной составляющей am ∼ (δ/κΩ0)
1/2 [(Ai/Apk) sin(ωit)]

1/3 значи-
тельно превосходит ее значение вдали от порога (|∆A| ∼ Apk,
(∆Ω0/δ) ∼ 1) am ∼ (δ/κΩ0)

1/2 [(Ai/Apk) sin(ωi t)].
При ∆Ω < 0 изменения амплитуды колебаний в области биста-

бильности
[
(∆Ω/δ) + (4µ/

√
3)
]2

+ (2/9
√

3)(∆Ω/δ)3 6 0 будет со-

провождаться гистерезисными явлениями. Однако в окрестности порога
размеры этой области малы (по сравнению с амплитудой изменения
внешнего поля |∆A| � Ai), как мала и модуляционная составляющая
колебаний на том отрезке времени, который отвечает пересечению
области бистабильности. По этой причине формула (5) достаточно
хорошо описывает модуляцию рассеянного поля в окрестности порога
и при ∆Ω < 0.

Таким образом, наличие медленной амплитудной модуляции поля
накачки приводит в окрестности порога бистабильности динамических
состояний пузырька к значительному росту и существеннно нелиней-
ному характеру модуляции рассеянного поля. Данное обстоятельство
обеспечивает новые возможности для диагностики газовых включений
в жидкости.
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