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Исследуется фазовая диаграмма двумерной мезоскопической системы зарядов или диполей, реализациями
которой могут являться электроны в полупроводниковой квантовой точке или непрямые экситоны в системе
двух вертикально связанных квантовых точек. Квантовые расчеты ab initio Монте-Карло интегрирования по
траекториям применяются для определения свойств таких объектов на плоскости температура–квантовый
параметр де Бура. При нулевой (достаточно низкой) температуре по мере увеличения силы квантовых
флуктуаций частиц имеют место два типа квантовых явлений разупорядочения с ростом квантового параметра
де Бура q: сначала, при q ∼ 10−5, система переходит в радиально упорядоченное, но ориентационно
разупорядоченное состояние, когда различные оболочки ”атома” проворачиваются друг относительно друга.
При гораздо больших q ∼ 0.1 имеет место переход в разупорядоченное (сверхтекучее в случае системы
бозонов) состояние.

Изучение свойств мезоскопических систем малого
числа частиц становится все более важным в связи с
постоянным уменьшением характерных размеров элек-
тронных приборов. Развитие методов микролитографии
в полупроводниковой технологии позволяет в настоящее
время проводить эксперименты с чрезвычайно малыми
структурами, содержащими всего несколько электронов
или экситонов. Исследование таких систем привело к
развитию одноэлектроники [1,2] и обеспечило значитель-
ные успехи в изучении и конструировании различного
рода мезоскопических объектов [3], рассматриваемых
как элементная база электронно-вычислительных и из-
мерительных систем будущего.

В настоящей работе мы рассмотрим фазовую диа-
грамму конечной системы частиц (кластера), удержи-
ваемых в двумерном гармоническом потенциале. Эта
модель может применяться, например, при описании
электронов в полупроводниковой квантовой точке [1,4]
и системы непрямых экситонов в вертикально связан-
ных квантовых точках [3–6]. Существующая техника
эксперимента позволяет контролировать число частиц N
в подобном ”атоме” и приготовлять как классические
кластеры заданного N, так и системы, определяющую
роль в поведении которых играют квантовые эффекты.
Это дает возможность исследования ряда интересных
задач физики мезоскопических систем.

Одно из наиболее интересных явлений, имеющих ме-
сто в малых классических кластерах, — явление их
ориентационного разупорядочения (”ориентационного
плавления”, см. работы [7–10]), при котором при тем-
пературах, на несколько порядков меньших температу-
ры полного разупорядочения (разрушения оболочечной
структуры и начала обмена частиц между оболочками),
происходит взаимное ориентационное рузупорядочение
различных областей системы. При этом различные па-
ры оболочек кластера проворачиваются как целое друг
относительно друга, теряя вазимный ориентационный
порядок.

При рассмотрении кластеров, квантовые флуктуации
частиц в которых сравнимы со средним межчастич-

ным расстоянием, интерес представляет вопрос о су-
ществовании квантового аналога явления классического
ориентационного плавления. Очевидно, что увеличение
роли квантоых эффектов должно привести к понижению
температуры Ts1s2 ориентационного плавления оболочек
{s1, s2} и, казалось бы, при некоторой критической
величине квантовых флуктуаций должно наступить их
”нулевое” ориентационное плавление.

Что определяет положение точки qs1s2 ”нулевого” ори-
ентационного плавления? Обычно точку квантового фа-
зового перехода оценивают как точку, в которой энергия
квантовых флуктуаций частицы ~/ma2 сравнивается с
энергией kbTc ее тепловых колебаний при температуре Tc

классического разупорядочения (другими словами, когда
при температуре Tc длина тепловой волны де Бройля
равна среднему расстоянию a между частицами). Как из-
менится эта оценка применительно к квантовому ориен-
тационному плавлению малых кластеров? Каково будет
относительное расположение областей существования
ориентационного порядка у различных пар оболочек
многооболочечного кластера? Какова роль обменных
эффектов в рассматриваемом явлении?

В настоящей работе мы попытались ответить на
эти вопросы, предприняв расчет свойств искусственных
”атомов”, образованных электронами и экситонами в
квантовых точках при помощи квантового метода Монте-
Карло интегрирования по траекториям. Общая структура
статьи организована следующим образом: в разделе 1
вводится математическая модель и кратко описывается
используемый алгоритм расчета. В разделе 2 приводятся
описание и обсуждение полученных результатов.

1. Модель.
Используемый алгоритм расчета

Мезоскопические кластеры, свойства которых мы хо-
тим исследовать, могут рассматриваться как двумерные
системы конечного числа N частиц массы m в квадра-
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тичном удерживающем потенциале силы α. Общий вид
гамильтониана таких систем имеет вид
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В качестве парного потенциала взаимодействия частиц U
рассматривались следующие функции: 1) для систе-
мы электронов e в полупроводниковой квантовой точ-
ке частицы взаимодействовали по закону Кулона, т. е.
U(ri j ) = e2/ri j , ri j = |ri − r j |; 2) взаимодействие
непрямых магнетоэкситонов в двойной квантовой точ-
ке рассматривалось как взаимодействие сонаправленных
диполей [6]: U(ri j ) = d2/r3

i j , где дипольный момент
d = he определяется расстоянием между квантовыми
точками h.

Гамильтониан (1) может быть сведен к безразмерному
виду, если выразить, все расстояния и энергии в едини-
цах r0 и E0 = αr2

0, где r0 = e2/3/α1/3 для системы элек-
тронов (кулоновского кластера, Coul) и r0 = d2/5/α1/5

для кластера магнетоэкситонов (дипольного кластера D).
В результате (1) примет вид
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Здесь квантовый параметр де Бура q = ~/(m1/2α1/2r2
0)

определяет силу квантовых флуктуаций частиц. Дру-
гим безразмерным параметром, определяющим состо-
яние системы (2), является безразмерная температура
T = kbT/(αr2

0).
Для расчетов свойств системы (2) использовали кван-

товый метод Монте-Карло интегрирования по траек-
ториям (см., например, обзор [11]). В этом методе
свойства исходной двумерной квантовой системы {r̂i},
i = 1 . . .N оцениваются по фиктивной трехмерной {rp

i },
p = 0 . . . P− 1, полученной дискретизацией функцио-
нальных интегралов. Требуемая точность такой замены,
контролируемая безразмерным параметром τ = q/(PT),
достигалась подбором числа слоев P трехмерной систе-
мы таким образом, чтобы наилучшим образом удовле-
творить условию τ = 0.3.

Вывод о состоянии кластера в каждой исследуемой
точке {q; T} плоскости управляющих параметров делал-
ся на основе расчета ряда величин: радиальной функции
распределения частиц в ловушке, радиальных среднеква-
дратичных смещений
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Ориентационное разупорядочение кластера исследова-
лось при помощи взаимного ориентационного параметра
порядка [10]

gs1s2 = 〈ψs1ψ
∗
s2
〉. (4)

”Ориентационный параметр порядка” ψs оболочки s,
состоящей из Ns частиц, определяется при этом как
ψs = (1/Ns)

∑Ns

is exp( j̃Nsϕis), где сумма берется по всем
номерам частиц, принадлежащим данной оболочке s.

Также рассматривалась дисперсия траекторий во мни-
мом времени, т. е. степень их ”размазанности” по углу ϕ
и радиусу r
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2. Результаты расчета

Рассмотрим сначала поведение классических класте-
ров (при q = 0). Основная конфигурация классической
системы 10 диполей (при T � 1) в удерживающем
гармоническом потенциале имеет две четко выраженные
оболочки, внутренняя из которых содержит 3 частицы:
D10(3, 7). Рис. 1 показывает, что повышение температу-
ры приводит сначала к потере взаимного ориентационно-
го порядка оболочек. Это имеет место при весьма низкой
температуре T21 ≈ 5.4 · 10−6. Полное разупорядочение
кластера D10 с обменом частиц между оболочками имеет
место при гораздо более высокой температуре Tf ≈ 0.01.

Очевидно, что для малого кластера, состоящего из
нескольких оболочек, будет иметь место ряд явлений
ориентационного плавления, каждое из которых соответ-
ствует относительному ориентационному разупорядоче-
нию различных пар оболочек. Эта особенность малых
кластеров заметна на рис. 2, на котором представле-
ны температурные зависимости радиальных флуктуа-
ций (3) и ориентационного параметра (4) различных
пар оболочек трехоболочечного кулоновского кластера
Coul25, имеющего в основном состоянии конфигурацию
Coul25(3, 9, 13). Стрелками на рисунке отмечены темпе-
ратуры T32 ≈ 3 · 10−5, T21 ≈ 1.25 · 10−3 ориентационных
разупорядочений и температура Tf ≈ 7 · 10−3 полного
плавления системы. Данные рис. 2 подтверждают, что
температуры Ts1s2 ориентационного разупорядочения па-
ры оболочек s1, s2 являются функцией распределения
частиц по оболочкам (Ns1 ,Ns2) и максимальны в случае
пары оболочек, представляющих собой замкнутые груп-
пы узлов идеальной двумерной треугольной решетки
(т. е. когда (Ns1 ,Ns2) = (3, 9), (4, 10), (6, 12), . . . ) [8,10].

В рассмотренных выше случаях интервал температур
Ts1s2 < T < Tf можно рассматривать как область, в
которой оболочки {s1, s2} кластера, сохраняя свой вну-
тренний порядок, проворачиваются друг относительно
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Рис. 1. Исчезновение взаимного ориентационного параметра порядка g21 (4) свидетельствует о переходе из ориентационно-
упорядоченного (OO) в ориентационно-разупорядоченное, но радиально-упорядоченное состояние (RO). Резкий рост среднеква-
дратичных радиальных флуктуаций u2

r (3) в точке T21 ≈ 5.5 · 10−6 ориентационного разупорядочения вызван ”дыханием” оболочек
кластера D10 при их проворачивании друг относительно друга.

Рис. 2. Ориентационное плавление различных пар оболочек трехоболочечного кулоновского кластера Coul25. Стрелками отмечены
температуры T32 и T21 ориентационного разупорядочения пар {3, 2} и {2, 1} кластера, а также температура Tf его полного
плавления — перехода из RO-состояния в состояние классической жидкости (CL).
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друга, теряя взаимный ориентационный порядок. При
этом в 2 × N-мерном конфигурационном пространстве
система движется в узкой области — ”овраге” — на
поверхности потенциальной энергии, различным точкам
которой соответствуют различные величины параметра
порядка gs1s2 . Рис. 1, 2 показывают, что такому движению
сопутствует ”дыхание” оболочек кластера, что приво-
дит к резкому росту радиальных среднеквадратичных
флуктуаций u2

r в точках Ts1s2 ориентационных разупо-
рядочений.

Рассмотрим, как меняется состояние ”атомов” при
T = const и увеличении силы квантовых флуктуаций.
На рис, 2, a приведено поведение взаимного ориента-
ционного параметра порядка g21 дипольного кластера
D10 при движении вдоль линии T = 3 · 10−6. Резкое
изменение величины g21 в точке q21 ≈ 8 · 10−4 свиде-
тельствует о вызванном квантовыми флуктуациями пере-
ходе из ориентационно-упорядоченного состояния (OO,
при q < q21) в ориентационно-разупорядоченное, но
радиально-упорядоченное состояние (RO, при q > q21).
Зависимости угловой и радиальной дисперсий траекто-
рий частиц во мнимом времени (5) и (6) от величины
квантового параметра q представлены на рис. 2, b. На
вставке к рис. 2, b приведена мгновенная проекция траек-
торий r0

i → r0
i → . . . трехмерной классической системы

на плоскость OXY, дающая представление о траекториях
ориентационно-разупорядоченной системы во мнимом
времени. Рисунок показывает, что квантовые флуктуации
резко анизотропны. Увеличение квантового параметра
приводит к резкому росту угловых флуктуаций частиц
в точке q21 исчезновения взаимного ориентационного
порядка, тогда как радиальные флуктуации частиц, как
функции q, не имеют каких-либо особенностей.

Аналогичные результаты имеют место для кулонов-
ского кластера Coul25 и приведены на вставке к рис. 3, a.
Результаты соответствуют температуре T = 3·10−4. При
этой температуре вторая и первая оболочки кластера те-
ряют ориентационный порядок при q≈ 0.01. Квантовое
ориентационное плавление третьей и второй оболочек
происходит при гораздо меньших величинах квантового
параметра q32 ≈ 8 · 10−3.

Рассмотренные выше результаты расчетов показыва-
ют, что в точке квантового ориентационного плавле-
ния характерные масштабы квантовых движений частиц
сравниваются со средним углом между ближайшими
частицами из рассматриваемой пары оболочек. Особен-
ностью квантового ориентационного плавления мезоско-
пических систем является то, что при достаточно малых
температурах основное направление движений частиц
соответствующей классической системы определяется
узким и высоким ”оврагом”, образуемым многомерной
поверхностью потенциальной энергии. Наличие такого
оврага приводит к анизотропии квантовых флуктуаций
и значительной выделенности роли угловых квантовых
движений. Отметим также, что как для кулоновского, так
и для дипольного кластеров квантовое ориентационное
плавление любой из пар оболочек имеет место в области

Рис. 3. Квантовое ориентационное плавление дипольного
кластера при T = 3 · 10−6 и кулоновского (на вставке к
рис. 3, a) при T = 5 · 10−3. a — взаимный ориентационный
параметр g21 как функция квантового параметра q; b — мера
квантовых флуктуаций частиц: радиальные lr и угловые lϕ
дисперсии траекторий частиц во мнимом времени. Область
резких изменений угловых флуктуаций совпадает с областью
исчезновения взаимного ориентационного порядка оболочек.
На вставке показана мгновенная проекция траекторий кластера
D10 на плоскость OXY в точке {q, T} = {8 · 10−4, 3 · 10−6}.

управляющих параметров {q, T}, в которой роль об-
менных эффектов пренебрежимо мала. Эта особенность
наглядно показана на вставке к рис. 3, b, представляющей
картины траекторий ориентационно-разупорядоченного
”атома” во мнимом времени.

Рассмотрим кратко, к чему приводит дальнейшее уве-
личение силы квантовых флуктуаций при q > 0.05.
Простейшие оценки показывают (см. выше), что в рас-
сматриваемой области фазовой диаграммы, при q>

√
T ,

важную роль начинают играть обменные эффекты. Для
упрощения расчетов мы предполагали, что частицы,
образующие ”атом” — бозоны. Строго говоря, это до-
пущение справедливо лишь для системы непрямых маг-
нитоэкситонов в двойных квантовых точках [6], т. е. для
дипольного кластера. Система электронов в полупровод-
никовой квантовой точке подчиняется статистике Ферми
и рассматриваемая модель несправедлива в области зна-
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Рис. 4. T = 5 · 10−3. a — среднеквадратичные радиальные
флуктуации частиц u2

r как функция квантового параметра q.
Вставки показывают характерные картины траекторий (сплайн-
интерполяции их проекций на плоскость OXY) до (q = 0.13)
и после (q = 0.2) перехода в радиально-упорядоченное
сверхтекучее состояние; b — доля сверхтекучей компоненты
νs как функции квантового параметра q.

чительных квантовых флуктуаций. Однако исследование
кулоновского бозонного кластера имеет определенный
методический интерес и позволяет наблюдать некоторые
общие закономерности поведения мезоскопических бо-
зонных систем, см. далее.

На рис. 4, a показаны результаты расчета среднеква-
дратичных радиальных флуктуаций частиц дипольных и
кулоновских бозонных кластеров как функция кванто-
вого параметра q при T = 5 · 10−3. Учет статисти-
ки частиц осуществлялся при помощи многоуровнего
блочного метода, подробное описание которого можно
найти, например, в [11]. Как следует из проведенного
выше анализа (рис. 1–3), в рассматриваемой области
управляющих параметров мезоскопические кластеры на-
ходятся в ориентационно разупорядоченном состоянии.
Следовательно, резкий рост величины среднеквадратич-
ных радиальных флуктуаций свидетельствует о полном
плавлении.

Сравнение результатов измерений радиальных флук-
туаций u2

r (рис. 4, a) и доли сверхтекучей компоненты vs

кластера (рис. 4, b) показывает, что это разупорядочение
соответствует переходу из радиально-упорядоченного
(RO) в сверхтекучее (SF) состояние.1 В качестве ил-
люстрации, на вставке к рис. 4, a приведены характер-
ные картины траекторий частиц во мнимом времени
(показана сплайн-интерполяция их мгновенных проек-
ций на плоскость OXY). Отметим, что доля частиц,
участвующих в нетождественных перестановках, резко
возрастает в точке qf разупорядочения и появления
сверхтекучести в системе. Поскольку температура пол-
ного разупорядочения соответствующих классических
систем есть Tf ≈ 0.01, что в 2 раза выше температуры,
к которой относятся результаты рис. 4, значения qf

полного разупорядочения можно принять в качестве
неплохих оценок для точек соответствующих квантовых
переходов (при T = 0).

Объединяя представленные выше результаты, можно
нарисовать фазовую диаграмму мезоскопических класте-
ров на плоскости {q; T} (рис. 5). Расчеты показали,
что система может находиться в одном из следую-
щих резко отличающихся друг от друга состояний: в
упорядоченном состоянии (ОО), с четко выраженной
оболочечной структурой и наличием взаимного ориента-
ционного порядка между оболочками; в ориентационно-
разупорядоченных, но радиально-упорядоченных (RO)
состояниях, в каждом из которых отсутствует взаим-
ный ориентационный порядок некоторой пары оболо-
чек кластера; в состоянии ”классической жидкости”
(CL)-разупорядоченном состоянии с малой ролью кван-
товых флуктуаций. Кроме того, для бозонных кластеров
(кластеров непрямых экситонов) может существовать
область сверхтекучего (SF) состояния.

Разумеется, для систем малого числа частиц невоз-
можно говорить о существовании каких-либо четких
границ между упомянутыми выше состояниями системы,
если рассматривать эти границы как линии T(q) фазовых
переходов того или иного рода (скорее, это область крос-
совера). Однако, как видно из рис. 1–4, анализ свойств
системы даже столь малого числа частиц позволяет
четко выявить наличие таких областей и качественно
показать их взаимное расположение на плоскости {q; T}.

Взаимное расположение различных областей полу-
ченной фазовой диаграммы управляется следующими
соотношениями (рис. 1–5). 1) Соотношение между
температурой системы и характерной величиной по-
тенциальных барьеров относительного проворота раз-
личных пар оболочек определяет область перехода из
ориентационно-упорядоченного состояния в состояние
с отсутствием ориентационного порядка у этих пар
оболочек. Такие переходы могут иметь место при раз-
личных температурах Ts1s2 для каждой пары оболочек
{s1s2}. 2) Дальнейшее повышение температуры (в обла-
сти малых квантовых флуктуаций частиц) приводит к

1 Измерение доли сверхтекучей компоненты vs проводилось через
отклик системы бозонов на ее бесконечно медленное вращение [11].
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Рис. 5. Результирующая фазовая диаграмма ”искусственного атома” в квантовых точках (обозначения см. в тексте). Штриховые
линии соответствуют дипольному кластеру D10, сплошные линии — кулоновскому кластеру Coul25. В увеличенном масштабе
качественно показана область перехода из состояния OO в RO. В области значительных квантовых флуктуаций с уменьшением тем-
пературы в системе малого количества бозонов возможно исчезновение сверхтекучего состояния при некоторой температуре T∗ .

полному разупорядочению системы при T > Tf и
ее переходу в состояние классической жидкости. Этот
переход управляется отношением температуры системы
и характерной энергии взаимодействия частиц (т. е. без-
размерной температурой T в наших переменных). 3) При
T > Tf с увеличением силы квантовых флуктуаций,
когда длина волны де Бройля становится сравнимой с
характерным межчастичным расстоянием в жидкости,
происходит переход в сверхтекучее состояние. В исполь-
зованных нами безразмерных переменных этот переход
имеет место вдоль линии T(q) = q2. 4) Точкой qf

квантового (при T = 0) плавления кластера — его
переходу из радиально-упорядоченного в сверхтекучее
(в случае кластера бозонов) состояние — управляет
соотношение энергии квантовых флуктуаций и характер-
ной энергии взаимодействия частиц в кластере. 5) Срав-
нение энергии квантовых флуктуаций частиц с харак-
терной высотой потенциального барьера при взаимном
провороте пары оболочек {s1; s2} кластера позволяет
оценить положение точки qs1s2 квантового ориентацион-
ного разупорядочения.

В заключение этого раздела отметим еще одну ин-
тересную особенность поведения исследуемых нами си-
стем. Рассматривая результаты расчета дипольного кла-
стера D10, можно заметить, что простейшая оценка qest

f

точки квантового плавления системы как qest
f =

√
Tf (по-

яснения см. выше) в нашем случае дала бы значительно

заниженный результат: qest
f ≈ 0.1 вместо полученного

в результате расчета qf ≈ 0.16. Это наблюдение по-
зволяет преполагать, что при достаточно большой силе
квантовых флуктуаций (например, при q≈ 0.13 в нашем
случае, рис. 5) уменьшение температуры приведет сна-
чала, при пересечении линии T(q) = q2, к установлению
сверхтекучего состояния, а затем, при некоторой конеч-
ной температуре T∗, к его (возвратному) исчезновению
и появлению хорошо выделенных оболочек кластера.
При более подробном исследовании этой особенности
поведения малых систем оказалось, что с увеличением
количества частиц в кластере оценка qf ≈

√
Tf работает

достаточно хорошо (рис. 4) и обсуждаемое явление не
имеет места.

Итак, в настоящей работе при помощи квантового
метода Монте-Карло были исследованы свойства малых
кластеров электронов в квантовой полупроводниковой
точке (”вигнеровских островков”) или непрямых магни-
тоэкситонов в связанных квантовых точках. На плоско-
сти {q, T} (квантовый параметр де Бура–температура)
построена ”фазовая диаграмма” системы, на которой
четко выделяются области с резко различными свойства-
ми мезоскопического кластера: области упорядоченного
состояния с четко выраженной оболочечной структурой
и наличием вазимного ориентационного порядка между
оболочками; области ориентационно-разупорядоченного,
но радиально-упорядоченного состояния, в каждой из

Физика твердого тела, 1999, том 41, вып. 10



1862 А.И. Белоусов, Ю.Е. Лозовик

которых отсутствует взаимный ориентационный порядок
некоторой пары оболочек кластера; области классиче-
ской жидкости — разупорядоченного состояния с малой
ролью квантовых флуктуаций и (для бозонных кластеров
непрямых экситонов) области сверхтекучего состояни.
При этом оказалось, что объемные эффекты не играют
никакой роли в определении границы ориентационно-
упорядоченного состояния системы.

При нулевой температуре по мере увеличения силы
квантовых флуктуаций частиц имеют место два типа
квантовых явлений разупорядочения с ростом квантово-
го параметра q: сначала система переходит в радиально-
упорядоченное, но ориентационно-разупорядоченное со-
стояние, когда различные оболочки ”атома” проворачи-
ваются друг относительно друга. Переход в разупорядо-
ченное (сверхтекучее в случае системы бозонов) состо-
яние имеет место при гораздо большей силе квантовых
флуктуаций, причем положение точки этого перехода
qf в случае систем достаточно большого числа частиц
(при N > 20) может быть получено при помощи
стандартной оценки qf ≈

√
Tf .

Работа была поддержана грантами Российского фонда
фундаментальных исследований, ИНТАС и программой
”Физика твердотельных наноструктур”.
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