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Метод Колмогорова для описания статистической кристаллизации обобщается с учетом неупорядоченности
структуры и применяется к расчету кинетики распада метастабильных состояний линейных (в смысле
пространственной размерности) систем.

Теория описывает влияние дефектов на динамику доменных границ между фазами на подложках, полиме-
ров, рост кристаллов посредством движения ступеней на поверхности, пластическое течение материалов за
счет движения дислокаций в рельефе Пайерлса–Набарро и кинетику других физических систем.

Кинетика переключения состояний линейных систем
определяет закономерности протекания многих физиче-
ских процессов. В качестве примеров укажем динамику
спиновых цепочек, полимеров [1], доменных границ на
двумерных подложках [2], рост кристаллов посредством
перемещения ступеней на его поверхности [3], пластиче-
ское течение материалов за счет движения дислокаций в
рельефе Пайерлса–Набарро [4] и т. д.

Закономерности процесса распада метастабильных со-
стояний протяженной линейной системы, обладающей
многими степенями свободы, существенно отличают-
ся от хорошо известной экспоненциальной кинетики
релаксации одномерных систем Q(t) = Q0 exp(−t/τ )
(Q(t) — доля начального состояния к моменту вре-
мени t, τ — время релаксации). Как было показано
А.Н. Колмогоровым еще в 1937 г. [5], взаимовлияние
различных степеней свободы приводит к изменению
временно́го закона релаксации даже в пространственно-
однородном материале.

В кинетику переключения состояний линейных систем
существенный вклад вносит движение так называемых
кинк-солитонов или просто кинков (см., например, [6]),
представляющих собой границу между различными ”фа-
зами”. Такие границы можно рассматривать как свое-
образные одномерные квазичастицы. При относительно
малой движущей силе процесс происходит квазиравно-
весно, т. е. за счет перемещения имеющихся в тепловом
равновесии кинк-солитонов. Мы, однако, будем рассма-
тривать достаточно большие движущие силы и суще-
ственно неравновесные процессы, при которых вкладом
тепловых кинков можно пренебречь.

Распад метастабильного состояния системы предста-
вляется происходящим в два этапа: вначале за счет
термической флуктуации происходит локальный переход
небольшого участка, что требует преодоления энерге-
тического барьера, равного энергии образования двух
границ между фазами, и занимает значительное вре-
мя. Такой участок можно рассматривать как ”заро-
дыш” нового состояния, ограниченный двумя кинка-
ми, разделяющими различные состояния. Затем под
действием приложенной внешней силы кинки разбега-

ются вдоль линейной системы до встречи и анниги-
ляции с кинками из других параллельно и статисти-
чески независимо образующихся зародышей, что по-
сле слияния всех зародышей завершает процесс пере-
ключения.

Задача о кинетике распада метастабильного состояния
в пространственно-однородном материале (для системы
любой размерности) была решена А.Н. Колмогоровым
в его классической теории статистической кристаллиза-
ции [5] (обзор дальнейших работ на эту тему см. в [7]).
Если применительно к нашей задаче обозначить частоту
образования зародышей в единицу времени на единицу
длины J, а скорость разбегания кинков — v, то доля
непереключенной фазы Q(t) к моменту времени t после
начала переходного процесса составит [5]

Q(t) = exp(−Jvt2). (1)

В реальных материалах движение кинков подвержено
воздействию дефектов, особенно сильному вследствие
одномерной природы квазичастиц (невозможности обой-
ти препятствие в отличие от систем более высокой
размерности). Примером аномальных свойств подвижно-
сти одномерных частиц при наличии широкого спектра
случайных барьеров является переход при уменьшении
движущей силы F к аномальному дрейфу [8]

x(t) ∼ tδ(F)(δ(F) < 1). (2)

Опубликованы обзоры многочисленных теоретиче-
ских работ на эту тему (см., например, [9–11]). Отметим,
что описанное явление носит также другие названия:
”квазилокализация” [9], нелинейный дрейф в ”поле слу-
чайной силы” [10,12], движение в ”фазе крипа” [13], ”ге-
терогенная динамика” [14]. Недавно аномальный дрейф
дислокационных кинков был обнаружен в экспериментах
по изучению подвижности дислокаций в Ge [15].

Поскольку движение кинков является важной состав-
ной частью процесса распада метастабильных состоя-
ний линейных систем, следует ожидать существенно-
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го влияния неупорядоченности на его кинетику. Цель
настоящей работы — изучить влияние примесей или
других дефектов на закономерности процесса распада.
В отличие от предшествующих работ [8,13,14] и др.,
рассматривающих процесс коалесценции зародышей ка-
чественно, в настоящей работе будет применен веро-
ятностный подход Колмогорова [5], описывающий этот
процесс точно (в рамках принятой модели) и допуска-
ющий обобщение на неупорядоченную систему. Такой
подход позволит, в частности, проследить переход от
режима нормального дрейфа кинков (колмогоровский
случай) к аномальному с соответствующим изменени-
ем общей кинетики переключения состояния системы.
Ввиду микроскопической природы кинков изучение об-
щей кинетики переключения состояний системы зача-
стую представляет собой единственную доступную в
настоящее время возможность получать сведения об их
динамике [15].

Существенного изменения кинетики можно ожидать в
случае, когда время свободного движения кинков между
барьерами мало по сравнению со временем задерж-
ки на барьерах. В дальнейшем будем рассматривать
именно эту ситуацию и вкладом времени свободного
дрейфа в полное время движения кинков будем прене-
брегать.

1. Кинетика переключения состояний
при произвольном спектре барьеров
для движения кинков

Данный раздел посвящен обобщению метода Колмого-
рова [5] на случай неупорядоченной системы.

Будем следить за изменением со временем состояния
в некоторой произвольно выбранной точке системы.
Для удобства описания разобьем систему на интервалы
длины ∆l порядка типичного размера барьера (уточним
далее). В каждом интервале имеется свое время задерж-
ки кинка τi . Плотность распределения времен задержки
P(τ ) предполагается одинаковой во всех интервалах.
Суммарное время задержки при смещении кинка на n

интервалов есть Tn =
n∑

i=1
τi .

Произвольная точка отсчета окажется к моменту вре-
мени t в новом ”переключенном” состоянии, если гра-
ница зародыша нового состояния, родившегося в не-
ком интервале n в какой-то момент времени t ′ успе-
ет распространиться до рассматриваемой точки до на-
ступления момента t . Другими словами, если вре-
мя задержки Tn при прохождении кинка от места ро-
ждения до рассматриваемой точки будет меньше, чем
t−t ′. Вероятность рождения зародыша в интервале
времени ∆t ′ есть J∆l (n)∆t . Дополнительная вели-
чина 1 − J∆l (n)∆t ′ есть вероятность того, что заро-
дыш в данном интервале длины и времени не ро-
дится. Вероятность qn(t) того, что n′-й интервал во-

обще не послужит источником переключения состоя-
ния, равна произведению вероятностей нерождения по
всем интервалам времени между моментами t ′ = 0 и
t ′ = t − Tn, т. е.

qn(t) =
∏
α

(1− J∆l (n)∆t ′α) ≈ exp(−J∆l (n)(t − Tn)). (3)

Полная вероятность сохранения в данной точке на-
чального состояния Q(t) есть произведение вероят-
ностей нерождения во всех интервалах, время дви-
жения кинка от которых до выбранной точки мень-
ше t . Такие наборы интервалов есть как слева, так
и справа от рассматриваемой точки. Ввиду независи-
мости барьеров, Q(t) может быть представлено как
произведение вероятностей Q(t) = q0(t)Q+(t)Q−(t).
Здесь q0(t) = exp(−J∆lt ) — вероятность неро-
ждения зародыша в интервале, которому принадле-
жит рассматриваемая точка. Односторонняя вероят-
ность не изменит состояния за счет зародышей, ро-
ждающихся, например, только справа от выбранной
точки Q+(t) (и аналогично Q−(t)), равна произведе-
нию qn(t) по всем интервалам ∆l (n) от 1 до мак-
симального значения N, удовлетворяющего условию
TN < t < TN+1 ,

Q+(t) =
N∏

n=1

exp
(
−J∆l(t − Tn)

)

= exp

(
−J∆l(N(t − TN) +

N∑
i=1

τi)

)
. (4)

Среднее значение Q+(t) по всем точкам системы
или, что то же самое, по всевозможным расположениям
барьеров, и равное ему в симметричном случае среднее
от Q(t) записываются в виде

〈Q+(t)〉 = 〈Q−(t)〉

=
∞∑

N=1

∫ N∏
m=1

P(τm)dτmQ+(t)P1(t − TN). (5)

Здесь P(τ )dτ — вероятность в данном интервале иметь
время задержки между τ и τ + dτ , интегрирование
идет по всем τm, составляющим в сумме по интер-

валам величину меньшую t, P1(t) =
∞∫
t

P(τ )dτ —

вероятность иметь время задержки, превышающее t .
Наличие множителя P1(t − TN) учитывает, что соглас-
но определению N, что следующий за N-м интервал
имеет время задержки, которое в сумме с TN превы-
шает t .
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Вычислим характеристическую функцию для Q+(t),
являющуюся лапласовским образом 〈Q+(t)〉,

Q̂(s) =

∞∫
0

dt e−st〈Q+(t)〉dt

=

∞∫
0

dt e−st
∞∑

N=1

∫
e−J∆lN(t−TN)P1(t − TN)

×
N∏

m=1

e−J∆lmτmP(τm)dτm

=
∞∑

N=1

((1− P̂(s+ J∆lN))/(s+ J∆lN))

×
N∏

m=1

P̂(s+ J∆lm). (6)

Здесь P̂(s) есть лапласовский образ от P(τ ),

P̂(s) =
∞∫
0

e−sτP(τ )dτ .

Формула (6) представляет собой результат усредне-
ния по произвольному спектру барьеров, тормозящих
движение границ зародышей нового состояния. В даль-
нейшем она будет применена при расчете кинетики
переключения состояния для конкретной модели неупо-
рядоченности, характерной для взаимодействия кинков с
точечными дефектами и для других случаев.

2. Гауссовское поле случайной силы

Потенциал, в котором движется кинк, складывается
из хаотически меняющейся энергии взаимодействия си-
стемы с дефектами U(x) при изменении состояния на
длине x и регулярного слагаемого Fx, создаваемого
приложенной движущей силой F . В рассматриваемой
далее модели U(x) представляет собой случайную ве-
личину, совершающую с изменением x ”броуновское
движение” по шкале энергии с ”коэффициентом диф-
фузии” σ . Статистические свойства такой величины
полностью задаются средними знaчениями 〈U(x)〉 = 0,
〈U(x)U(x′)〉 = σδ(x − x′). Примеры физической ре-
ализации такой модели случайного потенциала, нося-
щего название ”поля случайной силы”, см., например,
в [8–15]. Так, для хаотически распределенных со средней
линейной плотностью ρ точечных дефектов, изменение
энергии взаимодействия которых с системой при пе-
реключении ее состояния есть ±u, нетрудно получить
σ = ρu2.

Рассмотрим некоторый барьер, образованный пиком
потенциала U(x), и вычислим создаваемое им время
задержки кинка. Переход через барьер может произой-
ти в результате благоприятной тепловой флуктуации.

Время ожидания такой термической активации τ будем
описывать формулой (см., например, [16,17])

τ = (∆l/Dk)

∞∫
0

e(U(x)−Fx)/kTdx. (7)

Здесь Dk — коэффициент диффузии кинка, ∆l — ха-
рактерный размер локализации кинка перед барьером,
определяемый длиной, на которой потенциал меняется
на величину порядка тепловой энергии kT. Мы не
будем интересоваться точным значением предэкспонен-
циального множителя в (7) и ограничимся оценкой
∆l из следующих простых соображений. Потенциал,
фигурирующий в (7), представляет собой сумму слу-
чайно ”диффундирующей” составляющей U(x), типичная
амплитуда которой растет с x как (σx)1/2, и регуляр-
ного ”дрейфового” слагаемого Fx. На малых длинах
преобладает диффузионное поведение потенциала, при
x ∼ xb = σ/F2 происходит смена поведения и при
x > xb преобладающим является вклад Fx. В этом
последнем случае, как нетрудно видеть, ∆l оценивается
из соотношения F∆l ∼ kT как ∆l ∼ kT/F . Условием
применимости является ∆l > xb, т. е. δ = kTF/σ > 1.
В противоположном случае δ < 1 ∆l оценивается из
соотношения (σ∆l)1/2 ∼ kT как ∆l ∼ (kT)2/σ .

Для фигурирующей в (6) функции распределения P(τ )
в [8] (см. также [10]) было получено выражение

P(τ ) =
exp(−1/(s0τ ))

Γ(δ)sδ0τ
δ+1

, (8)

где s0 = σDk/((kT)2∆l), Γ(δ) =
∞∫
0

xδ−1e−xdx. Ис-

пользуя явный вид функции распределения (8), можно
с помощью формулы (6) найти поведение 〈Q+(t)〉 при
различных значениях параметров.

1) σ > 1. За исключением узкой окрестности малых
ε = δ − 1 (которая заслуживает специального обсужде-
ния) мы имеем

Q̂(s) ≈
1
s0

√
π

2λε
exp

(
λ

2ε

( s
J∆l

)2
)

× erfc

(√
λ

2ε
s

J∆l

)
. (9)

Здесь λ = J∆l/s0 = J(∆lkT)2/σDk — параметр,
определямый вероятностью рождения зародыша за вре-
мя 1/s0 на одном микроскопическом интервале ∆l и

предполагающийся малым, erfc(x) = 2√
π

∞∫
x

exp(−t2)dt —

дополнительный интеграл вероятности.
Обратное преобразование Лапласа дает

〈Q±(t)〉 = exp
(
−
ε

2
s0J∆lt 2

)
. (10)

При ∆l = kT/F это выражение может быть перепи-
сано в виде 〈Q(t)〉 = exp{−(1 − (1/δ))v0Jt2/2}, где
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Рис. 1. Убывание со временем доли начального состояния Q(t)
для различных значений движущей силы F > Fc, характеризу-
емой параметром δ = kT/σ . Кривая 1 отвечает δ = 5; 2
(1.5); 3 (1.1). Время измеряется в единицах 1/(s0(λ)1/2). Для
сравнения штриховой линией показана кинетика переключения
для δ = 0.8 (F < Fc).

v0 = DkF/(kT) — скорость свободного дрейфа кинков.
Таким образом, при δ � 1, когда влияние случайной
добавки к потенциалу, в котором движется кинк, мало,
полученное выражение согласуется с формулой Колмо-
горова (1). (Напомним, что 〈Q(t)〉 = 〈q0(t)Q+(t)Q−(t)〉.
В рассматриваемом случае характерное время переклю-
чения мало по сравнению со временем образования
зародыша в одном интервале, так что q0(t) ≈ 1 и
〈Q(t)〉 ≈ 〈Q±(t)〉2). При δ ∼ 1 формула сохраняет
колмогоровский вид, но с перенормировкой скорости
кинка v = (1−(1/δ))v0. При этом процедура усреднения
доли начального состояния по спектру барьеров сводится
к простой замене скорости кинка ее средним значением.

Итак, в этой области параметров торможение кинков
случайными барьерами приводит к уменьшению сред-
ней скорости кинков, приобретающей порогового вида
зависимость от движущей силы. Это сопровождается
заметным замедлением процесса переключения, как по-
казано на рис. 1. При некоторой критической вели-
чине движущей силы F = Fc, определяемой условием
δ(Fc) = 1, средняя скорость кинков обращается в нуль
и характер движения кинков изменяется. Область ниже
порога требует особого рассмотрения.

2) δ < 1. В этом случае расчет дает

Q̂(s) = ta exp((sta)
1+δ)Γ

(
δ

1 + δ
, (sta)

1+δ

)
. (11)

Здесь

ta =
1
s0

[
Γ(2− δ)

Γ(2 + δ)λ(1 − δ)

] 1
1+δ

, Γ(a, z) =

∞∫
z

xa−1e−xdx.

При δ → 1 с учетом соотношения Γ(1/2, x2) = (π)1/2

× erfc(x) [18] (11) принимает функциональный вид (9)
и обратное преобразование Лапласа приводит снова к
колмогоровской зависимости 〈Q(t)〉 = exp(−const · t2),
но с другим, по сравнению со случаем ε > 0 (10),
коэффициент в экспоненте (причина такого скачка будет
обсуждена далее).

Как можно видеть из (11), зависимость усреднен-
ной кинетики переключения от параметра λ входит
лишь в виде масштабного множителя ta, что будет
иметь место и после обратного преобразования Лапла-
са 〈Q±(t)〉 = fδ(t/ta), где fδ(x) — функция, завися-
щая, помимо аргумента, только от одного параметра
δ. Используя асимптотические разложения Q̂(s) (11)
при больших и малых s, нетрудно определить явное
аналитическое поведение fδ(x) при больших и малых
значениях аргумента

fδ(x) ≈
1 + δ

Γ(1− δ)
x−(1+δ), x→∞, (12)

fδ(x) ≈ 1−
1

(1 + δ)Γ(2 + δ)
x1+δ, x→ 0. (13)

Формулы (12), (13) дают достаточно полное пред-
ставление о кинетике переключения состояния линейной
системы, характеризуемой средней долей начального
состояния 〈Q(t)〉 = exp(−J∆lt )〈Q±(t)〉2. Это поведение
проиллюстрировано на рис. 2 (с использованием числен-
ного расчета при промежуточных значениях t ∼ ta).

Мы видим, что протекание процесса переключения во
времени при уменьшении δ ниже значения 1 меняется,
заметно замедляясь и переходя от экспоненциальной
зависимости колмогоровского типа (1) степенному по-
ведению при больших t вида (12).

Рис. 2. Кинетика переключения состояния для подпорогового
значения движущей силы. Кривая 1 отвечает δ = 0.8; 2 (0.6);
3 (0.5); 4 (0.4). Время измеряется в единицах 1/(s0(λ)1/2),
параметр ln(1/λ) = 25.
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3. Время переключения

Важной интегральной характеристикой кинетики из-
менения состояния системы является среднее время пе-
реключения, которое может быть определено формулой

〈t〉 =

∞∫
0

〈Q(t)〉dt. (14)

Для δ > 1 с использованием явного вида 〈Q(t)〉 (10)
получаем

〈t〉 =

∞∫
0

e−Jvt2dt =
1
2

( π
Jv

)1/2
. (15)

Для δ < 1 зависимость среднего времени от ta выде-
ляется в явном виде посредством масштабного анализа,
и мы имеем

〈t〉 = C(δ)ta = C(δ)
1
s0

[
Γ(2− δ)

Γ(2 + δ)λ(1 − δ)

] 1
1+δ

, (16)

где C(δ) =
∞∫
0

f 2
0 (x)dx — функция δ, меняющаяся в

относительно небольшом интервале значений от 1 до
(π/2)1/2 при изменении δ от 0 до 1. Ее численная
аппроксимация есть C(δ) = 1 + ((π/2)1/2 − 1)x(2 − x).

Определенный интерес представляет также такая ха-
рактеристика, как t1 — среднее время ”одностороннего
заметания” точки отсчета границами зародышей, обра-
зующихся с какой-либо одной стороны от нее. Напри-
мер, из-за большой разницы в подвижностях левых и
правых кинков основной вклад в процесс переключения
состояния может давать только один, более подвижный
вид кинков. Такая ситуация, в частности, имеет место в
Si, где, согласно атомистическим расчетам [19], энергии
миграции левого и правого кинков различны. Имеем

t1 =

∞∫
0

〈Q±〉dt = Q̂(s = 0). (17)

Для δ < 1, как видно из (11), t1 = Γ(δ/(1 + δ))ta. Из
функционального гауссовского вида 〈Q(t)〉 при δ → 1
следует

〈t〉 = t1/(2)1/2 = 2−1/2Q̂(s = 0). (18)

Соотношение (18) позволяет более точно описать пере-
ходную область δ → 1. Мы имеем для ε � 1

〈t〉 =
1

√
2s0λε

∞∫
0

dz(1− zε) exp

(
−

z2

2λε
(1− zε)

)

≈

(
1
s0

)(
π(1− λε/2)

4λε

)1/2

. (19)

Рис. 3. Характер зависимости скорости переключения состоя-
ния V ∼ 1/〈t〉 от движущей силы F в аномальной области
F ∼ Fc. V нормирована на V0 — скорость переключения
в отсутствие тормозящих барьеров, F измеряется в единицах
σ/kT.

Это выражение описывает непрерывный переход от
области ε > 0 к области ε < 0, гладко переводя
(15) в (16). Из (19) видно, что характер зависимо-
сти среднего времени переключения от движущей силы
существенно меняется в окрестности δ = 1, и при
ε < 0, |ε| > 1/ ln(1/λ) имеет место экспоненциальное
увеличение 〈t〉 с ε: 〈t〉 ∼ 1/λε/4 = exp(|ε| ln(1/λ)/4).
Размер переходной области может быть оценен как
∆|ε| ∼ 2/ ln(1/λ), т. е. является достаточно узким. В
первом приближении, учитывая в λ только экспоненци-
альный аррениусовский фактор exp(−2Ek/kT), где Ek —
энергия кинка (энергия образования границы между
фазами), получаем ∆|ε| ∼ kT/Ek� 1.

В задачах типа движения ступеней, доменных границ
и дислокаций, когда в отсутствие движущей силы со-
стояние системы многократно вырождено с периодом
кристаллической решетки a, 〈t〉 определяет характерное
время смещения на один период. Это позволяет оценить
скорость V трансляции рассматриваемой системы при
включении движущей силы

V ∼ a/〈t〉. (20)

Рис. 3 иллюстрирует характер зависимости скорости
трансляции от движущей силы в переходной области
F ∼ Fc. Эта зависимость имеет вид сглаженного порога.
На вставке для качественного сравнения приведены экс-
периментальные данные по подвижности индивидуаль-
ных дислокаций в Si [20].

4. Обсуждение результатов

Мы видели, что протекание процесса переключения
состояния разупорядоченной линейной системы суще-
ственно меняется при некотором критическом значении
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движущей силы F = Fc. При F > Fc оно может быть
описано колмогоровской кинетикой с перенормирован-
ной по сравнению со свободным дрейфом скоростью
кинков v = (1 − 1/δ)v0. Уже эта формула, содер-
жащая пороговый множитель 1 − 1/δ(F), показывает,
что характер движения кинков радикально меняется при
уменьшении δ до единицы с изменением параметров
задачи, например, F . Как было установлено в [8], это
связано с обращением в бесконечность среднего времени

преодоления барьеров 〈τ 〉 =
∞∫
0
τP(τ )dτ из-за медленно-

го убывания функции распределения P(τ ) на больших τ
при δ 6 1. В результате торможение кинков начинает
определяться не типичными барьерами в своей массе,
а отдельными наиболее сильными, встречающимися на
длине пробега с вероятностью порядка единицы (гетеро-
генное торможение). Оценка изменения пробега кинков
со временем может быть получена, следовательно, из
соотношения (x(t)/∆l)P1(t) ∼ 1, откуда, согласно (8),
следует при больших t формула (2) x(t) ∼ tδ(δ 6 1).

Во избежание недоразумений подчеркнем условный
вероятностный характер этого так называемого закона
нелинейного дрейфа. Так, например, если попытаться об-
общить формулу Колмогорова (1), непосредственно за-
менив при выводе закон линейного дрейфа x(t) = vt соот-
ношением (2), то (1) перейдет в Q(t) = exp(−const·t1+δ),
что не подтверждается более строгим расчетом (см.
формулу (12)). Это свидетельствует о существенном
вкладе флуктуаций в распределении тормозящих кинки
барьеров в кинетику переключения, требующем аккурат-
ного учета.

Итак, в результате расчета кинетики распада мета-
стабильного состояния разупорядоченной линейной си-
стемы выявлен переход с понижением движущей силы
от экспоненциальной кинетики колмогоровского типа к
размытой кинетике со степенной асимптотикой на боль-
ших временах. Переход обусловлен изменением законо-
мерностей движения кинк-солитонов от однородного в
среднем дрейфа с конечной скоростью к гетерогенно-
му торможению наиболее сильными препятствиями на
длине пробега. Рассчитана зависимость средней скорости
переключения состояния V ∼ 1/〈t〉 от движущей силы
F . При F > Fc эта зависимость имеет пороговый вид,
но в узкой окрестности Fc порого сглаживается и при
F < Fc имеет место экспоненциальное убывание V с
уменьшением движущей силы. Качественно подобное по-
ведение наблюдалось при экспериментальном изучении
подвижености дислокаций в Si [20] и может быть связано
с влиянием остаточных примесей.

Настоящая работа частично поддержана грантом
INTAS 96-363.
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