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Предложена модель твердого тела, по своей математической форме анало-
гичная теории Гинзбурга–Ландау для сверхпроводников. Обсуждается эффект
потери сдвиговой устойчивости кристаллического тела в поле сдвиговых напря-
жений, вводится классификация кристаллических тел на кристаллические тела
первого и второго рода в зависимости от характера проникновения дефектов в
объем материала.

Существенный недостаток классической теории дислокаций состоит
в том, что она исходит из рассмотрения идеального кристалла, который
считается абсолютно устойчивым. Насколько нам известно, вопросы
термодинамической устойчивости в связи с механическими воздей-
ствиями — неопосредованным повышением температуры (например,
плавления в результате накопления дислокаций) — до сих пор не
рассматривались в литературе: в классической теории дислокаций тело
может ”выдержать” любую плотность дефектов и любые напряжения, не
превышающие предела текучести. Даже достижение предела текучести
не рассматривается в механике сплошных сред как потеря термоди-
намической устойчивости тела и переход в другую фазу. Между тем,
хорошо известно, что механические воздействия могут приводить к
потере термодинамической устойчивости, что в рамках термодинамики
твердого тела находит свое выражение в диаграммах состояния в про-
странстве ”температура (термодинамическая переменная) — давление
(механическая переменная)”.

При повышении температуры устойчивость тела по отношению к
сдвиговым напряжениям может происходить не только в результате
преодоления предела текучести, но и путем плавления. Оба эти типа
воздействия — механическое и тепловое — традиционно рассматрива-
ются независимо друг от друга соответственно в рамках термодинамики
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и механики твердого тела. Тот факт, что такое рассмотрение может при
определенных условиях оказаться неадекватным, становится особенно
очевидным при температуре плавления: бесконечно малое изменение
температуры приводит при этом к потере механической устойчивости
тела (модуль сдвига обращается в нуль), а бесконечно малое изменение
давления или сдвигового напряжения приводит к потере термодинамиче-
ской устойчивости тела (плавлению). Механические свойства кристал-
лических твердых тел не могут поэтому, вообще говоря, рассматривать-
ся независимо от их термодинамической устойчивости. В настоящей
работе предложена модель кристаллического твердого тела, которая
описывает на единой основе как механические, так и термодинамические
свойства твердых тел. По своей математической форме предлагаемая
модель аналогична теории Гинзбурга–Ландау [1] для сверхпроводников.
Некоторые моменты, аналогичные развиваемой модели, можно найти в
работе [2].

Исходным пунктом термодинамической теории фазовых переходов
Ландау является выбор параметра порядка η — величины, которая
характеризует качественное изменение состояния тела в точке фазового
перехода. В случае плавления качественное изменение может быть
охарактеризовано модулем сдвига µ, который отличен от нуля в твердой
и равен нулю в жидкой фазе. Для того чтобы проиллюстрировать
основные идеи термомеханической модели, начнем рассмотрение с
перехода кристалл–жидкий кристалл. Этот переход в общем случае не
связан с изменением точечной симметрии тела и поэтому в принципе
может происходить как переход второго рода [3]. Хотя кристаллические
тела обычно при повышении температуры переходят в изотропную жид-
кость, в [9] было показано, что существует теоретическая возможность
перехода в промежуточную фазу (стабильную или метастабильную),
не обладающую дальним трансляционным, но обладающую дальним
ориентационным порядком; модуль сдвига промежуточной фазы равен
нулю. С учетом флуктуаций этот переход может происходить как
фазовый переход второго рода [8]. Ниже мы рассматриваем переход
второго рода из кристаллической в названную промежуточную фазу. Об-
общения модели на случай перехода первого рода, близкого к переходу
второго рода (с малым скачком параметра порядка и термодинамических
величин в точке перехода) не представляет трудности.

Существенным предположением феноменологической теории фазо-
вых переходов Ландау является существование разложения свободной
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энергии тела в ряд по степеням параметра порядка и его градиентов. Это
предполагает, что параметр порядка может принимать любые значения
в окрестности нуля. Поскольку модуль сдвига всегда неотрицателен, он
сам не может быть выбран в качестве параметра порядка, может быть,
однако, представлен как квадрат такового:

µ = η2. (1)

В общем случае пространственно неоднородного распределения пара-
метра порядка (системы с изменяющимся от точки к точке модулем
сдвига) разложение свободной энергии содержит степени как параметра
порядка, так и его градиентов. В дальнейшем мы ограничимся рассмо-
трением только слабо неоднородных систем при температурах, близких
к температуре фазового перехода, что позволит рассматривать только
низшие степени параметра порядка и его градиентов, необходимые для
описания устойчивого состояния как кристаллической, так и жидкокри-
сталлической фазы:

Ftherm =

∫
dV

{
aη2 +

b
2
η4 + g(∇η)2

}
, (2)

здесь a, b, g — функции термодинамических параметров состояния —
температуры и давления.

Легко показать, что коэффициент a(T) в члене второго порядка
должен обращаться в нуль в точке фазового перехода. Действительно,
в симметричной фазе минимуму F должно соответствовать значение
η = 0 параметра порядка; для этого очевидно необходимо, чтобы
a > 0. С другой стороны от точки перехода, в кристаллической
фазе, устойчивому состоянию должно соответствовать отличное от нуля
значение η, что возможно только при a < 0. Если величина a с одной
стороны точки перехода положительна, а с другой — отрицательна, то
в самой точке перехода a должна обращаться в нуль.

Для того чтобы сама точка фазового перехода соответствовала
устойчивому состоянию, то есть в этой точке F как функция η имела
бы минимум (при η = 0), необходимо, чтобы коэффициент b в члене
четвертой степени был положителен.

Поскольку функция a(T) в точке перехода обращается в нуль,
она в свою очередь может быть разложена по степеням ”расстояния”
от критической температуры, причем разложение начинается с члена
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первого порядка:
a(T) = α · (T − Tc). (3)

Здесь Tc есть температура фазового перехода. При температурах, близ-
ких к температуре перехода, коэффициент b(T) может быть замещен на
b(Tc). Разложение свободной энергии принимает, таким образом, вид

Ftherm =

∫
dV

{
α(T − Tc)η

2 b
2
η4 + g(∇η)2

}
. (4)

Функционал (2) (или (4)) описывает систему в состоянии с мини-
мальной энергией, то есть в упругонедеформированном состоянии. В
кристаллической фазе, вследствие неисчезающей поперечной жесткости
системы, среда может быть переведена в деформированное метастабиль-
ное состояние. Для описания этого состояния необходимо к свободной
энергии (2) добавить свободную энергию упругой деформации, которая,
вообще говоря (при наличии также и отличного от нуля тензора
пластической дисторсии) имеет следующий вид1:

Fel =

∫
dV

{
µ

[
1
4

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
− βi j − β ji

)2

−
1
3

(ull )
2

]
+

K
2

(ull )
2

}
, (5)

где ui есть вектор полных смещений, βi j — тензор пластической
дисторсии, а K — модуль объемного сжатия.

В среде с микроструктурой (в определенном в [4] смысле) к
свободной энергии (4) должна быть добавлена энергия упругой де-
формации структурных элементов, которая в среде с фиксированной
характеристической длиной является квадратичной функцией тензора
плотности дислокаций αkm [4]:

Fα =

∫
dV ·Ci jkmαi jαkm, (6)

αkm = ei jk
∂β jm

∂xi
. (7)

Конкретная форма тензора Ci jkm зависит от структурных особенностей
среды. Явные выражения для Ci jkm для сред соответственно с одной

1 Для простоты мы считаем тело изотропным.
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и тремя взаимно перпендикулярными системами скольжения были
найдены в [4,5].

Подчеркнем, что представления о тензоре пластической дисторсии и
тензоре плотности дислокаций, как показано в работах [8,9], могут быть
использованы как ниже точки фазового перехода (в кристаллической
фазе), так и выше точки перехода (в жидкокристаллической фазе).
Эта возможность связана с сохранением ”локально-кристаллического”
порядка также и в жидкой фазе. При этом переход из твердой в жидкую
фазу связывается с образованием конечной плотности незамкнутых (не-
ограниченно длинных) дислокаций. Точно так же существование в среде
моментных напряжений (описываемых членом (6) в свободной энергии)
не связано непосредственно с наличием дальнего кристаллического
порядка; оно предполагает, однако, наличие локальной анизотропии
среды.

Полная свободная энергия имеет, таким образом, вид

Ftot = Ftherm+ Fel + Fα =

∫
dV ·

{
Ci jkmαi jαkm + g(∇η)2

+ η2

[
1
4

(
∂ui

∂xj
+
∂uj

∂xi
− βi j − β ji

)2

−
1
3

(ull )
2

]

+
K
2

(ull )
2 + aη2 +

b
2
η4

}
. (8)

Для сравнения напомним выражение для функционала Гинзбурга–
Ландау [1] для свободной энергии сверхпроводника:

F =

∫ [
B2

8π
+
~2

4m
(∇|ψ|)2 +

~2

4m
|ψ|2

(
∇Φ−

2e
~c

A

)2

+ α(T − Tc) · |ψ|
2 +

b
2
|ψ|4

]
dV. (9)

Аналогичная структура обоих функционалов очевидна. При этом имеют
место следующие аналогии между отдельными полями (см. таблицу).

Основное отличие функционала (8) упругопластического тела от
функционала Гинзбурга–Ландау состоит в том, что в случае упругопла-
стического тела вместо скалярной фазы Φ выступает векторное поле u.
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Сверхпроводник Упругопластическое тело

Абсолютная величина
|ψ|

Абсолютная величина
|η|волновой функции параметра порядка

Концентрация сверхпрово-
ns = |ψ|2 Модуль сдвига µ = η2

дящих электронов

Фаза волновой функции Φ Вектор полных смещений u

Векторный потенциал A Тензор пластической дисторсии β̂

Индукция магнитного поля B= rotA Тензор плотности дислокаций α̂= rotβ̂

Соответственно являются тензорами второго ранга потенциал (β̂) и
напряженность поля (последняя — определяемая в обоих случаях как
ротор потенциала).

В качестве примера эффекта, описываемого функционалом (8),
рассмотрим кристалл в упругом состоянии, при температуре ниже
температуры плавления, в однородном поле напряжений. Функционал
(8) сводится при этом к

F =

∫
dV

{
α(T − Tc)η

2 +
b
2
η4 + η2ε2

}
, (10)

где ε — тензор упругой деформации.
При T < Tc и ε = 0 коэффициент при второй степени параметра

порядка отрицателен, что означает, что тело находится в твердом
состоянии с модулем сдвига

µ = η2 =
α(Tc − T)

b
6= 0. (11)

По мере роста упругих искажений модуль коэффициента в члене
второго порядка становится меньше. Соответственно убывают параметр
порядка и модуль сдвига:

µ = η2 =
α(Tc − T)− ε2

b
. (12)

При определенном значении деформации

εc =
√
α(Tc − T) (13)
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поперечная жесткость среды становится равной нулю. Мы приходим к
выводу, что потеря устойчивости среды в термодинамическом смысле —
обращение в нуль модуля сдвига и, тем самым, переход среды в
”жидкоподобное” состояние возможен не только в результате повыше-
ния температуры, но и путем создания в среде достаточно большой
сдвиговой деформации. Вывод о локальном занулении модуля упругости
в областях концентраторов напряжений был сделан ранее на основе
анализа экспериментальных данных В.Е. Паниным (см., например, [6]).
Соответствующее состояние твердого тела получило наименование
сильновозбужденного состояния твердого тела.

На основе функционала (8) твердые тела, аналогично сверхпровод-
никам, могут быть подразделены на твердые тела первого и второго
рода. Для этого введем две характеристические длины: корреляционный
радиус флуктуаций ξ(T)

ξ(T) =

√
g

α(Tc − T)
(14)

и ”лондоновскую глубину проникновения” δ(T), определяющую ха-
рактеристическую длину неоднородности плотности дислокаций вблизи
поверхности тела (эта длина была введена в [7]):

δ(T) =

√
C
2µ

=

√
bC

2α(Tc − T)
. (15)

Здесь C есть характерная величина тензора моментных упругих констант
(Ci jkl в (6)). Параметр Гинзбурга–Ландау определяется как отношение
двух названных длин

κ =
δ(T)

ξ(T)
=

√
bC
2g
. (16)

Твердым телам второго рода соответствуют значения параметра
Гинзбурга–Ландау κ � 1. Эти тела теряют свою устойчивость по от-
ношению к сдвиговой деформации путем постепенного проникновения
вихревых нитей в объем твердого тела. Если же твердое тело относится
к первому роду (κ � 1), то оно при повышении внешнего воздействия
претерпевает фазовый переход первого рода при превышении тензором
плотности дислокаций определенного критического значения на поверх-
ности тела.
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Отметим, что, несмотря на теоретическую возможность переходов
второго рода ”кристалл–жидкий кристалл” (обсуждение этого вопроса
см., например, в заключении статьи [8]), на практике эти переходы, как
правило, являются переходами первого рода. Если мы имеем дело с
переходом первого рода, близким ко второму, то он может быть описан
путем добавления к функционалу (8) члена третьей степени:

F ′ =
∫

cη3dV. (17)

Подробный анализ как такого более сложного функционала, так и
”смешанного состояния”, описываемого функционалом (8) при κ � 1
существенно более сложен, чем в случае сверхпроводников, ввиду более
высокого тензорного ранга основных полей и не может быть проведен
в рамках данного краткого сообщения.

Автор благодарен фонду Александра Гумбольдта за финансовую
поддержку.
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