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Рассматривается задача вычисления локализационных поправок к продольному δρ и холловскому δρH

сопротивлениям двумерной неупорядоченной системы во всей области классических магнитных полей вплоть
до значений, при которых длина свободного пробега носителей заряда l меньше или порядка циклотронного
радиуса Rc. Показано, что физической причиной отклонения их поведения от логарифмического ∝ ln(lB/l)
(lB — магнитная длина) при lB � l � Rc является не переход к квазибаллистическому режиму, а
нелокальность процесса диффузии в куперовском канале. Полученные аналитические выражения открывают
принципиальную возможность анализировать интерференционные поправки в δρ и δρH в квантующих
магнитных полях (Rc � l), включая квантовый предел.

Показано, что вопреки общепринятой точке зрения локализационные поправки к ρH отличны от нуля.
Они имеют знак, противоположный знаку заряда носителей, и приводят к уменьшению абсолютной
величины холловского сопротивления. Их полевая зависимость имеет те же особенности, а относительная
величина — тот же порядок, что и в продольном сопротивлении. Возникновение квантовых поправок в
холловском сопротивлении обусловлено ларморовской прецессией замкнутых траекторий, которые обходятся
электронами в процессе их многократного рассеяния на хаотически распределенных примесях.

Работа выполнена при финансовой поддержке программы INTAS (грант 99-10-70).

Теория квантовых поправок к электропроводности
(слабой локализации), обусловленных квантовой интер-
ференцией электронных волн, испытывающих много-
кратное рассеяние в случайном поле примесей [1], в на-
стоящее время является одним из наиболее разработан-
ных и экспериментально проверенных разделов теории
неупорядоченных систем. К числу ее важнейших при-
ложений относится объяснение природы отрицательного
магнитосопротивления (ОМС) [2,3], которое наблюдает-
ся в низкоразмерных полупроводниковых структурах [4].
За двадцатилетний период развития этой области иссле-
дований достигнут значительный прогресс. Разработана
количественная теория ОМС, справедливая в широкой
области классических магнитных полей (l � Rc) [5–9],
которая последовательно учитывает основные вклады в
этот эффект, возникающие в первом порядке по малому
параметру 1/kF l [6,9]. Дана адекватная квазиклассиче-
ская интерпретация механизмов возникновения кванто-
вых поправок к электропроводности неупорядоченных
систем [9,10].

Несмотря на это, здесь еще остается ряд важных и до
сих пор не решенных проблем. Не разработана теория
квантовых поправок в области квантующих магнитных
полей (Rc � l), хотя и сделаны первые шаги в этом
направлении [10,11]. На наш взгляд, не выяснена
физическая причина отклонения квантовых поправок к
электропроводности от классического диффузионного
приближения [1], которое имеет место при достаточно
малых временах сбоя фазы τϕ и сильных магнитных
полях lB� l .

После работы Фукуямы [12], в которой было пред-
сказано отсутствие в первом порядке по 1/kF l интер-
ференционных вкладов в холловское сопротивление ρH ,
сложилась точка зрения, согласно которой основным ме-
ханизмом квантовых поправок в ρH является электрон-
электронное взаимодействие [3,13–15].

В настоящей статье рассматривается вычисление ин-
терференционных квантовых поправок к продольному ρ
и холловскому ρH сопротивлениям. В рамках подхо-
да [5,7,9] получены выражения для этих величин, спра-
ведливые в широкой области магнитных полей, в том
числе квантующих. Показано, что вопреки установив-
шейся точке зрения локализационные поправки к хол-
ловскому сопротивлению δρH отличны от нуля в первом
порядке по 1/kF l . Выявлена физическая природа δρH ,
исследованы аналитические асимптотики и проведен чи-
сленный анализ их полевой зависимости.

Показано, что куперон, определяющий локализацион-
ные поправки в кинетических коэффициентах, факти-
чески во всей области классических магнитных полей
l < Rc сохраняет структуру диффузионного пропагатора
в канале частица–частица. Однако с ростом магнитного
поля в нем необходимо учитывать пространственно-
временную нелокальность (дисперсию) обобщенного ко-
эффициента диффузии. Отклонение от этой структуры
происходит в более сильных полях и связано, скорее,
с нарушением инвариантности относительно обращения
времени, чем с переходом к баллистическому режи-
му [8,9].
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1. Исходные уравнения

Рассмотрим двумерный вырожденный газ электронов,
испытывающих упругое рассеяние на неподвижных при-
месях с концентрацией nI , распределенных в образце
по закону Пуассона. Одноэлектронный гамильтониан
рассматриваемой задачи имеет вид

H = H0 + U =
1

2m

(
p−

e
c

A
)2

+
∑

R

U(r− R). (1)

Здесь A = (0, Bx) — векторный потенциал маг-
нитного поля в калибровке Ландау. Потенциал при-
меси, локализованной в точке R, предполагается ко-
роткодействующим и аппроксимируется δ-образным:
U(r− R) = U0δ(r− R). Это приближение можно
использовать, если его радиус действия r0 мал по срав-
нению с длиной волны де Бройля электрона на уровне
Ферми EF . Кроме этого, автроры предполагают слабым
рассеяние электрона на изолированной примеси и учи-
тывают его в первом борновском приближении.

Тензор электропроводности рассматриваемой системы
имеет всего одну независимую циркулярно-поляризован-
ную компоненту σ . Определим ее таким образом, чтобы
Reσ = σxx, а Imσ = σyx, и представим в виде суммы
(~ = 1)

σ = σ0
B + δσ =

σ0

1− iωcτ
+

e2

2π
〈SpV+δR

+V−δR
−〉. (2)

Здесь σ0 = ne2τ/m, ωc = |e|B/mc — циклотронная
частота, V± = Vx ± iVy — циркулярно-поляризованные
компоненты оператора скорости электрона в магнитном
поле, R±(E) = (E − H ± i0)−1 — резольвента гамиль-
тониана (1), δR± = R± − 〈R±〉, угловые скобки 〈. . . 〉
обозначают конфигурационное усреднение, объем рас-
сматриваемой системы полагается равным единице,

〈R±〉 = G± =
(
E −H0 −Σ±(E)

)−1
,

Σ±(E) = ∆(E)∓ iΓ(E)/2, (3)

где Σ±(E) — оператор электронной собственно-энерге-
тической части, определяющий сдвиг (∆) и ширину
(Γ = 1/τ ) одноэлектронных уровней в случайном поле
примесей.

Первое слагаемое в (2) представляет собой извест-
ное выражение для электропроводности в приближении
классической кинетической теории, справедливое в ши-
рокой области магнитных полей вплоть до классически
сильных (но не квантующих, ωcτ . 1). Квантовые
поправки к σ , ответственные за эффекты слабой локали-
зации или ОМС, содержатся во втором слагаемом (2).
Они возникают в результате интерференции волновых
функций электронов, испытывающих многократное рас-
сеяние на примесях при движении вдоль замкнутых
траекторий в противоположных направлениях. Как по-
казано в работе [6], в области сильных магнитных

Рис. 1. Вклады в квантовые поправки к σ от когерентного
рассеяния назад (a) и на произвольные углы (b). Волнистая
линия изображает сумму максимально пересеченных диаграмм.

полей основной вклад в них вносят два типа процессов
рассеяния, представленные на рис. 1 скелетными диа-
граммами (a) и (b). Подробный анализ, выполненный
в [9], показывает, что с уменьшением времени сбоя фазы
τϕ или с увеличением магнитного поля относительная
роль процессов типа (b) возрастает и их учет становится
необходимым для количественного описания эффектов
слабой локализации.

Используя тождество

G±V∓G∓ = ∓iτ
V∓G∓ −G±V∓

1− iωcτ
(4)

и переходя в координатное представление, запишем вы-
ражения для соответствующих квантовых поправок к σ
в следующем виде:

δσ = −
σ2

0

(1− iωcτ )2

2π2

e2
∆, (5)

где ∆ = ∆a + ∆b,

∆a =
1

πk3
F l

∫
dr
∫

dr′〈r|G−V+ −V+G+|r′〉〈r|V−G−

−G+V−|r′〉C(r′, r),

∆b =
W

πk3
F l

∫
dr
∫

dr′
∫

dr1〈r|G−|r1〉〈r|V−G−

−G+V−|r1〉〈r1|G
−|r′〉〈r1|G

−V+−V+G+|r′〉C(r′, r). (6)

Здесь C(r′, r) — куперон, представляющий собой сумму
ряда максимально пересеченных (веерных) диаграмм,
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которая на рис. 1 изображена волнистой линией. В (6)
явно выписаны поправки, соответствующие диаграмме
типа (a) и первой из двух диаграмм типа (b); вторая
поправка типа (b) строится подобно первой. Предложен-
ная в [9] квазиклассическая интерпретация механизма
возникновения квантовых поправок к электропроводно-
сти наглядно показывает, что в отличие от ∆a, обуслов-
ленной аномальным ростом амплитуды рассеяния назад
(θ ≈ π), в ∆b соизмеримый вклад вносит рассеяние на
произвольные углы 0 < θ < π.

Измеряемыми в эксперименте величинами являются
продольное ρ и холловское ρH сопротивление, связанные
с σ соотношениями ρ = Reσ−1 и ρH = Imσ−1.
Предполагая, что локализационные поправки к электро-
проводности достаточно малы (|δσ | � |σ0

B|), обратим
(2) в линейном по ∆ приближении. Это дает следующие
выражения для квантовых поправок к ρ и ρH , измеряе-
мых в единицах 2π2/e2:

δρ = ρ − ρ0 = Re ∆, δρH = ρH − ρH0 = Im ∆, (7)

где ρ0 = 1/σ0 и ρH0 = ρ0ωcτ = B/enc. Как следовало
ожидать, в (7) отсутствуют множители 1/(1 + ω2

cτ
2).

Действительно, в компонентах тензора электропровод-
ности (2), (5) они появляются вследствие классического
искривления траекторий в магнитном поле, т. е. имеют
кинематическое происхождение. Но, как хорошо извест-
но (см., например, [16]), в вырожденных проводниках с
одной группой носителей заряда это не изменяет компо-
нент тензора удельных сопротивлений. Таким образом, в
рассматриваемой здесь одноэлектронной модели полевая
зависимость δρ и δρH во всей области классических маг-
нитных полей (ωcτ . 1) оказывается целиком обуслов-
ленной именно локализационными поправками к элек-
тропроводности. Это обстоятельство чрезвычайно важно
для интерпретации экспериментальных результатов.

2. Одноэлектронная функция Грина

Центральную роль в дальнейших вычислениях играет
усредненная одноэлектронная функция Грина в коор-
динатном представлении G±(r, r′, E) = 〈r|G±(E)|r′〉,
пропорциональная амплитуде вероятности обнаружить в
точке r′ электрон, испытавший последнее столкновение
в точке r. В отсутствие магнитного поля она имеет про-
стую асимптотику, справедливую при ρ = |r− r′| > λF ,

G±(r, r′; E) =
∓im
√

2πkFρ
exp

[
±ikFρ −

ρ

2l
∓ i

π

4

]
, (8)

где l = vFτ — средняя длина свободного пробега
электрона.1 Для учета влияния слабого магнитного по-
ля (ωcτ � 1) достаточно (8) умножить на фазовый
множитель exp(−iΦ) = exp

[
−i(x + x′)(y− y′)/2l2

B

]
, где

lB =
√

c/|e|B — магнитная длина.

1 При наличии механизмов сбоя фазы необходимо во всех выражени-
ях для одноэлектронных функций Грина заменить 1/τ на 1/τ + 1/τϕ .

Аппроксимация (8) использовалась в [5–7,9]
при анализе ОМС в сильных магнитных полях
B� Btr = c/2|e|l2. Этого вполне достаточно, пока
выполняется условие ωeτ � 1 (или l � Rc, Rc = l2

BkF —
циклотронный радиус), и искривлением квазиклас-
сических траекторий электронов в магнитном поле
можно пренебречь. Однако в бо́льших полях (l & Rc)
необходимо использовать аппроксимации, учитывающие
не только изменение фазы, но и ограничение свободного
движения электрона в области ρ < 2Rc. Их можно
получить, исходя из точного выражения для запаздываю-
щей функции Грина G+(r, r′; E), которое, как и в случае
слабого магнитного поля, представляет собой произве-
дение фазового множителя exp(−iΦ), и не зависящей от
калибровки ее трансляционно-инвариантной части

G+(ρ; E) = −
mωc

4π

+∞∫
0

dt
sin(ωct/2)

× exp

[
ia+ωct + i

mωc

4
ρ2 ctg

ωct
2

]
, (9)

где a+ = (E + i/2τ )/ωc = kFRc(1 + i/kF l)/2,
G−(ρ; E) =

[
G+(ρ; E)

]∗
.

Входящий в (9) интеграл можно выразить через
вырожденную гипергеометрическую функцию Трикоми
Ψ(a, c; x) [17]

G+(ρ; E) = −
m
2π

exp

(
−

x
2

)
Γ

(
1
2
−a+

)
Ψ

(
1
2
−a+, 1; x

)
,

(10)
(x = ρ2/2l2

B) и воспользоваться ее асимптотиками при
бо́льших значениях параметра и аргумента (|a+| � 1,
x � 1). Однако здесь лучше применить предло-
женный Горным [10] простой и физически прозрачный
способ, состоящий в оценке (9) методом стационарной
фазы. Применяя его в классически доступной области
(ρ < 2Rc) при kFl = ∞ и аналитически продолжая
полученный результат в верхнюю комплексную полу-
плоскость kF → kF(1 + i/kF l)1/2, нетрудно найти2

G+(ρ; E) = −i exp(−iπ/4)
m

√
2πkFρ

(
1−

ρ2

4R2
c
+

i
kF l

)−1/4

×

[
exp(iξ+)

1 + exp(2πia+)
− i

exp(−iξ+)

1 + exp(−2πia+)

]
,

ρ < 2Rc, (11)

где показатель фазы

ξ+ =
kFρ

2

√
1−

ρ2

4R2
c

+
i

kF l

+ 2a+ arcsin

[
ρ

2Rc

(
1 +

i
kF l

)−1/2
]

(12)

при kF l =∞ равен действию, соответствующему перехо-
ду электрона r → r′ вдоль короткой дуги циклотронной
орбиты.

2 Этот же результат получается при использовании соответствую-
щих асимптотик функции Трикоми в (1) [17].
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Аппроксимация одноэлектронной функции Грина (11),
справедливая с точностью до слагаемых порядка
ωc/EF ∼ 1/kFRc и min(lB, λF)/ρ, имеет простой физи-
ческий смысл. С точностью до замены импульса Фер-
ми на его радиальную составляющую kF

√
1− ρ2/4R2

c
общий множитель в (11) совпадает с предэкспонентой
в (8). Первое слагаемое в квадратных скобках (11)
обусловлено квазиклассическим движением электрона
из точки r в точку r′ по короткой (S) дуге циклотронной
орбиты, второе — по длинной (L) дуге [10]. Множители
1 + exp(±2πia+) в знаменателях возникают в результате
суммирования амплитуд вероятности перехода r → r′

после n-кратного (n = 0, 1, 2, . . . ) обхода электроном
циклотронной орбиты. Они достигают минимального
по модулю значения при энергиях E/ωc = n + 1/2,
отвечающих центрам размытых столкновениями уров-
ней Ландау. Таким образом, в классически доступной
области запаздывающая функция Грина (11) в отличие
от (8) представляет собой суперпозицию расходящейся
(G+

S ) и отраженной от барьера сходящейся (G+
L ) волн.

С уменьшением магнитного поля амплитуда последней
экспоненциально ∝ exp(−Rc/l) падает по сравнению с
первой. Поэтому при l � Rc на удалении ρ � Rc

искривлением траекторий электронов в магнитном поле
можно пренебречь и (11) переходит в асимптотику (8).

Амплитуда вероятности обнаружить электрон в клас-
сически недоступной области (ρ > 2Rc), куда он
проникает благодаря туннельному эффекту, с ростом ρ

экспоненциально ∝ exp(−ρ2/4l2
B) стремится к нулю. В

этом случае асимптотическое поведение G+(ρ; E) хоро-
шо описывается первым слагаемым из (11).

Локализованные поправки к электропроводности в
классически сильных полях (l . Rc) выражаются через
величину P(ρ) = W|G±(ρ)|2, пропорциональную плот-
ности вероятности того, что электрон будет обнаружен
на расстоянии ρ от точки последнего столкновения.
Асимптотике (8) соответствует экспоненциальное рас-
пределение P(ρ) = exp(−ρ/l)/(2πρl) [5,7], справедли-
вое лишь в пределе B→ 0. Преимуществом аппроксима-
ции (11) является то, что она позволяет вычислять P(ρ) в
широком диапазоне магнитных полей вплоть до значений
kFRc ≈ 10 и расстояний min(lB, λF) < ρ < +∞, включая
окрестность классической точки поворота ρ ≈ 2Rc.3

На рис. 2 приведены графики зависимостей 2πρlP(ρ),
рассчитанных с использованием асимптотики (11) при
различных значениях отношения l/Rc. При l � Rc

основной вклад в P(ρ) вносит движение по корот-
кой дуге циклотронной траектории. В этом случае в
области ρ < Rc поведение 2πρlP(ρ) приблизительно
следует асимптотике слабого поля ∝ exp(−ρ/l), сме-
няясь при ρ > 2Rc более резким экспоненциальным
∝ exp(−ρ2/2l2

B) затуханием. С ростом отношения l/Rc

в (11) увеличиваются относительные вклады как от

3 Заметим, что без аналитического продолжения kF → KF

×(1+i/kF l)1/2 , т. е. при kF l =∞, (11) дает результат G(ρ; E) ∝ ρ−1/2

× (1− ρ2/4R2
c)−1/4 [10], справедливый лишь при ρ � 2Rc, l .

Рис. 2. Плотность вероятности обнаружить электрон на
расстоянии ρ от точки его последнего столкновения, рассчи-
танная с использованием аппроксимации (11) при kFRc = 10.0:
(1) — l/Rc = 0.5; (2) — l/Rc = 0.75; (3) — l/Rc = 1.0.
Штриховая линия, полученная при l/Rc = 1.0 без учета от-
раженных волн, описывает поведение 2πρlP(ρ) в классически
недоступной области ρ > 2Rc.

движения по длинным дугам циклотронных орбит, так
и от их многократного обхода. В результате в P(ρ)
появляются слагаемые, обусловленные интерференцией
волн, пришедших в рассматриваемую точку по разным
траекториям. Это приводит к осциллирующей зависимо-
сти P(ρ) в области 0 < ρ < 2Rc, достаточно сильной
уже при l ∼ Rc.

Эти и другие особенности одноэлектронной функции
Грина начинают отражаться на поведении локализацион-
ных поправок к кинетическим коэффициентам в области
сильных полей ωcτ ∼ 1.

3. Куперон за пределами
классического диффузионного
приближения

Квантовые поправки к электропроводности (5), (6)
пропорциональны куперону C(r, r′), которому на диа-
граммном языке соответствует веерный ряд (рис. 1). В
отсутствие магнитного поля рассматриваемая система
в среднем трансляционно инвариантна, поэтому удобно
использовать импульсное представление, в котором ве-
ерный ряд легко суммируется и равен

C(q) =
P(q)

1− P(q)
,

P(q) = W
∑

k

G+
k+

G−k− =
(
s2 + l2q2

)−1/2
, (13)

где q = |q| = |p + p′|, k± = k± q/2, s = 1 + τ/τϕ .
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В длинноволновом пределе (ql � 1) и при до-
статочно большом времени сбоя фазы (τ � τϕ)
P(q) = (1 + τ/τϕ + q2D0τ )−1, где D0 = v2

Fτ/2 — клас-
сический коэффициент диффузии двумерных электронов
и (13) приобретает стандартный диффузионный вид [1].
В противоположном пределе |P(q)| � 1, в связи с чем
обычно утверждается [7,9], что за пределами области
ql � 1, τ � τϕ диффузионное приближение для куперо-
на (13) становится неприменимым. Действительно, при
ql � 1 основной вклад в него вносят первые слагаемые
веерного ряда, которым отвечают замкнутые траектории
малых размеров ∼ l с малым числом столкновений.
Движение по ним носит скорее квазибаллистический,
чем диффузионный характер. Однако (13) сохраняет вид
диффузионного пропагатора и в общем случае (но при
выполнении условий q� kF , τϕEF � 1), а именно

C(q, τ−1
ϕ ) =

1
τ/τϕ + q2D(q, i/τϕ)τ

, (14)

где D(q, i/τϕ) — обобщенный, зависящий от волнового
числа q и частоты ω = i/τϕ , коэффициент диффузии,
вычисленный в лестничном приближении [18],

D(q, i/τϕ) =
2D0

s+
√

s2 + l2q2
. (15)

Это согласуется с общим результатом Суслова [19],
согласно которому наличие в неприводимой четырех-
хвостке диффузионного полюса типа (14) с точным обоб-
щенным коэффициентом диффузии является следстви-
ем инвариантности относительно обращения времени
и закона сохранения числа частиц. Таким образом, в
рассматриваемой области изменения q и τϕ процесс
распространения остается диффузионным, но приобре-
тает нелокальный характер. При этом роль нелокаль-
ности увеличивается с ростом относительного вклада в
куперон от замкнутрых траекторий малых размеров, что
имеет место в области больших значений q и 1/τϕ . Диф-
фузионный механизм распространения все-таки наруша-
ется, но это происходит на атомных пространственно-
временных масштабах (q ∼ kF , τϕEF ∼ 1), где он
управляется квантовомеханическим законом движения.
Подстановка (15) в (14) дает выражение для куперо-
на C(q, τ−1

ϕ ), в точности совпадающее с использованием
в [5–7], поэтому здесь речь идет только о физической
интерпретации куперона при больших импульсах.

Включение внешнего магнитного поля нарушает
трансляционную инвариантность системы. В этом случае
удобнее исходить из координатного представления, в
котором куперон удовлетворяет интегральному уравне-
нию4

C(r, r′) = P(r, r′) +

∫
dr1P(r, r1)C(r1, r′) (16)

4 Здесь и далее для упрощения обозначений не выписывается в
явном виде зависимость от времени сбоя фазы τϕ .

с ядром

P(r, r′) = W〈r|G+|r′〉〈r|G−|r′〉

= exp
{
−i2Φ(r, r′)

}
W|G±(ρ)|2. (17)

Очевидно, подобную структуру имеет и куперон
C(r, r′), т. е. он представляет собой интегральное ядро
оператора, диагонального в базисе собственных волно-
вых функций Ψn,ky(r) частицы с зарядом 2e, движущейся
в магнитном поле B, а его трансляционно-инвариантная
часть имеет вид

C(ρ) =
1
πl2

B

+∞∑
n=0

Pn

1− Pn
Jn,n(
√

2ρ),

Pn = 2π

+∞∫
0

ρdρ Jn,n(
√

2ρ)P(ρ). (18)

Здесь мы ввели компактное обозначение для используе-
мой в дальнейшем величины

Jn,n′(ρ) =

(
nmin!
nmax!

)1/2(
ρ2

2l2
B

)|n−n′|/2

exp

(
−
ρ2

4l2
B

)

× L|n−n′|
nmin

(
ρ2

2l2
B

)
, (19)

где Lm
n (x) — присоединенный полином Лагерра

(Ln(x) = L0
n(x)).

Выражения (18) для куперона получены Кавабатой [5]
для слабого магнитного поля, удовлетворяющего усло-
вию ωcτ � 1. Однако они остаются справедливыми и
в области квантующих магнитных полей ωcτ � 1 [11],5

если одночастичные функции Грина вычислять в базисе
Ландау. Это позволяет исследовать квантовые поправки
к тензору электропроводности не только в слабых, но и в
сильных магнитных полях вплоть до квантового предела.

Связь куперона (18) с диффузионным пропагатором
нетрудно установить, рассматривая его асимптотику в
области слабых магнитных полей, где коэффициенты Pn

в соответствии с поведением полиномов Лагерра при
n� 1 [20] стремятся к Фурье-образу функции P(ρ)

Pn ≈ P(qn) = 2π

+∞∫
0

ρdρ P(ρ)J0(qnρ)

=
1

s+ q2
nD(qn)τ

, (20)

вычисленному при дискретных значениях волнового чис-
ла qn =

√
(4n + 2)/lB, где Jn(x) — функция Бесселя

n-го порядка.
Асимптотика (20) работает при выполнении усло-

вий l2/l2
B � q2

nl2
B � RckF = 2EF/ωc. Первое из

5 К сожалению, в [11] использовалось выражение для Pn, справедли-
вое лишь в области больших квантовых чисел n� 1.
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этих неравенств определяет порядок поправок к (20)
∼ l/(l2

Bqn), второе — ограничивает снизу атомным
пространственным масштабом (ρ = |r− r′| � λF)
область, в которой куперон C(ρ) сохраняет структуру
диффузионного пропагатора. Второе равенство в (20)
получено с помощью соотношений (13) и (14), связы-
вающих P(q) с D(q) — обобщенным коэффициентом
диффузии электронов в классическом магнитном поле.
Последний можно вычислить независимо, решив кине-
тическое уравнение в приближении времени релаксации.
В случае рассматриваемой здесь двумерной системы в
магнитном поле это дает следующий результат:

P(q) =
+∞∑

n=−∞

J2
n(qRc)

s+ inωcτ
. (21)

В классических магнитных полях (21) и преобразование
Фурье (20), вычисленное с использованием (11), совпа-
дают с точностью до слагаемых порядка ωc/EF и q/kF .
Классическое диффузионное приближение для куперона
в магнитном поле получается, если разложить (20) и
(21) в ряд по степеням τ/τϕ и q2, ограничиваясь пер-
выми неисчезающими слагаемыми. Это дает выражение
(14), в котором D(q) → DB = D0/(1 + ω2

cτ
2), что соот-

ветствует пренебрежению пространственной дисперсией
коэффициента диффузии и справедливо при выполнении
неравенства DB(4n + 2)τ/l2

B� 1.
Таким образом, куперон в магнитном поле сохраня-

ет структуру диффузионного пропагатора (14) с обоб-
щенным коэффициентом диффузии, зависящим от дис-
кретного волнового числа qn =

√
4n + 2/lB, мнимой

частоты i/τϕ и магнитного поля B, если основной
вклад в ряд (18) формируется слагаемыми из интер-
вала l2/l2

B � q2
nl2

B � RckF . С ростом магнит-
ного поля этот интервал сужается и куперон посте-
пенно теряет диффузионный вид. Он завидомо нару-
шается в сильных магнитных полях l2/l2

B ∼ RckF

(или ωcτ ∼ 1), когда перестает работать асимптотика
(20) коэффициентов Pn. При достаточно низкой по-
движности носителей заряда (или больших значениях
Btr = c~/(2|e|l2)) это происходит задолго до начала
квазибаллистического режима распространения в кана-
ле частица–частица и вызвано нарушением инвариант-
ности относительно обращения времени в магнитном
поле.

4. Квантовые поправки к продольному
и холловскому сопротивлениям

Явное вычисление параметров ∆a,b, определяющих
квантовые поправки к продольному и холловскому со-
противлениям (7), аналогично выполненному в [9,10],
поэтому, не вдаваясь в подробности, остановимся лишь
на его наиболее важных моментах.

Строго говоря, в ∆a,b вносят вклад все процессы
многократного рассеяния, начиная со второго порядка.
Однако последние нечувствительны к изменению внеш-
него магнитного поля, поскольку им отвечает движение
электронов по замкнутым траекториям, охватывающим
нулевую площадь [6]. Поэтому они дают поправки
δρ(2) = O(B0) и δρ

(2)
H = O(B), которые можно исклю-

чить, соответствующим образом переопределив значения
продольного ρ0 и холловского ρH0 сопротивлений при
B → 0. Обратим внимание на то, что в сильных
полях это оказывается возможным именно благодаря
отсутствию кинематических факторов в δρ и δρH (7).

Начиная с первых работ [2,5,12,14], посвященных
теории ОМС, при вычислении входящих в определение
квантовых поправок (6) векторных вершин

〈r|V±G± −G∓V±|r′〉 = ± exp(−iΦ± iϕ)VFK(ρ) (22)

(ϕ — полярный угол вектора r− r′) по существу пре-
небрегается некоммутативностью компонент оператора
скорости. На языке классической механики это означает
пренебрежение силой Лоренца, действующей на элек-
троны в магнитном поле. Неудивительно, что такое при-
ближение, слабо влияя на величину квантовых поправок
в продольном сопротивлении, в холловском — тожде-
ственно обращает их в нуль. Этот результат, впервые
полученный Фукуямой [12], в настоящее время являет-
ся общепризнанным и рассматривается как отличитель-
ная особенность проявления локализационных эффектов
в гальваномагнитных коэффициентах неупорядоченных
систем. Более того, равенство ρH = B/enc вблизи
порога подвижности на металлической стороне перехода
металл–диэлектрик (d > 2) предсказывают скейлинго-
вая [21] и самосогласованная [22] теории андерсоновской
локализации.

Точное выражение для K(ρ) имеет следующий вид:

K(ρ) =
2
kF

∂

∂ρ
Im G+(ρ; E)− i sign(e)

ρ

Rc
Re G+(ρ; E),

(23)

где G+(ρ; E) — трансляционно-инвариантная часть одно-
электронной функции Грина (9). В достаточно слабых
магнитных полях, в которых справедлива асимптотика
одноэлектронной функции Грина (11), ее изменение
вдоль траектории движения в основном определяет-
ся быстро осциллирующими фазовыми множителями
∝ exp(±iξ). В этом случае первое слагаемое в (23)
пропорционально радиальной составляющей скорости
электрона на расстоянии ρ от точки его последнего
столкновения Vr =

√
V2

F − ω
2
cρ

2/4 = m−1∂ξ/∂ρ. Вто-
рое слагаемое пропорционально тангенциальной соста-
вляющей Vt = ωcρ/2, возникающей в результате лар-
моровской прецесии траектории электрона в магнитном
поле. Именно эта компонента векторной вершины не
учитывалась в предыдущих работах. Являясь чисто мни-
мой и зависящей от знака заряда носителей, она приводит
к появлению отличных от нуля квантовых поправок к
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холловскому сопротивлению (7). Очевидно, что учет
вклада тангенциальной составляющей (23) в δρ (7) дает
поправки второго порядка по малому параметру l/Rc в
области классических магнитных полей.

Дальнейшие вычисления по существу не отличаются
от выполненных в [9,10], поэтому далее приводятся лишь
окончательные результаты

∆ =
z

2(πkF l)2

∞∑
n=0

Pn

1− Pn

[
PnAn − B(+)2

n−1 − B(−)2
n

]
, (24)

где z = B/Btr = 2l2/l2
B,

An = 2πW

+∞∫
0

ρdρ Jn,n(
√

2ρ)K2(ρ),

B±n = 2πW

+∞∫
0

ρdρ Jn,n+1(
√

2ρ)G±(ρ)K(ρ). (25)

Эти выражения в принципе позволяют анализировать
локализационные поправки к тензору сопротивлений во
всем интервале магнитных полей от классически слабых
(ωcτ � 1) до квантующих (ωcτ � 1). В последнем
случае все вычисления необходимо проводить в базисе
Ландау. Результаты работ [9,10] для δρ получаются из
(24), (25), если в подынтегральных выражениях (25)
пренебречь быстро осциллирующими слагаемыми, за-
висящими от произведений однотипных функций Грина
G±G±. Это дает для них следующие приближения:

WK2 ≈ 2P(ρ)
(
1− i sign(e)ρ/Rc

)
,

WG±K ≈ P(ρ)
(
1− i sign(e)ρ/2Rc

)
, (26)

справедливые до тех пор, пока асимптотика одноэлек-
тронной функции Грина (11) определяется лишь ко-
роткими дугами циклотронных орбит. Как показыва-
ют результаты выполненного выше численного анализа
(см. рис. 2), такое приближение хорошо аппроксимирует
G±(ρ; E) в магнитных полях, удовлетворяющих условию
l . 2Rc/3. Таким образом, область применимости со-
ответствующих результатов [9,10], строго говоря, огра-
ничена сверху этим неравенством. Учет тангенциальной
компоненты в векторной вершине (23) приводит к по-
явлению в ∆ (24) отличной от нуля мнимой части. Это
новый результат, который вопреки общепринятой точке
зрения [3] предсказывает наличие отличных от нуля ло-
кализационных поправок в холловском сопротивлении.

В слабых полях B� Btr ряды (24) сходятся довольно
медленно. В этом случае достаточно воспользоваться
асимптотиками коэффициентов An, B±n (25) при n � 1,
что дает следующие выражения для продольного и хол-

ловского сопротивлений:

δρ =
z

2(πkF l)2

+∞∑
n=0

Pn

1− Pn

[
2P2

n − P2
n−1/2

1− sPn−1/2

1 + sPn−1/2

− P2
n+1/2

1− sPn+1/2

1 + sPn+1/2

]
,

δρH = − sign(e)
l

Rc

z
2(πkF l)2

×
+∞∑
n=0

Pn

1− Pn

[
2sP4

n − P3
n−1/2(1− sPn−1/2)

− P3
n+1/2(1− sPn+1/2)

]
, (27)

где Pn = P(qn) (13), (20). Первые слагаемые в
квадратных скобках (24) и (27) обусловлены процессами
когерентного рассеяния назад, вторые и третьи — на
произвольные углы. Первое из уравнений (27) совпадает
с полученным в [9]. В пределе B → 0 суммирование
в (27) можно заменить интегрированием, что дает ло-
гарифмически зависящие от температуры (τϕ ∼ T−p,
p = 1− 2) асимптотики

δρ =
2

s+ 1
1

(πkF l)2

[
sln

s
s− 1

− ln 2

]
,

δρH = − sign(e)
l

Rc

1
(πkFl)2

[
(2s− 1) ln

s
s− 1

− 2

]
. (28)

В области достаточно слабых магнитных полей
l � lB � lϕ , Rc полевые зависимости продольного
и холловского сопротивлений также являются логариф-
мическими, δρ/ρ0 ∼ δρH/ρH0 ∝ ln(l2

B/l2). В проти-
воположном пределе (lB � l � Rc) они сменяются
степенными δρ/ρ0 ∝ B−1/2 [5,6], δρH/ρH0 ∝ B−3/2.
Относительная величина квантовых поправок к обо-
им кинетическим коэффициентам имеет один порядок,
(δρ/ρ0)/|δρH/ρH0 | ∼ 1. Но в отличие от всегда положи-
тельной δρ знак δρH противоположен знаку носителей
заряда. Другими словами, локализационные поправки
приводят к уменьшению холловского сопротивления по
абсолютной величине.

На рис. 3, 4 приведены результаты численного расчета
квантовых поправок к продольному и холловскому со-
противлениям при значениях параметров τ/τϕ = 10−2

и kFl = 10, что при концентрации носителей за-
ряда 2πn = 1012 cm−2 соответствует подвижности
µ ≈ 1.5 · 104 cm2V−1s−1. Пренебрежение вкладом
длинных дуг в одноэлектронные функции Грина (11) дает
в области ωcτ < 1 полевые зависимости ∆ρ/ρ(0) и
∆ρH/ρH(0), несущественно отличающиеся от получен-
ных с использованием асимптотики (8). Начиная с по-
лей, удовлетворяющих условию ωcτ ≈ 0.5, продольное и
холловское сопротивления обнаруживают шубниковские
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Рис. 3. Отрицательное магнитосопротивление ∆ρ/ρ(0)
= (ρ(B)−ρ(0))/ρ(0), обусловленное когеретным рассеянием
назад (a), на произвольные углы (b) и суммарное (c). Зави-
симости рассчитаны с использованием асимптотики (11) для
G±(ρ) без учета вклада от длинных дуг циклотронных орбит.

Рис. 4. То же, что и на рис. 3, для холловского сопротивления
∆ρH/ρH(0) = (ρH(B)− ρH(0))/ρH(0).

осцилляции, что фактически определяет границу при-
менимости сделанных авторами приближений. В доста-
точно сильных полях (B > Btr) происходит отклонение
полевых зависимостей от логарифмических, однако в
чистом виде степенные асимптотики δρ/ρ(0) ∝ B−1/2

и δρH/ρH(0) ∝ B−3/2 не наблюдаются, поскольку при
выбранных значениях параметров условия их появления
выполняются при B/Btr > 102 [8], т. е. далеко за преде-
лами актуальной области полей.6

6 Как показывают оценки, такое поведение в классических полях
(ωcτ < 1) может наблюдаться в совершенных гетероструктурах, в
которых при концентрации носителей заряда 2πn = 1012 cm−2 их
подвижность достигает значений µ ∼ 105 − 106 cm2V−1s−1.

5. Обсуждение результатов

Как уже указывалось выше, физическая природа отлич-
ных от нуля локализационных поправок к холловскому
сопротивлению состоит в прецессии электронных тра-
екторий в магнитном поле. Ее направление совпадает с
направлением циклотронного движения электронов, что
ведет к увеличению холловского тока или, что экви-
ватентно, — к уменьшению абсолютной величины ρH .
Поведение δρH с ростом магнитного поля определяется
двумя конкурирующими факторами: с одной стороны,
уменьшение вероятности когерентного рассеяния вслед-
ствие магнитной расфазировки, с другой — увеличение
частоты ларморовской прецессии.

На первый взгляд, утверждение об отсутствии лока-
лизационных поправок к холловскому сопротивлению
(по крайней мере в первом порядке по 1/kF l) име-
ет достаточно убедительное физическое обоснование
(см., например, [3]). Дело в том, что интерференционные
эффекты не приводят к изменению концентрации носите-
лей заряда, а вносимые ими квантовые поправки к транс-
портному времени релаксации взаимно уничтожаются в
выражении для ρH . Это рассуждение совершенно спра-
ведливо, если предполагать, что холловская компонента
электропроводности σyx имеет структуру решения клас-
сического кинетического уравнения в магнитном поле
(см. первое слагаемое в (2)). Но, как впервые показано
в работе [23], в σyx присутствуют слагаемые, которые не
имеют аналогов в классической кинетической теории. Их
общая структура детально исследована Герхардтсом [24].
Нетрудно проверить, что в первом неисчезающем при-
ближении по малому параметру ωcτ выражение (5) для
квантовых поправок к холловской электропроводности
имеет структуру первого слагаемого в правой части
уравнения (3.24) работы [24].

Таким образом, локализационные поправки в
холловском сопротивлении в отличие от таковых в
продольном сопротивлении не объясняются одним
лишь интерференционным изменением транспортного
времени релаксации [9]. Их величина пропорциональна
среднему значению линейной скорости ларморовской
прецессии замкнутых участков электронных траекторий
VL = 〈ωcρ/2〉. Проиллюстрируем это на примере кван-
товых поправок типа (a) к холловскому сопротивлению,
которые в случае слабого магнитного поля можно
представить в виде

δρ
(a)
H =

1
(πkFl)2

2πl2
+∞∑
n=3

∫
d2r

ωcr
VF

Wn(r)P(r)

= δρ(a)2
VL

VF
. (29)

Здесь Wn(r) — плотность вероятности того, что элек-
трон, испытав n столкновений, окажется на расстоянии r
от точки первого столкновения [7]. Аналогичное
представление можно получить и для δρ

(b)
H .
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Естественно, что они не имеют аналога в классической
кинетической теории, в которой такие процессы,
вносящие вклад в изменение транспортного времени
релаксации, рассматриваются как мгновенные события.
Отношению VL/VF в [29] можно придать смысл
дополнительного тангенса угла Холла 2VL/VF = tg θWL,
который обусловлен ларморовской прецессией
замкнутых электронных траекторий и отличается от
тангенса классического холловского угла tg θ = ωcl/VF .
Другими словами, в процессе многократного рассеяния
электронов происходит накопление их дополнительного
смещения в направлении, перпендикулярном току.

Полученные в данной работе результаты, на наш
взгляд, позволяют глубже понять физическую природу
квантовых явлений переноса в неупорядоченных систе-
мах. В частности, они открывают перспективы их тео-
ретического изучения в области квантующих магнитных
полей, для которой недавно получен ряд интересных
экспериментальных результатов [25]. Наряду с этим
они поднимают множество проблем, требующих своего
решения. Так, для более достоверной интерпретации
эксперимента необходимо пересмотреть соотношение
локализационных и электрон-электронных вкладов в ки-
нетические коэффициенты двумерных неупорядоченных
систем [3,15]. Также актуальным представляется вновь
возникающий вопрос о поведении коэффициента Холла
в окрестности перехода металл–диэлектрик и многие
другие.

Выражаем благодарность сотрудникам лабораторий
физики полупроводников Института физики металлов
УрО РАН и Уральского университета за плодотворное
и заинтересованное обсуждение результатов данной ра-
боты. Мы также благодарим Г.М. Минькова, познакомив-
шего нас с неопубликованными результатами измерений
холловского сопротивления, выполненных его группой.
Авторы особенно признательны И.В. Горному за кон-
сультации, позволившие преодолеть ряд трудностей при
выполнении этой работы.
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