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Рассмотрено влияние нормальных процессов фонон-фононного рассеяния на релаксацию импульса в нерав-
новесной электрон-фононной системе. Решена система кинетических уравнений для электронной и фононной
функций распределения с учетом взаимного увлечения электронов и фононов. Вычислены кинетические
коэффициенты проводников в линейном приближении по параметру вырождения. Проанализировано влияние
нормальных процессов рассеяния фононов на электрон-фононное увлечение и кинетические эффекты в
проводниках с вырожденной статистикой носителей.

В выполненных до настоящего времени рабо-
тах [1–13], посвященных исследованию электрон-фонон-
ного увлечения в металлах и полупроводниках предпо-
лагалось, что релаксацию импульса как электронов, так
и фононов в неравновесной электрон-фононной систе-
ме можно описать, вводя полные частоты релаксации
электронов νe(k) и фононов νph(q) соответственно. Это
приближение оправдывалось сложностью решения си-
стемы интегральных уравнений для неравновесных элек-
тронной и фононной функций распределения. В нулевом
приближении по параметру вырождения электронного
газа kBT/ζ � 1 (ζ — энергия Ферми) эта система
решена в работах [10,11]. В работах [12,13] автору
удалось решить систему кинетических уравнений для
неравновесной электрон-фононной системы в линейном
приближении по параметру вырождения и произвольной
степени вазимного влияния неравновесности электро-
нов и фононов. Это позволило корректно определить
влияние взаимного увлечения электронов и фононов на
кинетические эффекты в проводниках с вырожденной
статистикой носителей тока [12,13] в рамках однопара-
метрического описания.

Прогресс, достигнутый в работах [12,13], позволяет
выйти за рамки однопараметрического описания не-
равновесной электрон-фононной системы и включить
в рассмотрение процессы фонон-фононного рассеяния
(N-процессы). Эти процессы рассеяния не вносят вклада
в релаксацию импульса фононов и соответственно в
теплосопротивление [14–18]. Однако они формируют
неравновесную функцию распределения фононов и при-
водят к релаксации фононной подсистемы к локально
равновесному распределению со средней дрейфовой ско-
ростью u [14–18]. Поскольку большинство механизмов
релаксации импульса фононов зависят от частоты фоно-
нов, то N-процессы, перераспределяя энергию и импульс
между различными фононными модами, препятствуют
сильному отклонению от равновесной заселенности в
каждой моде. Роль N-процессов в теории решеточной

теплопроводности хорошо изучена [14–18]. Учет этих
процессов рассеяния необходим в условиях, когда ча-
стота релаксации фононов в N-процессах νphN(q) будет
больше либо сравнима с резистивной частотой νphR(q),
которая обусловлена релаксацией фононов на границах,
примесях, электронах и в процессах переброса. Здесь
мы покажем, что учет N-процессов необходим и при
рассмотрении влияния электрон-фононного увлечения
на кинетические эффекты в твердых телах.

Дело в том, что термоэдс, теплопроводность и тер-
момагнитные эффекты находятся из условия равенства
нулю полного тока через образец. В этом случае средняя
скорость упорядоченного движения электронов в любом
физически малом объеме образца равна нулю. Поэтому
передача импульса упорядоченного движения электро-
нов фононам мала и возникает только в первом порядке
по параметру вырождения. С другой стороны, при на-
личии градиента температуры существует стационарный
поток фононов от горячего конца образца к холодному,
и передача импульса упорядоченного движения фононов
электронам происходит уже в нулевом приближении
по параметру вырождения. Заметим, что при низких
температурах, когда электрон-фононное увлечение вно-
сит заметный вклад в величину термоэдс, частота ре-
лаксации фононов νphN(q) > νphR(q). Из сказанного
выше следует, что релаксацию импульса фононов в
неравновесной электрон-фононной системе необходимо
учитывать более строго, чем это было сделано в рамках
однопараметрического описания [1–13]. В данной работе
неравновесность фононной подсистемы описывается тре-
мя параметрами: двумя частотами релаксации νphN(q) и
νphR(q) и скоростью дрейфа u. Такая постановка задачи
является актуальной для проводников с вырожденной
статистикой носителей тока.

В работе исследуется влияние нормальных фонон-
фононных процессов рассеяния на взаимное увлечение
электронов и фононов и кинетические эффекты в про-
водниках с вырожденной статистикой носителей тока.
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В разделе 1 система кинетических уравнений вместе с
уравнением баланса импульса электронов преобразова-
ны в систему интегральных уравнений для функций, опи-
сывающих неравновесность электронов. В разделе 2 эта
система решена в линейном приближении по параметру
вырождения. В разделе 3 вычислены электропроводность
и термоэдс вырожденных проводников. В разделе 4
проанализированы соотношения симметрии Онзагера и
роль нормальных процессов рассеяния фононов в тепло-
проводности.

1. Система кинетических уравнений
для неравновесной
электрон-фононной системы
с учетом нормальных процессов
рассеяния фононов

Хорошо известно [14–18], что нормальные процес-
сы рассеяния фононов не вносят вклада в релаксацию
импульса фононов, а приводят фононную подсистему к
локально равновесному распределению Планка со сред-
ней скоростью uλ, которая может быть различной для
фононов с различной поляризацией λ

N(q, uλ) =

(
exp

(
~ωqλ − ~quλ

kBT

)
− 1

)−1

∼= N0
qλ +

~quλ
kBT

N0
qλ(N0

qλ + 1), (1)

где N0
qλ — функция Планка. Схема, иллюстрирующая

перераспределение и релаксацию импульса, полученного
электрон-фононной системой от электрического поля и
градиента температуры, приведена на рисунке. Меха-
низмы электрон-фононной релаксации, характеризуемые
частотами νeph и νphe, приводят к перераспределению
импульса внутри электрон-фононной системы. Рассеяние
электронов на примесях νei, фононов на границах νphL,
фононов на приесях (механизм Рэлея) νphi и фонон-
фононное рассеяние с перебросом νphU приводят к ре-
лаксации полного импульса электрон-фононной системы.
N-процессы перераспределяют импульс между различ-
ными фононными модами и приводят к дрейфу фононов
со скоростью uλ .

Система кинетических уравнений для неравновесных
электронной f (k, r) и фононной Nλ(q, r) функций рас-
пределения с учетом нормальных процессов фонон-
фононного рассеяния имеет вид [12–18]

e
~

E0
∂ fk

∂k
+ (υk∇r) fk = Iei( fk) + Ieph( fk,N

λ
q ),

υλq∇rN
λ
q = − (Nλ

q − N0
qλ)ν

(1)λ
ph

− (Nλ
q − N(q, uλ))νλphN + Iphe(N

λ
q , fk). (2)

Здесь υλq = sλq/q — групповая скорость акусти-
ческих фононов с поляризацией λ, частота релакса-
ции ν

(1)λ
ph (q) включает все неэлектронные резистивные

Схема, иллюстрирующая релаксацию импульса электрон-
фононной системы при учете нормальных процессов рассеяния
фононов. Здесь νphi, νphL, νphN — частоты релаксации фононов
на примесях (механизм Рэлея), границах и на фононах в N-
процессах соответственно.

механизмы рассеяния фононов: рассеяние фононов на
фононах в процессах переброса, дефектах и границах
образца. Интегралы столкновений электронов с при-
месями Iei, фононами Ieph и фононов с электронами
Iphe определены в [3,5,12]. Согласно уравнению (2),
подсистема фононов описывается не одним параметром
νλph(q) = νλphN(q) + νλphR(q) — полной частотой ре-
лаксации импульса фононов [1–13], а тремя параме-
трами: двумя частотами релаксации νλphN(q) и νλphR(q)

(νλphR(q) = νλphi(q) + νλphL(q) + νλphe(q) + νλphU(q) —
резистивная частота релаксации фононов) и средней
скоростью дрейфа фононов uλ . Известны два механизма
нормальных трехфононных процессов рассеяния: меха-
низмы Херинга [19] и Саймонса [20]. Механизм рассе-
яния Херинга, в котором участвуют фононы различных
поляризаций (t + l ⇔ l , t + l ⇔ t), стремится установить
одинаковую скорость дрейфа для фононов обеих поляри-
заций ul = uf = uph. В механизме релаксации Саймон-
са [20] участвуют фононы одной поляризации. Поэтому
для этого механизма N-процессов рассеяния скорость
дрейфа будет различной для продольных и поперечных
фононов. Резистивная частота также различна для про-
дольных и поперечных фононов. Поэтому далее будет
рассмотрен более общий случай различных скоростей
дрейфа для продольных и поперечных фононов ul 6= ut .
Заметим, что в ряде работ допускается довольно произ-
вольное обращение с N-процессами рассеяния фононов.
Так, в работах [21] при рассмотрении влияния взаимного
увлечения электронов и фононов на термомагнитные
эффекты авторы учли механизм релаксации Саймонса в
качестве единственного неэлектронного механизма рас-
сеяния фононов. Однако этот механизм формально был
включен в резистивную частоту релаксации импульса
фононов. В связи с этим результаты, полученные в этих
работах, нельзя признать вполне обоснованными.

Для нахождения uλ система кинетических уравне-
ний (2) должна быть дополнена уравнением баланса им-
пульса фононов, которое получается путем умножения
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уравнения (1) на вектор импульса фононов ~q и сум-
мирования по всем векторам q. При этом необходимо
учесть, что в нормальных процессах фонон-фононного
рассеяния полный импульс фононной подсистемы не
меняется

1
V

∑
q

~qνλphN(q)(Nλ
q − N(q, uλ)) =

1
V

∑
q

~qνλphN(q)

×
[
gλ(q)−

~quλ
kBT

N0
qλ(N0

qλ + 1)
]

= 0. (3)

Представим функции распределения электронов и фоно-
нов в виде

fk = f0(εk) + δ fk, Nλ
q = N0

qλ + gλ(q), (4)

где f0(εk) и N0
qλ — локально-равновесные функции рас-

пределения для электронов и фононов, а δ fk и gλ(q) —
неравновесные добавки к функциям распределения, ли-
нейные по внешним воздействиям. Линеаризуем интегра-
лы столкновений по этим добавкам. Интегралы столк-
новений Iie(δ fk), Iphe( f0, gλ(q)), а также Ieph(δ fk,N0

qλ)
в приближении упругого рассеяния представим через
частоты релаксации [12,13]. При расчете интеграла
столкновений Ieph( f0, gλ(q)) учтем неупругость столк-
новений электронов с фононами в первом порядке по
параметру неупругости ~ωqλ/ζ . Представим функцию
распределения электронов δk в стандартном виде [2–13]

δ fk =

(
−
∂ f0

∂εk

)
(υkχ(ε)). (5)

Подставим выражения (1), (4) и (5) в (2) и получим
уравнение для фононной функции распределения. По-
скольку соответствующие выкладки аналогичны рабо-
те [12],то сразу запишем выражение для функции gλ(q)

gλ(q) = −
N0

qλ(N0
qλ + 1)

νλph(q)

~ωqλ

kBT2
(υλq∇T) +

~quλ
kBT

× N0
qλ(N0

qλ+1)
νλphN(q)

νλph(q)
−
νλphe(q)

νλph(q)

×
N0

qλ(N0
qλ+1)

kBT

∞∫
εq/2

dε

(
−
∂ f0(ε)

∂ε

)
m̃(ε)

× (~qχ(ε)) = g0λ(q) + guλ(q) + g(2)
λ (q). (6)

Здесь νλph = ν
(1)λ
ph + νλphe, а νλphe(kF, q) — частота ре-

лаксации импульса фононов на электронах [10–12]. Не-
равновесная добавка g0λ(q) обусловлена непосредствен-
ным действием градиента температуры на фононную
подсистему, а функция g(2)

λ (q) учитывает влияние не-
равновесных электронов. Величина guλ(q) обусловлена
нормальными процессами фонон-фононного рассеяния,
приводящими к дрейфу фононов со скоростью uλ . Из

выражений (2), (3) и (6) получим уравнение баланса
импульса фононов, из которого скорость дрейфа фононов
uλ может быть выражена через функцию χ(ε) следую-
щим образом:

uλ =
s2
λΨλ

N

kBTΨλ
NR

(−kB∇T) +
2s2
λ

kBTΨλ
NR

(
kF

qTλ

)3

×

∞∫
0

dε

(
−
∂ f0

∂ε

)
m̃(ε)ψλephN(ε)χ(ε) = u0λ + ∆uλ. (7)

Здесь

zλq =
~ωqλ

kBT
=

q
qTλ

, qTλ =
kBT
~sλ

, zλ2k =
2k
qTλ

,

m̃(ε) =
m(ε)

mF
, mF = m(ζ)

— эффективная масса электрона на уровне Ферми, а
остальные функции определяются выражениями

ψλephN(ε) =

〈
νλeph(kF, q)νλphN(q)

νλph(q)

〉
zλ2k

≡

zλ2k∫
0

dzλq
νλeph(kF, q)νλphN(q)

νλph(q)
,

Ψλ
N =

〈
νλphR(q)

νλph(q)

〉
zdλ

≡

zdλ∫
0

dzλq
(
zλq
)4 ν

λ
phR(q)

νλph(q)
N0

qλ(N0
qλ + 1),

Ψλ
NR =

〈
νλphR(q)νλphN(q)

νλph(q)

〉
zdλ

, (8)

где zdλ = ~ωdλ/kBT (ωdλ — дебаевская частота фононов
с поляризацией λ). В скорости дрейфа фононов uλ
мы выделили две части: первая часть u0λ обусловлена
непосредственным действием градиента температуры на
фононную подсистему, а вторая — ∆uλ связана с влия-
нием неравновесности электронов.

Прежде чем переходить к дальнейшим расчетам, под-
ставим (7) в выражение (6) для фононной функции рас-
пределения gλ(q) и проведем перегруппировку членов,
которая значительно упростит дальнейшие выкладки.
Для этого в функции gλ(q) объединим член g0λ(q)
с вкладом guλ(q), пропорциональным скорости дрейфа
фононов u0λ, тогда получим

gλ(q) = g(1)
λ (q) + g∆uλ(q) + g(2)

λ (q),

g∆uλ(q) =
(~q∆uλ)

kBT
N0

qλ(N0
qλ + 1)

νλphN(q)

νλph(q)
, (9)
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g(1)
λ (q) = −

N0
qλ(N0

qλ + 1)

ν̃λph(q)

~ωqλ

kBT2
(υλq∇T),

ν̃λph(q) = νλph(q)

(
1 + νλphN(q)

Ψλ
N

Ψλ
NR

)−1

, (10)

где ν̃λph(q) — эффективная частота релаксации импульса
фононов, перенормированная нормальными процессами
рассеяния фононов. Известно [14–18], что решеточная
теплопроводность определяется именно этой частотой.
Здесь мы покажем, что и термоэдс увлечения также
будет определяться эффективной частотой релаксации
импульса фононов. Очевидно, что при выполнении не-
равенства νλphN(q) � νλphR(q) величина ν̃λph(q) ≈ νλphR(q),
вклад дрейфа фононов в функцию распределения gλ(q)
мал и им можно пренебречь. В этом предельном случае
однопараметрическое приближение, принятое в рабо-
тах [1–13] для описания влияния неравновесности фо-
нонной подсистемы на явления электронного процесса в
проводниках с вырожденной статистикой носителей тока,
является оправданным. В противоположном предельном
случае νλphN(q)� νλphR(q) необходимо учитывать влияние
дрейфа фононов на обмен импульса в неравновесной
электрон-фононной системе. Таким образом, в условиях,
когда нормальные процессы играют существенную роль
в перераспределении импульса фононов, необходимо
описание фононной подсистемы в расширенном бази-
се — в рамках трехпараметрического приближения.

Цель данной работы — исследование роли дрей-
фа фононов, обусловленного N-процессами, на явления
электронного переноса. Для полуметаллов и полупро-
водников с вырожденной статистикой носителей тока
с ne < na/4 (na — число атомов в единице объема)
выполняется неравенство 2kF < qd (qd — дебаевский
волновой вектор) [22]. В этом случае для функции χ(ε),
аналогично тому как это сделано в работе [12], может
быть получено уравнение, которое удобнее представить в
виде неоднородного интегрального уравнения Вольтерра

χ(ε) = χ1(ε) +χΛ(ε) +
m̃2(ε)τ (ε)

k̃3
Q(ε)

≡ χ1Λ(ε) +χ2(ε),

Q(ε) = Φ(ε)

∞∫
ε

dε′
(
−
∂ f0

∂ε′

)
m̃(ε′)χ(ε′)

+

ε∫
0

dε′
(
−
∂ f0

∂ε′

)
m̃(ε′)Φ(ε′)χ(ε′)

= Φ(ε)K>(ε) + K<(ε),

Φ(ε) =
∑
λ

〈
Φλ(q)

〉
zλ2k

,

Φλ(q) =
νλphe(kF, q)νλeph(kF, q)

νλph(q)
. (11)

Здесь k = k/kF, ~kF — фермиевский импульс, τ (ε) —
полное время релаксации электронов, τ−1(εk) = νe(k) =

= νei(k) + νeph(k), νei(k) и νeph(k) — частоты релаксации
на примесях и фононах. Обратная величина (Φ(ε))−1

определяет время τe-ph-e, в течение которого импульс,
переданный электронами в фононную подсистему, воз-
вращается обратно электронам [12]. Функция χ2(ε)
учитывает влияние неравновесности электронов на элек-
троны через подсистему фононов и связана взаимным
увлечением электронов и фононов. Функция χ1(ε) учи-
тывает непосредственное действие электрического поля
и градиента температуры на электронную подсистему, а
также эффект увлечения электронов фононами

χ1(ε) = −eτ (ε)

(
E+

kB

e

(
(m̃(ε))2

k̃3
Ãph(ε)+

ε − ζ

kBT

)
∇T

)
,

Ãph(ε) =
∑
λ

mFs2
λ

kBT

〈
νλeph(kF, q)

ν̃λph(q)

〉
zλ2k

≡
∑
λ

mFs2
λ

kBT

zλ2k∫
0

dzλq
νλeph(kF, q)

ν̃λph(q)
. (12)

Функции Ãph(ε) и Φ(ε) зависят от энергии ε только
через верхий предел интегрирования zλ2k(ε) [12]. Вели-
чина χλ(ε) обусловлена влиянием дрейфа фононов на
функцию распределения электронов. Выражение для нее
имеет вид

χΛ(ε) =
m̃2(ε)τ (ε)

k̃3
Λ(ε),

Λ(ε) =
∑
λ

mF∆uλψλephN(ε), (13)

Λ(ε) =
∑
λ

2mFs2
λψ

λ
ephN(ε)

kBTΨλ
NR

(
kF

qTλ

)3

×

∞∫
0

dε

(
−
∂ f
∂ε

)
m̃(ε)ψλephN(ε)χ(ε). (14)

Выражения (11)–(14) определяют систему двух инте-
гральных уравнений для величин χ(ε) и Λ(ε), харак-
теризующих неравновесность электронной подсистемы.
В работе [12] показано, что для интегрального уравне-
ния (11) можно построить регулярную схему расчета
функции χ(ε), не прибегая к разложению по малому па-
раметру, связанному со слабостью электрон-фононного
взаимодействия или малостью эффекта взаимного вли-
яния неравновесности электронов и фононов. Далее
будет показано, что систему уравнений (11)–(14) можно
решить и при учете нормальных процессов рассеяния
фононов, используя лишь условие сильного вырождения
kBT/ζ � 1.
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2. Решение кинетического уравнения
для электронов в вырожденных
полупроводниках

Решение интегрального уравнения (11) удобнее искать
не для функции χ(ε), а для Q(ε). Воспользовавшись
формулами (11) и (12), найдем

Q(ε) = Q1(ε) +

ε∫
0

dε′
(
−
∂ f0

∂ε′

)
Φ(ε′)ϕ(ε′)Q(ε′)

+ Φ(ε)

∞∫
ε

dε′
(
−
∂ f0

∂ε′

)
ϕ(ε′)Q(ε′),

Q1(ε) =

ε∫
0

dε′
(
−
∂ f0

∂ε′

)
Φ(ε′)m̃(ε′)χ1Λ(ε′)+Φ(ε)

×

∞∫
ε

dε′
(
−
∂ f0

∂ε′

)
m̃(ε′)χ1Λ(ε′),

ϕ(ε) =

(
m̃(ε)

k̃(ε)

)3

τ (ε). (15)

Величина Λ(ε), определяющая влияние дрейфа на функ-
цию распределения электронов, выражается через функ-
цию Q(ε) следующим образом:

Λ(ε) =
1

1− Ku(ε)

∑
λ

Kλ
u (ε)

{
−eEλAu +

νF

ψλephN(ζ)

×

∞∫
0

dε

(
−
∂ f0

∂ε

)
ϕ(ε)ψλephN(ε)Q(ε)

}
, (16)

где

EλAu = EA +
kB

e
π2

3
Dλ

ephN∇T, EA = E +
kB

e
Ãph(ζ)∇T,

Kλ
u (ε) =

2mFs2
λ

kBT

(
kF

qTλ

)3 ψλephN(ζ)ψλephN(ε)

νFΨλ
NR

,

Dλ
ephN = kBT

d
dε

[
ln (m(ε)τ (ε)ψλephN(ε))

]
ε=ζ

.

Для решения системы интегральных уравнений (15),
(16) можно было бы воспользоваться методом Гуре-
вича и Коренблита [10], сделав в интегральном опе-
раторе (15) в условиях сильного вырождения замену
(−∂ f0/∂ε) ∼= δ(ε − ζ). Однако этот способ позволяет
корректно проанализировать кинетические коэффици-
енты с учетом взаимного увлечения лишь в нулевом
приближении по вырождению электронного тока. Ис-
пользование этого приближения в работах [21] привело к
некорректным результатам при анализе термомагнитных
эффектов.

Поэтому здесь воспользуемся методом, предложен-
ным автором в работе [12], который является наиболее
удобным для параметрического решения системы инте-
гральных уравнений. Он позволяет, не конкретизируя
энергетической зависимости функций Φ(ε), τ (ε) и m(ε)
от энергии электрона ε, найти решение этой систе-
мы уравнений в линейном приближении по параметру
kBT/ζ . Согласно этому методу, решение находится в
два этапа. Вначале определяется энергетическая зависи-
мость функции Q(ε), после чего система интегральных
уравнений (15), (16) может быть сведена к системе
алгебраических уравнений.

На первом этапе разложим функцию Q(ε) в ряд по
степеням параметра ε − ζ , поскольку из-за производной
функции Ферми (−∂ f0/∂ε) основной вклад в интегралы
(15) вносит узкая полоска энергий |ε − ζ | 6 kBT

Q(ε) = Q(ζ) +
∞∑

n=1

(ε − ζ)n

n!
Q(n)(ζ),

Q(n)(ζ) =

(
dnQ(ε)

dεn

)
ε=ζ

. (17)

В работе [12] показано, что фактическим параме-
тром энергетического разложения является величина
η = (ε − ζ)/kBT . В окрестности уровня Ферми строгое
неравенство |η| � 1 не выполняется, что не позволяет
ограничиться конечным числом членов. Суммирование
бесконечных рядов приводит к результату [12]

Q(ε) = Q(ζ) + kBTΨ(1)(ζ)
{
ηK>(ζ)

− f1(η)χ(ζ)− f2(η)τF(−kB∇T)
}
, (18)

где

K>(ζ) =

∞∫
ζ

dε

(
−
∂ f0

∂ε

)
m̃(ε)χ(ε),

f1(η) = ln (1 + exp(−η))− ln(2) + η/2,

f2(η) = η f1(η) − 2

η∫
0

dη′ f1(η′).

Отметим, что функция f1(η) симметрична относительно
замены η на −η, а функция f2(η) — антисимметрична
относительно такой замены, поэтому Q(ε) также может
быть разделена на две части: симметричную Qs(ε) и
антисимметричную Qa(ε).

Итак, для решения системы интегральных уравнений
(15), (16) нам осталось определить функции Q(ζ),
K>(ζ) и величину ∆(ζ). Воспользуемся разложением
Φ(ε) − Φ(ζ) ≈ (ε − ζ)Φ(1)(ζ) и, ограничившись ли-
нейным приближением по (kBT/ζ), перепишем уравне-
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ние (15) в следующем виде:

Q(ζ) =

∞∫
−∞

dη

(
−
∂ f0

∂η

)
Φ(ε)m̃(ε)χ(ε)

−Φ(ζ)DΦ

∞∫
0

dη

(
−
∂ f0

∂η

)
ηm̃(ε)χ(ε), (19)

где ε = ζ + ηkBT , а DΦ = kBTd/dε[ln (Φ(ε))]ε=ζ .
В нулевом порядке по параметру вырождения вторым
слагаемым в (19) можно пренебречь, и тогда выражение
для Q0(ζ) и Λ(ζ) находится просто

Q0(ζ) = −eΓEA (1− Γ− Ku)
−1
,

Λ(0) = −eKuEA (1− Γ− Ku)
−1
, (20)

Γ = τF/τe-ph-e — параметр, характеризующий степень
взаимного влияния неравновесности электронов и фоно-
нов. Он равен отношению времени релаксации электро-
нов τF к времени τe-ph-e, в течение которого импульс,
переданный электронами фононам, возвращается обрат-
но в электронную систему. Как видно из (20), учет
нормальных процессов рассеяния фононов усиливает
эффект взаимного увлечения электронов и фононов.

Для нахождения функций Q(ζ), K>(ζ) и Λ(ζ) в
первом порядке по параметру вырождения подставим
(18) в (16) и (19) и выполним интегрирование по η.
В результате получим систему алгебраических уравне-
ний для искомых функций, решение которых имеет вид

Q(ζ) =
−eΓ

(1− Γ− Ku)

×

{
EA

(
1−

DΦ[J1Γ + (1− Ku) ln(2)]

(1− Γ− Ku)

)

+
π2

3
kB

e
[(1− Ku)DQ + ∆u]∇T

}
,

Λ =
−e

(1− Γ− Ku)

{
KuEA

(
1−

C1ΓDΦ

(1− Γ− Ku)

)

+
π2

3
kB

e
− [KuΓDQ + (1− Γ)∆u]∇T

}
, (21)

где

J1 =

∞∫
−∞

dη

(
−
∂ f0

∂η

)
f1(η) ∼= 0.31,

DQ = kBT
d
dε

[
ln (m(ε)τ (ε)Φ1/2(ε))

]
ε=ζ

,

C1 = J1 + ln(2) ≈ 1, ∆u =
∑
λ

Kλ
u (ζ)Dλ

ephN(ζ),

Ku =
∑
λ

Kλ
u (ζ).

В нулевом порядке по параметру вырождения для функ-
ции K>(ζ) имеем

K>
0 (ζ) = −

e
2νF

{
EA(1−Γ−Ku)

−1+
kB

2
2 ln(2)∇T

}
. (22)

Подстановка выражений (21), (22) в (18) дает нам
решение интегрального уравнения для функции χ(ε),
справедливое в линейном приближении по параметру
вырождения. Это решение позволяет вычислить ток про-
водимости и поток тепла и проанализировать влияние
нормальных процессов рассеяния фононов на кинетиче-
ские коэффициенты проводников с вырожденной стати-
стикой носителей тока как в случае слабого (Γ� 1), так
и в случае сильного взаимного увлечения электронов и
фононов.

3. Вычисление электропроводности
и термоэдс вырожденных
проводников

Вычислим ток проводимости j, разбив его на три части,
пропорциональные нервновесным добавкам к функции
распределения электронов χ(ε)

j = −
ene

mF

∞∫
0

dε

(
−
∂ f0

∂ε

)
k̃3

m̃(ε)

× (χ1(ε) +χΛ(ε) +χ2(ε)) = j1 + jΛ + j2. (23)

Для вычисления этих потоков подставим (18), (21) и
(22) в (23) и, выполнив интегрирование по параметру
η, в линейном приближении по kBT/ζ получим

j = σ0

{
EA +

kB

e
π2

3
Dj∇T −

1
e

×
[
Λ(ζ) + Q(ζ)− J1ΓDΦχ(ζ)

]}
. (24)

Здесь

σ0 =
e2neτF

mF
, Dj = kBT

d
dε

[
ln

(
k3(ε)τ (ε)

m(ε)

)]
ε=ζ

.

Первые два члена в фигурной скобке дают ток j1;
слагаемое, пропорциональное Λ(ζ), определяет ток jΛ,
обусловленный влиянием дрейфа фононной системы на
электроны проводимости; последние два слагаемых в
квадратных скобках определяют ток взаимного увле-
чения. Подстановка выражений (21), (22) в (24) дает
выражение для тока проводимости

j = σ̃0

{
EA

[
1−

C1ΓDΦ

1− Γ− Ku

]
+
π2

3
kB

e

×
[
ΓDQ + (1− Γ− Ku)Dj + ∆u

]
∇T

}
, (25)

где σ̃0 = e2neτ̃F/mF, τ̃F = τF(1− Γ− Ku)−1.
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Из формулы (25) для кинетических коэффициентов σxx

и βxx получим

σxx = σ̃0
{

1− ΓDΦC1(1− Γ− Ku)−1
}
,

βxx = −
kB

e

{
σxxÃph(ζ) +

π2

3
σ̃0

×
[
(1− Γ− Ku)Dj + ΓDQ + ∆u

]}
. (26)

При νλphN(q) = 0 величина Ku(ζ) = 0, и выражения
(26) для σxx и βxx переходят в соответствующие формулы
работы [12]. Как видно из (26), учет дрейфа фононной
подсистемы, связанный с номальными процессами рас-
сеяния фононов, приводит к увеличению доли импуль-
са, передаваемого фононами электронам. Это усиливает
эффект взаимного увлечения электронов и фононов в
электропроводности и обусловливает перенормировку
частоты релаксации фононов N-процессами в термоэлек-
трическом коэффициенте βxx. Появление линейного по
параметру вырождения слагаемого в σxx обусловлено
взаимным увлечением электронов и фононов.

Рассмотрим влияние нормальных процессов фонон-
фононного рассеяния на термоэлектродвижущую силу
проводников с вырожденной статистикой носителей тока.
Из условия j = 0 найдем

α = −
kB

e

{
Ãph(ζ) +

π2

3

[(
1− Γ− Ku

)
Dj

+ ΓDQ + ∆u
]}
αph + αdif. (27)

При νλphN(q) = 0 величина Ku(ζ) = 0, а величина
Ãph(ζ) = Aph(ζ), и выражение для термоэдс (27) пере-
ходит в формулу (46) работы [12]. Прежде всего сле-
дует отметить, что фононная компонента термоэдс σph

определяется не полной частотой релаксации фононов
νλph(q), а перенормированной N-процессами резистивной
частотой релаксации фононов (10). В предельном случае
νphN(q) � νphR(q) величина Ãph(ζ) = Aph(ζ), и мож-
но пользоваться выражением для термоэдс увлечения,
полученным ранее в рамках однопараметрического при-
ближения [1–13]. При νphN(q) > νphR(q) нормальные
процессы рассеяния фононов приводят к увеличению
абсолютных значений термоэдс увлечения

αph = −
kB

e

∑
λ

mFs2
λ

kBT

zλ2k∫
0

dzλq
νλeph(kF, q)

νλph(q)

(
1+νλphN(q)

Ψλ
N

Ψλ
NR

)
.

(28)

Поэтому при интерпретации экспериментальных данных
необходимо учитывать дрейф фононной системы и поль-
зоваться выражением (28). Таким образом, мы показали,
что в термоэдс увлечения, как и в решеточную тепло-
проводность, входит перенормированная N-процессами
частота релаксации импульса фононов. Как видно из

(27), взаимное увлечение электронов и фононов вносит
вклад только в диффузионную компоненту термоэдс.
Это физически понятно. При условии j = 0 передача
импульса от электронов в фононную подсистему (см.
рисунок) происходит за счет диффузионных процессов,
возникающих в первом порядке по параметру вырожде-
ния kBT/ζ . С другой стороны, при наличии градиента
температуры в проводнике существует стационарный
поток фононов, и передача импульса из фононной под-
системы электронам отлична от нуля уже в нулевом
порядке по параметру вырождения. Это и следует из
формулы (27).

При расчете термоэдс в работах [21] использование
метода, предложенного в [10], привело к потере слага-
емого ΓDQ в выражениях (26) и (27). В магнитном
поле в этом приближении появляются ложные зависи-
мости Нернста–Этинсгаузена от магнитного поля [21].
Корректный расчет этих коэффициентов с учетом вза-
имного увлечения [23] в рамках однопараметрического
описания не приводит к отклонению их зависимостей от
классического поведения в сильных магнитных полях.

4. Расчет электронного и фононного
потоков тепла и анализ соотношений
Онзагера

Вычислим электронный поток тепла We, разбив его на
три части, пропорциональные неравновесным добавкам к
функции распределения электронов χ(ε),

We =
ne

mF

∞∫
0

dε

(
−
∂ f0

∂ε

)
(ε − ζ)

k̃3

m̃(ε)
(χ1(ε) +χΛ(ε)

+χ2(ε)) = W(1)
e + WeΛ + W(2)

e . (29)

Расчет этого потока с использованием формул (18), (21)
и (22) дает

We = − L0Tσ0

{
e
kB

[
EDj + EA

ΓDQ + ∆u

1− Γ− Ku

]

+
π2

3
kB

e

[
1 + DΦΓC2 + Ãph(ζ)DA

]
∇T

}
, (30)

где

L0 =
π2

3

(
kB

e

)2

, DA =kBT
d
dε

[ln (m(ε)τ (ε)Ãph(ε))
]
ε=ζ

,

J3 =

∞∫
0

dη

(
−
∂ f0

∂η

)
η f2(η) ∼= 0.381,

C2 = ln(2)−
3
π2

J3
∼= 0.577.

Нетрудно убедиться в том, что соотношения Онзагера
для термоэлектрических коэффициентов в потоках тепла
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We и заряда j не выполняются. Как показано в [12],
необходимо учесть поток тепла, переносимый фононами,
но обусловленный неравновесностью электронов.

Поток тепла, переносимый фононами, может быть
разделен на три части

Wph =
1
V

∑
q,λ

~ωqλυ
λ
q(g(1)

λ (q)+g∆uλ(q)+g(2)
λ (q))

= Wph1 + W∆u + Wphe. (31)

Поток тепла Wph1 обусловлен как диффузионным, так
и дрейфовым движением фононов под действием гра-
диента температуры. Учет N-процессов, приводящих к
дрейфу фононов, сводится к перенормировке частоты
релаксации импульса фононов

Wph = −κ(1)
ph ∇T,

κ(1)
ph =

∑
λ

kBs2
λq3

Tλ

6π2

zλd∫
0

dzλq
(zλq )4

ν̃λph(q)
N0

qλ(N0
qλ + 1). (32)

Выражение (32) совпадает с формулой Калавея для
решеточной теплопроводности [14–18]. Поток тепла
W∆u обусловлен влиянием электронов на дрейфовое
движение фононов. Поток тепла Wphe является результа-
том влияния неравновесности электронов на фононную
систему. Выражения для этих потоков имеют вид

W∆u =
1
V

∑
q,λ

s2
λ~qg∆uλ(q) =

ne

mF

∑
λ

mFs2
λΨλ

N

Ψλ
NR

×

∞∫
0

dε

(
−
∂ f0

∂ε

)
m̃(ε)ψλephN(ε)χ(ε), (33)

Wphe =
1
V

∑
q,λ

s2
λ~qg(2)

λ (q)

=
kBTne

mF

∞∫
0

dε

(
−
∂ f0

∂ε

)
m̃(ε)Aph(ε)χ(ε). (34)

Поскольку неравновесность электронной системы обус-
ловлена не только действием электрического поля и
градиента температуры, но и также эффектом увлечения
электронов фононами, то в потоки (33) и (34) вносят
вклад как неравновесность электронов, так и результат
влияния неравновесности фононов на фононы через
подсистему электронов. Поэтому эти потоки приводят
к перенормировке как электронного, так и фононного
потоков тепла. Расчет этих потоков дает

Wphe+W∆u=−
kB

e
TÃph(ζ)

{
σxxEA +

kB

e
π2

3
σ̃0

×
[
(1−Γ−Ku)DA+ΓDQ+∆u

]
∇T

}
. (35)

Как и при анализе потока Wphe, проведенного в [12,13],
дрейфовую и диффузионную компоненты потока те-
пла (35), обусловленные неравновесностью электронов,
включим в полный электронный поток тепла

Wetx = γxxEx − κe
xx∇xT. (36)

Слагаемые, пропорциональные (Aph(ζ))2∇T в форму-
ле (35), связанные с влиянием неравновесности фононов
на фононы через электроны проводимости, вносят вклад
в фононный поток тепла. В результате такого разделения
выражения для кинетических коэффициентов принимают
вид

γxx = Tβxx,

κph = κ(1)
ph +

3
π2

L0Tσxx(Ãph(ζ))2
,

κe
xx = L0σ0T

{
1 + DΦΓC2 + 2Ãph(ζ)

×

[
DA +

ΓDQ + ∆u

1− Γ− Ku

]}
, (37)

где βxx определяется выражением (26). Итак, из не-
посредственного расчета мы убедились, что соотноше-
ния Онзагера для термоэлектрических коэффициентов
βxx и γxx, вычисленных в линейном приближении по
параметру вырождения в рамках трехпараметрическо-
го приближения при описании неравновесности фонон-
ной системы, выполняются. Заметим, что соотношения
Онзагера являются следствием законов термодинамики
необратимых процессов, и они обязаны выполняться
всегда. Однако при решении системы кинетических урав-
нений и при вычислении кинетических коэффициентов
делается ряд приближений, которые могут приводить к
нарушению этих соотношений. Соотношения Онзагера
являются необходимым (но не достаточным) условием
правильности приближенных расчетов. Выполнение этих
соотношений для вычисленных нами кинетических коэф-
фициентов означает, что мы корректно учли как влияние
неравновесности электронов на электроны через подси-
стему фононов, так и влияние неравновесности фононов
на фононы через электроны проводимости.

Электронная теплопроводность обычно находится при
условии j = 0. В этом случае выражение для нее имеет
вид

κe =κe
xx− Tβxxα=L0σ0T

{
1 + DΦγC2 + 2Ãph(ζ)

× (DA − Dj)−
3
π2

(Ãph(ζ))2σxx

σ0

}
. (38)

Заметим, что для полной теплопроводности κ = κph+κe

вклад электрон-фононного увлечения, пропорциональ-
ный (Aph)

2, из-за условия j = 0 взаимно сокращается

κ = κ(1)
ph +L0σ0T

{
1 +C2ΓDΦ + 2Ãph(ζ)(DA−Dj)

}
. (39)
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Как видно из сравнения выражений (26) и (39), соотно-
шение Видемана–Франца не выполняется. Это связано с
неупругостью электрон-фононного рассеяния, приводя-
щего к эффекту увлечения электронов фононами Aph(ζ)
и их взаимному увлечению Γ. Пренебрегая членами,
пропорциональными параметру вырождения, для эффек-
тивного Лоренц-фактора L∗ = L/L0 получим

L∗ =
κe

L0Tσxx
=

{
1− Γ− Ku −

3
π2

(Ãph(ζ))
2
}
. (40)

Очевидно, что увлечение электронов фононами, их вза-
имное увлечение, а также вклад нормальных процес-
сов фонон-фононного рассеяния могут приводить к зна-
чительному уменьшению Лоренц-фактора L∗ и долж-
ны учитываться при интерпретации экспериментальных
данных.

Итак, в данной работе решена система кинетических
уравнений для электронной и фононной функций рас-
пределения с учетом влияния нормальных процессов
фонон-фононного рассеяния для проводников с выро-
жденной статистикой носителей тока. Вычислены кине-
тические коэффициенты в линейном приближении по
параметру вырождения. Проанализирована роль взаим-
ного увлечения электронов и фононов, а также нормаль-
ных процессов рассеяния фононов в электросопротивле-
нии, термоэдс, теплопроводности вырожденных провод-
ников. Описание неравновесности фононной системы в
рамках трехпараметрического приближения позволило
более корректно рассмотреть кинетические эффекты.
Показано, что в условиях, когда частота релаксации
фононов в N-процессах порядка или превосходит ре-
зистивную частоту, дрейф фононной системы, обусло-
вленный N-процессами, приводит к усилению эффекта
взаимного увлечения в электропроводности и к значи-
тельному увлечению фононной компоненты термоэдс.
В этом случае необходимо пользоваться полученными
в нашей работе формулами при интерпретации экспе-
риментальных данных по электропроводности термоэдс
и теплопроводности проводников с вырожденной стати-
стикой носителей тока. В качестве перспективы даль-
нейших исследований электрон-фононного увлечения в
вырожденных проводниках представляется целесообраз-
ным включить в рассмотрение нормальные процессы
электрон-электронного рассеяния, которые, как и фо-
нонные N-процессы, не вносят вклада в релаксацию
импульса электронов, а приводят к дрейфу электронной
системы. Описание неравновесности как электронов, так
и фононов в рамках трехпараметрического приближения
позволило бы более адекватно рассмотреть электрон-
фононное увлечение и кинетические эффекты в провод-
никах с вырожденной статистикой носителей тока.
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