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Рассчитаны зависимости энергии связи-атомизации от расстояния между ближайшими атомами элемен-
тов Al, Cu, Ti(A2), V, Mg, Ti(A3), Si, Sn методами, основанными на статистической теории атома Томаса–
Ферми–Дирака–Гамбоша. Полученные зависимости аппроксимированы выражением в форме потенциала
Ми–Грюнайзена. Исходя из модели твердого тела Борна–Кармана и пользуясь подходом Борна–Кармана–
Блекмана–де Лоне, рассчитаны фононные спектры, по которым определены температурные зависимости
теплоемкости, свободной и внутренней энергии исследуемых элементов. Рассчитанные значения энергии
атомизации, равновесных ближайших межатомных расстояний и температурные зависимости теплоемкости
находятся в согласии с экспериментальными данными.

Проблемы количественного расчета по атомным кон-
стантам энергии связи, фононных спектров, термодина-
мических свойств элементов с разными типами структур
относятся к числу наиболее актуальных в физике твер-
дого тела. Наряду с квантово-механическими методами,
базирующимися на соотношениях Хартри–Фока, в насто-
ящее время интенсивно развиваются методы расчетов,
использующие выражения теории неоднородного элек-
тронного газа, функционала электронной плотности и
теорему Коулсона–Хохенберга–Кона–Шема. Некоторые
из этих методов освещены в обзорах Н. Марча, В Кона,
П. Вашишта, С. Лундквиста, А. Уильямса, У. Барта,
Н. Ланга [1].

С помощью методов, основанных на статистической
теории атома Томаса–Ферми–Дирака–Гамбоша [2–4],
оказалось возможным достигнуть практически сходных
результатов расчетов при существенном упрощении вы-
числений.

Энергия связи между двумя атомами складывается из
кулоновского взаимодействия остовов атома uc, энергии
электростатического взаимодействия электронов ue, кор-
реляционной энергии вследствие взаимодействия элек-
тронов с антипараллельными спинами uω , энергии экра-
нирования ионов un, кинетической uk и обменной ua

энергий электронов в объеме межатомной связи

u = uc + ue + uω + un + uk + ua + . . . (1)

При взаимодействии нейтральных атомов одного сорта
первый член правой части равен нулю. Как особенно
четко показал Гамбош, сумма ue + un = us по модулю
практически равна половине кинетической энергии элек-
тронов, образующих связь us = 1

2 uk. В отличие от по-
ложительной кинетической энергии обменная энергия ua

и энергия us имеют отрицательный знак. В таком случае
энергия парной связи атомов одного сорта выражается
как u = (1/2)uk − ua.

Обменная энергия Дирака и кинетическая энергия
электронного газа выражаются через электронную плот-
ность ρ в объеме связи. Как было показано в [1,5], гра-
диентные поправки неоднородного электронного облака
связи малы и ими можно пренебречь.

В приближении Томаса–Ферми–Дирака–Гамбоша пар-
ная связь атомов A–B, обусловленная кинетической uk,
обменной ua и корреляционной uω энергиями электрон-
ного газа в объеме связи, равна

u =
1
2
κk

∫ [
(ρA + ρB)5/3 − ρ5/3

A − ρ5/3
B

]
dv

− κa

∫ [
(ρA + ρB)4/3 − ρ4/3

A − ρ4/3
B

]
dW, (2)

где κk = 2.871 a. u., κa = 0.7381 a. u. (без учета uω),
κa′ = 0.8349 a. u. (с учетом uω).

Заметим, что на половине длины парной связи δ/2
атомов A, B в точках, равноудаленных от центров этих
атомов, ρA1/2 = ρB1/2 = ρ1/2.

Объемная плотность суммарной энергии в данной
точке на половине длины связи(

du
dV

)
1/2

= −0.52κaρ
4/3
1/2 + 0.587κkρ

5/3
1/2. (3)

Результирующие электронные плотности орбиталей,
образующих связь, описываются либо в форме выра-
жений Слейтера, либо в форме функции Гаусса, поль-
зующейся широким распространением. В этом случае
электронная плотность в зависимости от расстояния r
от центра атома может быть представлена выражени-
ем ρ = Aexp(−γr2) (коэффициент γ пропорционален
обратной величине квадрата радиуса связывающей ор-
битали). При N-числе электронов атома, участвующих
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в связи, предэкспоненциальный множитель A определя-
ется из условия нормировки

A =
Nγ1.5

2πΓ(1.5)
= 0.1796Nγ1.5. (4)

На половине длины связи расстояние r до любой точки
электронного облака связи, расположенной на нормали
к связи на расстоянии y от нее, определяется из условия
r2 = (δ/2)2 + y2.

Тогда линейная плотность энергии связи на половине
ее длины δ/2 равна(

du
dδ

)
1/2

= −0.52κaA4/3 exp

[
−

4
3
γ

(
δ

2

)2
]

× 2π

∞∫
0

yexp

(
−

4
3
γy2

)
dy+ 0.587κkA

5/3

× exp

[
−

5
3
γ

(
δ

2

)2
]

2π

∞∫
0

yexp

(
−

5
3
γy2

)
dy

= −0.52κaA4/3 exp

[
−

4
3
γ

(
δ

2

)2
]

×
3
4
π

γ

{
1−

4
5

0.587κk

0.52κa
A1/3 exp

[
−

1
3
γ

(
δ

2

)2
]}

. (5)

Распределение линейной плотности энергии связи
вдоль линии связи l аппроксимируется функцией вида
sin2 ϕ, в которой ϕ = 2πl/δ. При этом энергия
парной связи ui определяется интегрированием линейной
плотности вдоль линии связи

ui =

∫ (
du
dδ

)
1/2

sin2 ϕdϕ. (6)

После введения коэффициента 1.06 = (1/2)(κ′a −
−κa)/κa частично учитывающего роль Uω , полная энер-
гия парной связи в данной координатной сфере i кри-
сталла элемента j будет

uji = − 0.152γN4/3 exp

[
−

4
3
γ

(
Ki
δ

2

)2
]

×

{
1− 1.982N1/3γ1/2 exp

[
−

1
3
γ

(
Ki
δ

2

)2
]}

(7)

и при полной учете корреляционной энергии uω

ui j = − 0.172γN4/3 exp

[
−

4
3
γ

(
Ki
δ

2

)2
]

×

{
1− 1.752N1/3γ1/2 exp

[
−

1
3
γ

(
Ki
δ

2

)2
]}
. (8)

Рис. 1. Энергия атомизации в зависимости от ближайших
межатомных расстояний.

Здесь δ1 — длина связи между данным атомом с
атомами первой координационной сферы, Ki — отноше-
ние радиуса i координационной сферы к радиусу первой
сферы r1, Ki j = (ri/r1) j элемента j .

По существу, численные коэффициенты в выраже-
нии ui j являются вариационными параметрами α, η,

ui j = αN4/3γ exp

[
−

4
3
γ

(
K
δ1

2

)2
]

×

[
1− ηN1/3γ1/2 exp

[
−

1
3
γ

(
Ki
δ1

2

)2
]]
. (9)

Каждый атом элемента j взаимодействует с zi j eff
ато-

мами i координационной сферы. При этом zi j eff
меньше

Таблица 1. Координационные числа zi и отношения радиусов
координационных сфер i к радиусу первой координационной
сферы Ki = δi/δ1 в структурах типов A1, A2, A3, A4

Тип
Номер

струк-
сферы

I II III IV V VI VII
туры

A1 zi 12 6 24 12 24 8 48
Ki 1 1.4142 1.7320 2.0 2.2361 2.4495 2.6457

A2 zi 8 6 12 24 8 6 24
Ki 1 1.1547 1.6330 1.9148 2.0 2.3094 2.5166

A3 zi 12 6 2 18 12 6 12
Ki 1 1.4142 1.6330 1.7321 1.9149 2.0 2.2361

A4 zi 4 12 12 6 12 24 16
Ki 1 1.6330 1.9149 2.3094 2.5166 2.8284 3.0
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Рис. 2. Фононные спектры g(ν) элементов.

zi j соответственно коэффициенту экранирования

ξ =

[
1− σ

(
zi − 1
K2

i−1

+ . . . +
z2

K2
2

+
z1

K2
1

)]
, (10)

zi j eff
= zi j

[
1− σ

(
zi−1

K2
i−1

+ . . . +
z2

K2
2

+
z1

K2
1

)]
, K1 ≡ 1,

(11)
σ — относительное эффективное сечение атома
(σ ≈ 1/40).

Таблица 2. Тип структуры, число электронов связи N, энергия атомизации Uat, энергия атомизации, отнесенная к единице
объема U0, атомная масса A, объем моля V , ближайшие межатомные расстояния δ, коэффициент γ , показатели степени m и n,
принятые при расчетах для элементов Al, Cu, V, Ti(A2), Mg, Ti(A3), Si, Sn

Z Эле- Тип N −Uat, A V, Эксперимен-
Рассчитанные

Принятые [6]

мент струк- kJ·mol−1 cm3 тальные при расчетах
туры −Uat, δ, −Uat, δ, γ m n m n

[7] [7] Ry a.u. Ry a.u.
13 Al A1 3 326.4 26.98 10.00 0.2491 5.4122 0.252 5.1 0.110 4 7 4 7
29 Cu A1 3 338.32 95.54 7.11 0.2582 4.831 0.262 4.9 0.107 3.5 7 4 7
22 Ti A2 5 469.9 47.88 10.63 0.3587 5.5786 0.355 5.7 0.08 5 10 − −
23 V A2 5 514.21 50.94 8.36 0.3925 5.0648 0.392 5.3 0.075 4 8 4 7
12 Mg A3 2 147.7 24.305 14.00 0.1127 6.0669 0.110 5.9 0.185 3 9.5 4 6
22 Ti A3 5 469.9 47.88 10.63 0.3587 5.5378 0.366 5.5 0.071 3.2 5.1 − −
14 Si A4 4 455.6 28.08 12.04 0.3478 4.5478 0.348 4.5 0.106 3.2 5.1 (8) (12)
50 Sn A4 4 302.1 118.72 16.29 0.2306 5.4342 0.238 5.1 0.126 3 10.5 3 10

Полная энергия связи кристалла, приходящаяся на
один атом элемента j , равна

Uj =
∑

zi jeffui j . (12)

В табл. 1 приведены значения координационных
чисел и отношение радиусов i-х координационных сфер
к радиусу первой координационной сферы Ki = ri/r1

для кристаллов структуры типов A1 (ГЦК), A2 (ОЦК),
A3 (ГПУ), A4 (алмаз). На рис. 1 показаны зависи-
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мости U(δ) исследуемых элементов. Данные расчеты
приведены в табл. 2.

Энергия связи кристаллов данного структурного типа
в зависимости от ближайшего межатомного расстоя-
ния (радиуса первой координационной сферы в обла-
сти δ > δi) с достаточной точностью может быть аппрок-
симирована выражением потенциала Ми–Грюнайзена

U =
a
rm

+
b
rn
, (13)

U =
Umn

0

n−m

[
1
m

( r1

r

)m
−

1
n

( r1

r

)n
]
. (14)

Воспользуемся этим выражением для расчета фонон-
ных спектров и термодинамических свойств элементов
со структурами типа A1(Al,Cu), A2(V,Tiα), A3(Mg,Tiβ),
A4(Si,βSn).

По кривым зависимости энергии атомизации Uat(δ)
определяются показатели m и n в области измене-
ния U(δ) при δ > δ1.

Ранее Фюртом [6] по эмпирическим упругим и тер-
мическим константам были рассчитаны значения пока-
зателей степени m и n для большого числа элементов.
Используемые нами при расчетах фононных спектров
и термодинамических свойств элементов значения m и n
(табл. 2) несколько отличаются от данных [6].

В табл. 2 приведены экспериментальные [7] и рассчи-
танные данные значения Uat, U0 = Uat/V , δ1, а также
значения m и n [6] и использованные при расчетах.

Расчеты фононных спектров исследуемых элемен-
тов проводились в приближении модели твердого те-
ла Борна–Кармана [8,9] по методу Борна–Кармана–
Блекмана–де Лоне путем решения секулярного уравне-
ния с динамической матрицей Борна–Кармана

|D(q)−mw2L| = 0, (15)

где D(q) — динамическая матрица, L — единичная
матрица.

Устойчивое решение имеет место при положительных
значениях всех частот, т. е. когда главные миноры матри-
цы положительны, D > 0.

Решение динамического уравнения, исходя из условий
симметрии, производилось для 1/48 части первой зоны
Бриллюэна. Учитывался вклад значений волновых векто-
ров q в 106 точках обратной ячейки. Выбор точек осуще-
ствлялся методом Монте-Карло [10]. Корректирующие
изменения в области крайних низких частот спектра не
вводились.

Силовые постоянные де Лоне αi j и βi j определялись
по функциональной зависимости U(r), рассчитанной по
аппроксимирующему выражениию Ми–Грюнайзена. Со-
гласно де Лоне [11,12],

αi j =

(
d2Uj

dr2

)
ri

, (16)

βi j =
1
ri

(
dUj

dr

)
ri

. (17)

Рис. 3. Температурные зависимости теплоемкости
Cv(T), J · mol−1K−1. На кривые Cv(T) нанесены экспери-
ментальные точки.

Производные энергии связи по межатомному рассто-
янию берутся в точках, соответствующих радиусам i-й
координационной сферы.

Аппроксимация U(r) выражением потенциала Ми–
Грюнайзена позволяет получить аналитические опреде-
ления силовых постоянных [13]

αi j =
mn(m+ 1)

n−m
U0

r0 j
K−(m+2)

i j

[
1−

(n + m)

(m+ 1)
K−(n−m)

i j

]
,

(18)
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Рис. 4. Температурные зависимости свободной энергии Гельмгольца F(T) (убывающие кривые), внутренней энергии U(T)
(растущие кривые).

Рис. 5. Соотношение расчетных и экспериментальных значений Cv(T).

Физика твердого тела, 2001, том 43, вып. 9
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βi j =
−mn

(n−m)

U0 j

r0 j
K−(m+2)

i j

[
1− K−(n−m)

i j

]
. (19)

Здесь U0 j — энергия атомизации элемента, отнесенная
к объему моля, r0 j ≡ r1 j — расстояние между бли-
жайшими атомами в элементарной ячейке кристалла,
m и n — показатели степени в выражении потенциала
Ми–Грюнайзена данного элемента, K = ri/r1.

На рис. 2 показаны рассчитанные фононные спектры
gj(ν) исследуемых элементов. Данные спектры находят-
ся в согласии со спектрами элементов, для которых они
были получены ранее [12,14].

По данным рассчитанных нами фононных спектров
для модификаций, указанных в подписях к рисункам,
были найдены стандартные значения и температурные
зависимости термодинамических свойств элементов (те-
плоемкости Cv(T), внутренней энергии U(T), свободной
энергии Гельмгльца F(T)).

На рис. 3 показаны вычисленные значения теплоем-
кости Cv(T). На рассчитанные кривые Cv(T) нанесены
экспериментальные точки [7,15,16]. На рис. 4 при-
ведены рассчитанные кривые температурных зависимо-
стей U(T), F(T). Как видно из приведенных рисунков,
рассчитанные и экспериментальные значения Cv(T) на-
ходятся в хорошем согласии.

Рис. 5 иллюстрирует соответствие экспериментальных
и расчетных значений Cv в интервале изменений Cv

от 0 до 24 J · mol−1K−1. Как видно из рис. 3 и 5,
рассчитанные и экспериментальные значения сравни-
тельно хорошо согласуются в широком среднем интер-
вале значений Cv. Некоторые отклонения наблюдаются
при низких и высоких значениях Cv. Отклонения при
малых значениях Cv, т. е. при низких температурах,
могут быть связаны с наличием неточностей расчетов
в области длинных волн. Как правило, крайняя левая
часть фононных спектров, рассчитанных в приближе-
нии модели кристалла Борна–Кармана, аппроксимиру-
ется дебаевской параболой. В приведенных в данной
статье спектрах эта аппроксимация не использовалась,
вклады электронной и магнитной составляющих в тер-
модинамические функции также не учитывались ввиду
их относительной малости. Незначительные отклонения
при температурах выше 280 K требуют дальнейшего
рассмотрения. По-видимому, они связаны с неучитыва-
емой ангармоничностью колебаний, проявляющейся при
повышенных температурах.

Результаты работы свидетельствуют об эффективно-
сти нового метода расчета U(δ) на основе статисти-
ческой теории атома и о целесообразности исполь-
зования аппроксимации U(T) выражением потенциала
Ми–Грюнайзена при надлежащих значениях m и n. Од-
нако, по-видимому, эта аппроксимация в ее простейшем
виде должна быть уточнена для веществ с отрицатель-
ным коэффициентом теплового расширения.
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