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Получены точные представления производящего функционала однокомпо-
нентных классических систем с центральным межатомным потенциалом через
функциональные интегралы по вспомогательным полям, определенным в про-
странстве волновых векторов. Доказано, что задача вычисления классической
статистической суммы системы частиц с произвольным межатомным потен-
циалом эквивалентна проблеме расчета статистического интеграла системы
взаимодействующих осцилляторов с гамильтонианом, зависящим от темпера-
туры. Работа выполнена при финансовой поддержке Программы ”Университеты
России” (грант N 990019).

Производящий функционал системы N частиц, взаимодействующих
между собой через парный потенциал v(r) и находящихся во внешнем
поле ϕ(r), после интегрирования по импульсам имеет известный вид:
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где λ = (2π~2/mkBT)1/2 — тепловая длина волны де Бройля,
β = 1/kBT — обратная температура, V — объем системы, D —
размерность пространства, ~ и kB — постоянные Планка и Больцмана
соответственно.

Экспонента, содержащая внешнее поле, является произведением
идентичных одноатомных сомножителей вида exp(−βϕ(Rs)). Вторая
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экспонента на одноатомные сомножители не распадается из-за взаим-
ного ”зацепления” атомных координат Rs через потенциал взаимодей-
ствия.

Одним из способов ”расцепления” атомных координат для меж-
атомных потенциалов общего вида является использование функцио-
нального интегрирования. Известно несколько вариантов подобного
представления [1–4] для статистической суммы. Будем использовать
вариант метода факторизации, предложенный в работе [5] (опуская
эргодическую теорему Г. Вейля и связанное с ней эргодическое при-
ближение), развитый далее в [6,7].

Положим, что центральный межатомный потенциал v(r) допускает
разложение Фурье. Тогда энергия парных взаимодействий частиц систе-
мы представляется в виде:
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здесь введены обозначения:

C(k) =
∑

s

cos(kRs); S(k) =
∑

s

sin(kRs), (3)

слагаемое −N
2 v(0) компенсирует члены с s = s′ в правой части (2),

Ω± — части пространства волновых векторов, в которых Фурье-
трансформанта ṽ(k) межатомного потенциала положительна и отрица-
тельна соответственно, v±(k) = ±v(k), k ∈ Ω±.

Экспонента с энергией двухчастичных взаимодействий в производя-
щем функционале (1) распадается на произведения по k и k′ сомно-

жителей типа exp(−βv+(k)
2V [C2(k) + S2(k)]), exp(βv−(k′)

2V [C2(k′) + S2(k′)]),
для каждого из которых осуществляется преобразование Стратоновича–
Хаббарда. В результате найдем представление производящего функцио-
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нала через функциональный интеграл:
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(5)

где ω(k) — произвольная положительная функция волнового вектора,
имеющая размерность круговой частоты; m — произвольный пара-
метр, имеющий размерность массы, x±(k), y±(k) — вспомогатель-
ные переменные, возникшие вследствие преобразования Стратоновича–
Хаббарда.
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Приведем выражение (4) к виду статистического интеграла системы
осцилляторов с взаимодействием. Воспользовавшись тождеством
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получим:
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Данный интеграл представляет собой классическую статистическую
сумму системы, описываемой гамильтонианомH:
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Заметим, что множитель 2π/βω(k) в подынтегральном выражении
формулы (7) играет роль естественной элементарной ячейки фазового
пространства (т. е. постоянной Планка) и имеет ее размерность.

Гамильтониан (8) помимо ”естественных” переменных — обобщен-
ных координат x±(k), y±(k) и обобщенных импульсов p±x (k), p±y (k) —
содержит еще и температуру, поскольку от последней зависит функция
F1(x±(k), y±(k), {ϕ(r)}).

Таким образом, исследование статистических свойств системы клас-
сических частиц, взаимодействующих через произвольный двухчастич-
ный потенциал (допускающий разложение Фурье), эквивалентно ис-
следованию системы (квази) частиц (или элементарных возбуждений),
описываемой гамильтонианом H. В связи с этим представляется весьма
интересным исследование систем, описываемых данным гамильтониа-
ном.
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