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Исследовано электростатическое взаимодействие в однородном электростатическом поле двух изолирован-
ных заземленных незаряженных идеальнопроводящих шаров различных радиусов. Показано, что зависимость
силы их поляризационного взаимодействия от расстояния между центрами существенно более слабая при
малых расстояниях между центрами по сравнению с силой электростатического взаимодействия двух
элементарных диполей, как и должно быть при учете взаимодействия одноименных поляризационных
зарядов.

Проблема исследования электростатического взаи-
модействия двух близко расположенных проводящих
частиц (капель) во внешнем электростатическом по-
ле представляет интерес как в связи с проблемой
расчета констант коагуляции в аэродисперсных систе-
мах естественного и искусственного происхождения,
так и в связи с расчетами закономерностей распада
капель, неустойчивых по отношению к поляризаци-
онному поверхностному заряду [1–5]. Очевидно, что
на больших расстояниях поляризационные во внешнем
электростатическом поле незаряженные капли электро-
проводной жидкости (например, воды) взаимодейству-
ют как диполи с силой, обратно пропорциональной
четвертой степени расстояния между центрами [6].
При сближении капель на малые расстояния (харак-
терные для процессов коагуляции и распада) заря-
ды, индуцированные в каплях диполями сближающих-
ся капель, начинают оказывать существенное воздей-

Рис. 1. Система двух шаров радиусами R1 и R2 в однородном
электростатическом поле E0, направленном вдоль оси OZ.

ствие на процессы коагуляции и распада, начинает
сказываться и неоднородность пространственного рас-
пределения поляризационных зарядов. Так, согласно
расчетам [7,8], в частном случае сближения электро-
проводных заряженных шаров в отсутствие внешнего
электростатического поля сила взаимодействия меж-
ду шарами в зависимости от расстояния между их
центрами заметно отличается от закона Кулона из-
за существенного вклада поляризационного взаимо-
действия.
Следует отметить, что аналитическое решение задачи

об электростатическом взаимодействии двух заряжен-
ных электропроводных сфер в отсутствие и при на-
личии внешнего однородного электростатического поля
давно получено (см., например, [1,6,9,10]). Тем не ме-
нее в силу весьма громоздкого математического вида
найденных решений (в виде бесконечных рядов линей-
ных комбинаций экспонент) возможность практического
использования полученных результатов появилась лишь
в последнее время благодаря удобной математической
подстановке, предложенной в [7], позволившей эффек-
тивно суммировать определяющие ряды, а также бла-
годаря появлению современных пакетов аналитических
вычислений (типа „Mathematica“).
1. Будем искать электростатическое поле в окрест-

ности двух изолированных заземленных незаряженных
идеальнопроводящих шаров радиусами R1 и R2, находя-
щихся в среде с диэлектрической проницаемостью ε, по-
мещенных во внешнее однородное электростатическое
поле E0, параллельное оси симметрии, на расстоянии h
друг от друга (рис. 1). Ось OZ направим вдоль оси
симметрии системы (через центры шаров).
Очевидно, что потенциал суммарного электростатиче-

ского поля 8, который должен удовлетворять уравнению
Лапласа в пространстве вне шаров,

18 = 0 (1)
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с естественными граничными условиями

r = Rj : 8 = 0 ( j = 1, 2). (2)

r → ∞ : E → E0. (3)

(Rj в бисферической системе координат определяет
радиус j -го шара j = 1, 2).
Вектор напряженности электрического поля E норма-

лен к поверхности проводников и определяется в окрест-
ности j -го шара выражением

r = Rj : E( j ) = E( j )
n = − ∂8

∂nj
n j ( j = 1, 2).

Величина силы взаимодействия шаров легко вычисля-
ется в виде [1]

Fnz =
ε

8π

∮
Sj

(
∂8

∂n

)2

nzn j dSj , (4)

где nz — орт оси OZ, проходящей через центры шаров;
n j — нормаль к элементу поверхности dSj .
Потенциал 8 в пространстве вне шаров представим

в виде суммы потенциала внешнего однородного элек-
тростатического поля 80 и потенциала 9, создаваемо-
го зарядами, индуцированными на поверхности шаров
(8 = 9 + 80), каждый из которых удовлетворяет
уравнению Лапласа

19 = 0, (1a)

190 = 0. (1b)

Решение уравнения (1b), удовлетворяющее усло-
вию (3), в сферической системе координат (с началом
координат, лежащим на оси); (рис. 1) имеет простой вид

80 = −E0r. (5)

2. Аналитическое решение уравнения (1a) целесо-
образно искать в бисферических координатах µ, η, ϕ,
которые связаны с декартовыми посредством известных
соотношений [9,10],

x =
a sin(η) cos(η)

cosh(µ) − cos(η)
,

y =
a sin(η) sin(ϕ)

cosh(µ) − cos(η)
, z =

a sinh(µ)
cosh(µ) − cos(η)

,

−∞ < µ < +∞, 0 < η < π, 0 < ϕ < 2π. (6)

Поверхности первого S1 и второго S2 шаров в бисфе-
рических координатах задаются уравнениями [9]

µ = µ1, µ = −µ2,

µ1 = ln

(
D1 + a

R1

)
, µ2 = ln

(
D2 + a

R2

)
, (7)

где a определяется выражением

a =
(
D2

1 − R2
1

)1/2 = (D2 − R2
2)

1/2, (8)

D1 и D2 — расстояния от начала координат до центров
1-го и 2-го шаров соответственно, определяемые соотно-
шениями

D1 =
1
2h

(
h2 + R2

1 −R2
2

)
, D2 =

1
2h

(
h2 + R2

2 − R2
1

)
, (9)

h — расстояние между центрами шаров,

h = R1 + R2 + s = D1 + D2, (10)

s — расстояние между ближайшими точками шаров на
оси симметрии (рис. 1).
Учитывая (6), можно получить выражение для эле-

мента площади каждого шара и для косинуса полярного
угла 2. Для второго шара эти выражения будут иметь
следующий вид:

dS2 =
a2 sin(η) dη dϕ(

cosh(µ2) − cos(η)
)2 ,

cos(2) =
1− cosh(µ2) cos(η)
cosh(µ2) − cos(η)

. (11)

Потенциал электрического поля 9, создаваемый рас-
пределением индуцированных зарядов на поверхности
шаров, удовлетворяет уравнению (1a), которое запишем
в бисферических координатах [9],

19 =
∂

∂µ

(
a sin(η)

cosh(µ) − cos(η)
∂9

∂µ

)

+
∂

∂η

(
a sin(η)

cosh(µ) − cos(η)
∂9

∂η

)

+
1

sin(η)
(
ch(µ) − cos(η)

) ∂29

∂ϕ2
= 0. (12)

Решение уравнения (12) с учетом граничных усло-
вий (2), (3) легко выписывается

9 =
√

cosh(µ) − cos(η)
∞∑

n=0

(
An exp

[(
n +

1
2

)
µ

]

× Pn
(
cos(η)

)
+ Bn exp

[
−

(
n +

1
2

)
µ

])

× Pn
(
cos(η)

)
, (13)

An и Bn — константы.
Выражение для полного потенциала 8 с учетом (5),

(12) запишем в форме

8 =
√
cosh(µ) − cos(η)

∞∑
n=0

(
An exp

[(
n +

1
2

)
µ

]

+ Bn exp

[
−

(
n +

1
2

)
µ

])
Pn

(
cos(η)

) − E0z. (14)
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Представим величину z в этой формуле в виде разло-
жения по полиномам Лежандра. Согласно [6],

1√
cosh(µ) − cos(η)

=
√
2

∞∑
n=0

exp

[
−

(
n +

1
2

)
|µ|

]

× Pn
(
cos(η)

)
. (15)

Дифференцируя (15) по µ и учитывая (7), получим
выражение для z [6]

|z| =
√
2a

√
cosh(µ) − cos(η)

∞∑
n=0

(2n + 1)

× exp

[
−

(
n +

1
2

)
|µ|

]
Pn

(
cos(η)

)
. (16)

Используя граничные условия (3) и подставляя в (14)
выражение (16), найдем константы разложения в выра-
жении для потенциала индуцированного поля

An =

√
2a(2n + 1)E0

(
exp

[
(2n + 1)µ2

]
+ 1

)
exp

[
(2n + 1)(µ1 + µ2)

] − 1
,

Bn = −
√
2a(2n + 1)E0

(
exp

[
(2n + 1)µ2

]
+ 1

)
exp

[
(2n + 1)(µ1 + µ2)

] − 1
. (17)

3. Чтобы найти величину силы взаимодействия ша-
ров, учтем, что напряженность электрического поля
в точке A, расположенной на поверхности второго ша-
ра (рис. 1), равна сумме напряженностей электрических
полей первого и второго шара

EA = E(1)
A + E(2)

A ,

причем напряженность поля каждого шара в отдельно-
сти определяется нормальной производной от потенциа-
ла 8.
Оператор нормальной производной к поверхности

второго шара в бисферических координатах легко вы-
писывается [9]

∂

∂n
≡ − 1

a

√
cosh(µ2) − cos(η)

∂

∂µ
. (18)

Тогда выражение для напряженности электрического
поля второго шара в точке A имеет вид

µ = −µ2 : E(2)
A = −

(
∂8

∂n

)
=

1
a

(
cosh(µ2) − cos(η)

)3/2

×
∞∑

n=0

√
2a(2n + 1)E0

(
exp

[
(2n + 1)µ1

]
+ 1

)
exp

[
(2n + 1)(µ1 + µ2)

] − 1

× Pn
(
cos(η)

)
exp

[(
n+

1
2

)
µ2

]
, (19)

для первого шара

µ = µ1 : E(1)
A = −

(
∂8

∂n

)
= − 1

a

(
cosh(µ1) − cos(η)

)3/2

×
∞∑

n=0

√
2a(2n + 1)E0

(
exp

[
(2n + 1)µ2

]
+ 1

)
exp

[
(2n + 1)(µ1 + µ2)

] − 1

× Pn
(
cos(η)

)
exp

[(
n +

1
2

)
µ1

]
. (20)

Для упрощения (19) и (20) введем следующие обозна-
чения:

Yn =
√
2(2n + 1) exp

[(
n +

1
2

)
µ2

]

× (2n + 1)
(
exp

[
(2n + 1)µ1

]
+ 1

)
exp

[
(2n + 1)(µ1 + µ2)

] − 1
, (21)

Zn =
√
2(2n + 1) exp

[(
n +

1
2

)
µ1

]

× (2n + 1)
(
exp

[
(2n + 1)µ2

]
+ 1

)
exp

[
(2n + 1)(µ1 + µ2)

] − 1
. (22)

Подставляя (21) и (22) в (19) и (20), найдем

µ = −µ2 : E(2)
A = −

(
∂8

∂n

)
= E0

(
cosh(µ2)

− cos(η)
)3/2 ∞∑

n=0

YnPn

(
cos(η)

)
, (23)

µ = µ1 : E(1)
A = −

(
∂8

∂n

)
= E0

(
cosh(µ1)

− cos(η)
)3/2 ∞∑

n=0

ZnPn
(
cos(η)

)
. (24)

Учитывая, что cos(π) = −1, Pn(−1) = (−1)n, оконча-
тельно получим выражение для напряженности электри-
ческого поля, создаваемого вторым шаром в точке A,

µ = −µ2; η = π : E(2)
A = −

(
∂8

∂n

)
= E0

(
cosh(µ2)

− cos(η)
)3/2 ∞∑

n=0

(−1)nYn, (25)

аналогично для первого шара

µ = −µ1; η = π : E(1)
A = −

(
∂8

∂n

)
= E0

(
cosh(µ1)

− cos(η)
)3/2 ∞∑

n=0

(−1)nZn. (26)

Чтобы описать взаимодействие шаров, достаточно
найти силу, действующую на один из шаров, тогда сила,
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действующая на второй шар, определяется из третьего
закона Ньютона. Для случая, когда внешнее электри-
ческое поле направлено вдоль оси z, выражение (4)
преобразуется к виду

F =
ε

8π

∮
Sj

(
∂8

∂n

)2

cos(2) dSj . (27)

Тогда соотношение для силы, действующей на второй
шар, будет иметь вид

µ = −µ2 : F(2) =
ε

8π

∫
S2

(
∂8

∂n

)2

cos(2) dS2. (28)

Из (11), (25) и (28) найдем

F (2) =
ε

4
a2E2

0

[ ∞∑
n=0

Y2
n

π∫
0

P2
n

(
cos(η)

)(
sin(η)

)
dη

− cosh(µ2)
∞∑

n=0

(
YnPn

(
cos(2)

))2
cos(η) sin(η) dη

]
. (29)

Используя свойство ортогональности полиномов Ле-
жандра, получим соотношения

π∫
0

∞∑
n=0

Y2
n P2

n

(
cos(η)

)
sin(η) dη =

∞∑
n=0

2
2n + 1

Y2
n , (30)

π∫
0

∞∑
n=0

(
YnPn

(
cos(η)

))2
cos(η) sin(η) dη

=
∞∑

n=0

Yn−1Yn
n

2n− 1
2

2n + 1

+
∞∑

n=0

Yn+1Yn
n + 1
2n + 3

2
2n + 1

. (31)

Из (29) с учетом (30) и (31) определим выражение
для силы, действующей на второй шар,

F (2) =
ε

4
a2E2

0

∞∑
n=0

2
2n + 1

×Yn

[
Yn − cosh(µ2)

(
Yn+1

n + 1
2n + 3

+ Yn−1
n

2n− 1

)]
.

(32)
Учитывая (7), получим

exp(αµ2) = exp

[
α ln

(
D2 + a

R2

)]
=

(
D2 + a

R2

)α

,

exp(αµ1) = exp

[
α ln

(
D1 + a

R1

)]
=

(
D1 + a

R1

)α

. (33)

Подставляя в (32) вместо cosh(µ2) его выражение че-
рез экспоненты (33), получим уравнение для силы F (2),
действующей на второй шар, в следующем виде:

F (2) =
ε

4
a2E2

0

∞∑
n=0

2
2n + 1

Yn

[
Yn − 1

2

(
D2 + a

R2

+
R2

D2 + a

)(
Yn+1

n + 1
2n + 3

+ Yn−1
n

2n− 1

)]
, (34)

Yn =
√
2(2n + 1)

(
D2 + a

R2

)(n+1/2)

×




(2n + 1)
[(

D1+a
R1

)(2n+1)
+ 1

]
[(

D1+a
R1

)(
D2+a

R2

)](2n+1)
− 1


 . (35)

4. Для удобства численного счета представим вы-
ражение для компоненты силы в безразмерном виде.
Для этого введем безразмерные величины γ = R1/R2,
r = s/R2. В итоге получим

F (2) =
ε

4
R2
2

{[
(γ + 1 + r )2 − γ2 + 1

2(γ + 1 + r )

]2

− 1

}

× E2
0

∞∑
n=0

2
2n + 1

Yn

[
Yn − 1

2

(
G +

1
G

)

×
(

n + 1
2n + 3

Yn+1 +
n

2n− 1
Yn−1

)]
, (36)

Yn =
√
2(2n + 1)G(n+1/2)

[
(2n + 1)(H(2n+1) + 1)

H(2n+1)G(2n+1) − 1

]
. (37)

В результате выражение для безразмерной силы вза-
имодействия шаров (36) в единицах измерения R2

2E
2
0ε

будет иметь вид

f =
1
4

{[
(γ + 1 + r )2 − γ2 + 1

2(γ + 1 + r )

]2

− 1

}

×
∞∑

n=0

2
2n + 1

Yn

[
Yn − 1

2

(
G +

1
G

)

×
(

n + 1
2n + 3

Yn+1 +
n

2n− 1
Yn−1

)]
. (38)

5. На рис. 2 в пространстве параметров r и γ

изображена поверхность, описывающая зависимость без-
размерной силы взаимодействия шаров от отношения
их радиусов γ и безразмерного расстояния между ша-
рами r , рассчитанная по (38) с учетом (37).
Для более детального анализа на рис. 3 приведены

зависимости безразмерной силы f от безразмерного
расстояния r при различных значениях отношений ра-
диусов шаров γ = R1/R2. Видно, что при уменьшении
расстояния между центрами шаров сила притяжения
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Рис. 2. Зависимость безразмерной силы, действующей на один
из шаров, от отношения радиусов шаров и безразмерного
расстояния между шарами.

Рис. 3. Зависимости безразмерной силы f от безразмерного
расстояния r при различных значениях отношений радиусов
шаров. γ : a — 0.1, b — 0.5, c — 1.

между ними растет весьма медленно: примерно f ∼ r−α ,
где α ≈ 1, тогда как для электростатически взаимодей-
ствующих элементарных диполей зависимость была бы
гораздо более сильной α = 4 [6].
Следует отметить, что приведенные рассуждения при-

менимы в общих чертах и для ситуации незаземленных
изолированных шаров одинаковых радиусов.
Давление электрического поля на поверхности шаров

достигает максимума в точках поверхностей, лежащих
на оси OZ напротив друг друга. В реальной ситуации
облачных шаров при малых расстояниях между ни-
ми электростатическое давление может стать большим
и возможны две ситуации: если в областях с наибольшей
поверхностной плотностью индуцированного заряда дав-
ление электрического поля будет меньше лапласовского
давления, то капли сольются в одну; если давление
электрического поля превысит лапласовское, то может
иметь место неустойчивость: капли выбросят навстречу
друг другу струйки высокодисперсных сильнозаряжен-
ных дочерних капелек [2].

Заключение

Два изолированных заземленных незаряженных иде-
альнопроводящих шара различных радиусов во внешнем
однородном электростатическом поле, коллинеарном
оси симметрии, всегда притягиваются, однако зависи-
мость силы притяжения от расстояния между центрами
шаров, имеющая вид f ∼ r−n (показатель n является
функцией r ), оказывается весьма слабой при малых рас-
стояниях между шарами (при безразмерном расстоянии
r ≤ 1). В этом случае показатель n мал: n ≈ 1, в то время
как для ситуации взаимодействия двух элементарных
диполей n = 4.
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