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Выведено дифференциальное уравнение, описывающее осесимметричное движение двух несмешиваю-
щихся магнитных жидкостей одинаковых плотностей и вязкости, учитывающее явным образом вклад
капиллярных сил, локализованных на границе раздела жидкостей, которая имеет вид слабодеформированной
цилиндрической поверхности. С привлечением этого уравнения получено дисперсионное соотношение
задачи о капиллярной неустойчивости осесимметричной капли большого удлинения, находящейся в
однородном продольном магнитном поле. Проведен анализ влияния магнитных сил на предельные (случаи
больших и малых чисел Онезорге) режимы капиллярного распада капли.

Введение

Из многочисленных экспериментов известно — (см.,
например, библиографию в [1–3]), что свободные по-
верхности магнитных жидкостей, а также поверхности
раздела несмешивающихся магнитных и немагнитных
жидкостей, как правило, реагируют на присутствие
внешних магнитных полей, причем такого рода эффекты
в существенной степени зависят от ориентации поля
по отношению к рассматриваемой поверхности. Так,
первоначально плоские свободные поверхности магнит-
ных жидкостей при наличии достаточно сильных ор-
тогональных полей оказываются неустойчивыми, ввиду
чего образуются периодические поверхностные струк-
туры различных типов [1–6]. Напротив, тангенциаль-
ные поля оказывают стабилизирующее воздействие на
вызываемый какими-либо сторонними причинами рост
начальных волновых возмущений свободных поверхно-
стей. Стабилизирующий эффект тангенциальных маг-
нитных полей наблюдался в различных экспериментах:
при образовании вязких пальцев в пористых средах [1],
при капиллярном распаде цилиндрического слоя [1,2] и
тонкой цилиндрической струи магнитной жидкости [7],
при развитии рэлей-тейлоровской неустойчивости [8].
Особой спецификой реагирования на включение и увели-
чение напряженности магнитного поля (проявляющейся
в формировании сложных лабиринтных структур) обла-
дают системы, состоящие из соприкасающихся тонких
слоев магнитных и немагнитных жидкостей, заключен-
ных между твердыми стенками [1–3].
Применительно к немагнитным сильно вязким жид-

костям Тейлором [9] впервые экспериментально был
реализован и исследован капиллярный распад тонкой
цилиндрической капли большого удлинения, получаемой
путем деформирования первоначально сферической кап-
ли при ее обтекании специальным образом организован-
ным внешним потоком жидкости, имеющей одинаковую
с каплей плотность. Этот способ формирования ните-

образных капель впоследствии широко использовался в
подобных экспериментах [10–12]. Описание эксперимен-
тальной аппаратуры более позднего времени приведено
в [13].
Теоретически задача с капиллярной неустойчивости

цилиндрической нити покоящейся вязкой немагнитной
жидкости, окруженной воздухом, впервые была изучена
Рэлеем [14]. Примером подобной системы служил, в
частности, природный объект — один из видов свежей
паутины. Полученное в этой работе дисперсионное со-
отношение и его анализ, проведенный применительно к
режиму развития возмущений при преобладающем вли-
янии вязких сил по сравнению с силами инерции, позво-
лили объяснить явление распада тонкой цилиндрической
нити на отдельные, регулярно расположенные капли (см.
рис. 37 в книге [15]). На этом рисунке видны также
находящиеся в промежутках между крупными каплями
более мелкие капли (сателлиты), формирующиеся за
счет нелинейных гидродинамических эффектов.

В общем случае, когда жидкая нить окружена вязкой
жидкостью, стандартный способ вывода дисперсионного
соотношения приводит к его записи в виде равенства
нулю определителя четвертого порядка, элементы ко-
торого выражаются через функцию Бесселя [16]. Ввиду
громоздкости дисперсионного соотношения аналитиче-
ские выражения его корней долгое время были известны
лишь для исследованного Рэлеем случая [16–18], а также
для режима развития капиллярной неустойчивости тон-
кого цилиндра невязкой жидкости, когда в окружающей
его вязкой жидкости силы вязкости преобладают над
силами инерции [16,18]. Сравнительно недавно была ана-
литически получена новая формула, применимая в слу-
чае, когда вязкости граничащих между собой жидкостей
одинаковы [19]. В этой работе на базе квазистационарно-
го уравнения Стокса, содержащего локализованные на
поверхности раздела силы поверхностного натяжения,
с использованием метода интегрального преобразования
Ханкеля найдена зависимость σ = σ (k), позволяющая
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проследить влияние волнового числа k на эволюцию во
времени гармоник вида exp(σ t) sin kz, exp(σ t) cos kz.
В данной работе проведено обобщение используемо-

го в [19] дифференциального уравнения движения на
случай несмешивающихся магнитных жидкостей, нахо-
дящихся в магнитном поле. В рамках уравнений фер-
рогидродинамики (с привлечением полученного уравне-
ния) исследовано влияние объемных магнитных сил на
капиллярный распад нитевидной капли, находящейся в
продольном магнитном поле.

Постановка задачи

Пусть в безграничном объеме магнитной жидкости
находится состоящая из другой магнитной жидкости
тонкая осесимметричная капля, длина которой (измеря-
емая в осевом направлении) в десятки раз превосходит
характерный диаметр. В многочисленных экспериментах
с немагнитными жидкостями капли такой формы со-
здавались с помощью специальных устройств, принцип
действия которых был предложен Тейлором [9,13]. При
исследовании влияния продольного магнитного поля
на капиллярный распад капли подобной конфигурации
пренебрежем эффектами, вызываемыми осевыми состав-
ляющими магнитных сил вблизи концов капли, и будем
моделировать рассматриваемую каплю прямолинейной
цилиндрической нитью радиуса a.
Введем цилиндрическую систему координат r, ϑ, z,

так чтобы в состоянии гидростатического равновесия
жидкостей поверхность их раздела описывалась уравне-
нием r = a. Предполагается, что по своим реологиче-
ским свойствам обе жидкости являются ньютоновскими
и что они имеют одинаковую плотность ρ и одинаковый
коэффициент динамической вязкости η, а их абсолютные
магнитные проницаемости µ1 (в области r < a) и µ2 (в
области r > a) зависят лишь от модуля вектора напря-
женности магнитного поля H, причем µ1(H) 6= µ2(H).
В отличие от задачи о капиллярной неустойчивости
струи невязкой магнитной жидкости в воздухе [1] для
рассматриваемой конфигурации жидкостей наряду со
случаем µ1 > µ2 возможен также случай µ1 < µ2.
При наличии продольного однородного магнитного поля
H = (0, 0,H0) индукция B j0 = µ jH0 и намагниченность
M j0 = χ jH0 в каждой из сред однородны, а плотность

объемной магнитной силы F( j )
m0 = µ0M j0 gradH0 ≡ 0.

Здесь и всюду далее j = 1, 2; χ j = µ j /µ0 − 1 —
магнитная восприимчивость; µ0 = 4π · 10−7 H/m —
магнитная постоянная.
Сформулируем в линейной постановке задачу об

осесимметричном движении жидкостей, когда фор-
ма поверхности раздела представляется уравнением
r = r s(z, t). Положим r s(z, t) = a + ζ (z, t), где
ζ (z, t) — малое возмущение исходного радиуса ни-
ти (|ζ (z, t)| � a), а t — время. Деформирова-
ние поверхности раздела вызывает возмущения маг-
нитного поля H j − H0 = gradϕ j (r, z, t), а также

индукции B j − B j0 = b j (r, z, t) и намагниченности
M j −M j0 = m j (r, z, t) и порождает объемные магнитные

силы плотности f( j )
m (r, z, t), оказывающие влияние на

динамику жидкостей. С точностью до малых первого
порядка имеем

H j − H0 =
∂ϕ j

∂z
, M j − M j0 = mjz ,

m j =
1
µ0

b j − gradϕ j ,

b j = µ j (H0)
∂ϕ j

∂r
er + µt j (H0)

∂ϕ j

∂z
ez,

f( j )
m = µ0M j0 grad

∂ϕ j

∂z
, (1)

где er , ez — векторы базиса, соответствующие коорди-
натным линиям r и z; µt j = dBj/dHj — дифференци-
альная магнитная проницаемость.
С учетом (1) из уравнения магнитостатики divB j = 0

следует, что возмущения потенциала магнитного поля
в каждой из соприкасающихся между собой магнитных
жидкостей описываются уравнениями

∂2ϕ j

∂r 2
+

1
r
∂ϕ j

∂r
+ β2j

∂2ϕ j

∂z2
= 0, β j =

√
µt j (H0)
µ j (H0)

. (2)

В линейном приближении условия непрерывности
тангенциальной составляющей магнитного поля и нор-
мальной составляющей индукции на поверхности разде-
ла жидкостей (при r = a) имеют вид

ϕ1 = ϕ2, µr 1
∂ϕ1

∂r
− µr 2

∂ϕ2

∂r
= (M10 − M20)

∂ζ

∂z
,

µr j =
µ j (H0)
µ0

. (3)

В отличие от приведенной выше формулировки маг-
нитостатической задачи (2), (3) при постановке гидро-
динамической задачи откажемся от обычного подхода.
Этот подход требует раздельного построения решений
уравнений гидродинамики в каждой из областей, где
параметры движения и состояния среды изменяются
непрерывно, и последующий сшивки этих решений с
помощью кинематических и динамических условий на
поверхности раздела. Условия предписывают, в частно-
сти, непрерывность нормальной и касательной состав-
ляющих вектора скорости u(r, z, t) = (ur , 0, uz) при
переходе через поверхность раздела и непрерывность
касательной составляющей плотности поверхностных
сил pnτ . Напомним, что в рамках обычного подхода при
записи динамического условия, связывающего нормаль-
ные составляющие поверхностных сил pnn на противопо-
ложных сторонах поверхности раздела несмешивающих-
ся жидкостей, учитывается скачок, вызываемый эффек-
том поверхностного натяжения. Следует отметить, что
при равенстве коэффициентов динамической вязкости
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обеих жидкостей из уравнения неразрывности и условий
непрерывности u и pnτ следует непрерывность ∂ur /∂r ,
∂ur /∂z, ∂uz/∂r , ∂uz/∂z при переходе через поверхность
раздела жидкостей.
Сформулируем гидродинамические уравнения, счи-

тая обе несмешивающиеся жидкости единой средой,
в которой при переходе через поверхность раздела
r = a + ζ (z, t) давление p(r, ϑ, z, t) испытывает скачок,
определяемый коэффициентом поверхностного натяже-
ния α и средней кривизной K поверхности раздела.
С этой целью введем в рассмотрение произвольный
индивидуальный (т. е. состоящий из одних и тех же ча-
стиц рассматриваемой среды) объем V(t), произвольным
образом разделенный на две части куском рассматрива-
емой поверхности раздела.
В рамках обычных предположений о непрерывности

векторного поля u и его производных по координатам,
следуя процедуре вывода [20] уравнения неразрывности,
опирающейся на закон сохранения массы любого инди-
видуального объема, в случае несжимаемых жидкостей
приходим, естественно, к условию соленоидальности
поля скоростей

div u = 0. (4)

При формулировке дифференциального уравнения
движения будем исходить из интегральной формы за-
писи (П9) закона сохранения количества движения
рассматриваемого индивидуального объема. При этом
в линейной постановке, естественно, не учитываются
(ввиду малости) конвективная производная скорости по
времени — член (u · ∇)u в левой части (П9), а также
магнитный скачок давления, фигурирующий в правой
части (П9).
Отметим, что в рассматриваемом приближении эле-

мент слабодеформированной ((∂ζ /∂z)2 � 1) поверхно-
сти раздела жидкостей записывается в виде dσ = adϑdz,
в то время как средняя кривизна вычисляется по
формуле

K =
1
2

(
1
a
− ζ

a2
− ∂2ζ

∂z2

)
.

При записи вектора нормали n к поверхности раздела
пренебрежем его отклонением от направленного к оси
симметрии поверхности радиального направления и по-
ложим n = −er . При этом фигурирующий в правой части
(П9) интеграл по куску поверхности раздела, лежаще-
му внутри рассматриваемого индивидуального объема,
легко преобразуется в интеграл по индивидуальному
объему

∫
s

Kndσ =
∫
V

er δ(r − a)
(
ζ

a2
+
∂2ζ

∂z2
− 1

a

)
dv, (5)

где δ(r − a) — дельта-функция Дирака от аргумента
(r − a), а dv = rdrdϑdz.

Учитывая (5) и формулы (1) для возмущения магнит-
ной силы fm

fm =



f(1)m при r < r s, 0 6 ϑ 6 2π, −∞ < z < ∞,

f(2)m при r > r s, 0 6 ϑ 6 2π, −∞ < z < ∞,

перепишем (П9) в виде∫
V

[
ρ
∂u
∂t

+ grad p− η1u− ρg− fm

+ erαδ(r − a)
(
1
a
− ζ

a2
− ∂2ζ

∂z2

)]
dv = 0.

Напомним, что это интегральное равенство выполня-
ется (в рамках линейной постановки задачи) для про-
извольного индивидуального объема. Оно выполняется,
естественно, при обращении в нуль подынтегрального
выражения. Оставляя в стороне вопрос о строгом мате-
матическом обосновании законности перехода от инте-
грального равенства к дифференциальному уравнению,
получаемому приравниванием нулю подынтегрального
выражения, далее будем использовать следующее урав-
нение движения:

ρ
∂u
∂t

= − grad p + η1u + ρg

+ µ0M10[1−2(r − a)]grad
∂ϕ1

∂z

+ µ0M202(r − a)grad
∂ϕ2

∂z

− erαδ(r − a)
(
1
a
− ξ

a2
− ∂2ζ

∂z2

)
, (6)

где

2(r − a) =



0 при r < a

1 при r > a

— функция Хевисайда.
На поверхности раздела жидкостей (в линейном при-

ближении при r = a) решение системы уравнений (4),
(6) должно удовлетворять кинематическому условию,
физически означающему, что поверхность раздела состо-
ит из одних и тех же жидких частиц

∂ζ

∂t
= ur . (7)

Физический смысл имеют, естественно, лишь ограни-
ченные при r = 0 функции u, p, причем u → 0 при
r → ∞.
С целью упрощения дальнейших выкладок преобразу-

ем уравнение движения (6). В гидродинамике важной ки-
нематической характеристикой поля скоростей является
вектор вихря скорости ωc = (1/2)rot u. В рассматривае-
мом случае лишь азимутальная составляющая вектора
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вихря отлична от нуля, вследствие чего в каждой из
плоскостей z = const вихревые линии представляют
семейство концентрических окружностей. Применив к
уравнению (6) оператор rot, получаем

∂ωc

∂t
− ν1ωc = eϑ

δ(r − a)
2ρ

[
α

(
1
a2

∂ζ

∂z
+
∂3ζ

∂z3

)

+ µ0

(
M10

∂2ϕ1

∂z2
− M20

∂2ϕ2

∂z2

)]
, ν =

η

ρ
. (8)

Векторное уравнение подобного типа хорошо из-
вестно в теоретической физике. Из правой части (8)
видно, что при неустановившемся движении жидкостей
локализованные на поверхности раздела капиллярные
силы и скачок, испытываемый осевой составляющей
плотности магнитных сил fm при переходе через поверх-
ность раздела, генерируют вихри в жидких частицах,
образующих поверхность раздела. В соответствии с (8)
распространение вихрей в жидкостях по обе стороны от
поверхности раздела осуществляется путем диффузии,
причем коэффициент диффузии равен кинематическому
коэффициенту вязкости жидкостей ν . Уравнение (8)
позволяет легко оценить характерное время диффузии τd

вихрей поперек жидкой цилиндрической нити с харак-
терным радиусом a. В самом деле, приравнивая по
порядку величины члены, стоящие в левой части (8),
получаем τd = a2/ν , так что с уменьшением коэф-
фициента вязкости величина τd растет. В предельном
случае невязких жидкостей (при ν = 0) из уравнения (8)
находим

ωc = eϑ
δ(r − a)

2ρ

t∫
0

[
α

(
1
a2

∂ζ

∂z
+
∂3ζ

∂z3

)

+ µ0

(
M10

∂2ϕ1

∂z2
− M20

∂2ϕ2

∂z2

)]
dt,

т. е. вихри не покидают места своего рождения.
После введения (с помощью уравнения неразрывно-

сти (4)) функции тока ψ(r, z, t)

ur =
1
r
∂ψ

∂z
, uz = −1

r
∂ψ

∂r

имеем

ωc = eϑ
1
2r

Lψ, 1ωc = eϑ
1
2r

LLψ,

L =
∂2

∂r 2
− 1

r
∂

∂r
+

∂2

∂z2
.

С учетом этих выражений уравнение (8) записывается
следующим образом:(

L − 1
ν

∂

∂t

)
Lψ =

r δ(r − a)
η

×
[
µ0

(
M20

∂2ϕ2

∂z2
− M10

∂2ϕ1

∂z2

)
− α

(
1
a2

∂ζ

∂z
+

∂3

∂z3

)]
.

(9)

Кинематическое условие (7) приводится к виду

∂ζ

∂t
=

1
a
∂ψ

∂z
при r = a. (10)

Таким образом, функции ζ (z, t), ϕ j (r, z, t), ψ(r, z, t)
определяются из решения задачи (2), (3), (9), (10).

Дисперсионное соотношение
и его анализ

С целью исследования характера временно́й эволю-
ции поверхности раздела жидкостей изучим поведение
при возрастании времени частных решений (гармоник)
рассматриваемой линейной задачи, имеющих вид

ζk exp
[
i (kz− ωt)

]
, 8

( j )
k (r ) exp

[
i (kz− ωt)

]
,

9k(r ) exp
[
i (kz− ωt)

]
, i =

√−1. (11)

Здесь ζk, 8
( j )
k (r ), 9k(r ) — преобразование Фурье иско-

мых функций ζ (z, t), ϕ j (r, z, t), 9(r, z, t) (рассматривае-
мых в начальный момент времени) по переменной z.
В выражениях (11) выбор экспоненциального со-

множителя exp(−iωt) и связанное с ним разделение
переменных обусловлены тем обстоятельством, что ко-
эффициенты линейной однородной системы уравнений
в частных производных (2), (9) не зависят от времени.
Ввиду этого рассматриваемая задача в случае выполне-
ния накладываемой уравнениями и краевыми условиями
связи между ω и k (дисперсионное соотношение) до-
пускает частные решения вида (11) при любом значении
волнового числа k. При этом с помощью дисперсионного
соотношения можно указать диапазоны волновых чисел
растущих и затухающих с ростом времени гармоник,
найти волновое число наиболее быстро растущей гармо-
ники и получить также другую представляющую интерес
информацию.
При подстановке выражений (11) в (2), (3), (9), (10)

получаем

d28
( j )
k

dr2
+

1
r

d8( j )
k

dr
− (β j k)28( j )

k = 0, (12)

при r = a

8
(1)
k = 8

(2)
k ,

µr 1
d8(1)

k

dr
− µr 2

d8(2)
k

dr
= ikζk(M10 − M20), (13)

L1L29k =
r δ(r − a)

η

[
µ0k

2(M108
(1)
k − M208

(2)
k )

− iαζkk

(
1
a2

− k2

)]
, (14)

при r = a
ωaζk + k9k = 0, (15)
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где

L1 =
d2

dr2
− 1

r
d
dr

− k2, L2 =
d2

dr2
− 1

r
d
dr

− m2,

m =
√

k2 − i
ω

ν
, Rem> 0.

Решение задачи магнитостатистики (12), (13), имею-
щие ограниченные при r = 0, r → ∞ производные,
записывается следующим образом:

8
(1)
k =

i ζk

c
(M10 − M20)K0(β2ka)I 0(β1kr),

8
(2)
k =

i ζk

c
(M10 − M20)I 0(β1ka)K0(β2kr),

c = β1µr 1I 1(β1ka)K0(β2ka)

+ β2µr 2I 0(β1ka)K1(β2ka), (16)

где I l (x), Kl (x), l = 0, 1 — модифицированные функции
Бесселя первого и второго рода.
В результате подстановки выражений (16) в уравнение

(14) получаем

L1L29k = δ(r − a)T(r ), (17)

где

T(r ) =
iαζkkt
ηa2

{
µ0ka2

αc
(M10 − M20)[M10K0(β2ka)I 0(β1kr)

− M20I 0(β1ka)K0(β2kr)] + (ka)2 − 1

}
.

Нетрудно указать фундаментальную систему однород-
ного уравнения, соответствующего линейному неодно-
родному уравнению четвертого порядка (17),

9k1 = r I 1(kr), 9k2 = rK1(kr),

9k3 = r I 1(mr), 9k4 = rK1(mr). (18)

С использованием (18) методом вариации постоянных
(аналогично используемой в [21] процедуре построе-
ния решения неоднородного уравнения второго поряд-
ка (7.2.48), содержащего в правой части сдвинутую
δ-функцию) находим частное решение неоднородного
уравнения (17), имеющее в точке r = a непрерывные
производные первого и второго порядков и удовлетво-
ряющее условиям ограниченности скорости при r → 0,
r → ∞,

9k =
iα
ηa

kζk

m2 − k2 (~2 + ~N3− 1)R(r ), (19)

где

R(r ) = r
[
K1(~)I 1(kr) − K1(ma)I 1(mr)

]
при r 6 a,

R(r ) = r
[
I 1(~)K1(kr) − I 1(ma)K1(mr)

]
при r > a,

3 =
(µr 1 − µr 2)2I 0(β1~)K0(β2~)

β1µr 1I 1(β1~)K0(β2~) + β2µr 2I 0(β1~)K1(β2~)
,

N =
aµ0
α

H2
0, ~ = ka.

После подстановки выражений (11), (19) в кинемати-
ческое условие на поверхности раздела жидкостей (15)
находим дисперсионное соотношение

ρa3

α
ω2 = ~2(1− ~N3− ~2)

× [
I 1(q)K1(q) − I 1(~)K1(~)

]
, (20)

где
q =

√
~2 − iωτd, Re q > 0.

Поскольку в правой части равенства (20) все вели-
чины безразмерные, то, как видно из левой части (20),
в рассматриваемой задаче помимо τd имеется также
характерный масштаб времени τi =

√
ρa3/α. Для выяс-

нения физического смысла τi рассмотрим дисперсионное
соотношение задачи об устойчивости цилиндрической
поверхности раздела покоящихся невязких жидкостей.
Применительно к эксперименту можно говорить, разу-
меется, лишь о маловязких жидкостях, когда на ини-
циированное капиллярными силами макроскопические
движения жидкостей влияние вязких сил пренебрежимо
мало́ по сравнению с инерционными и магнитными
силами. В этом случае τd → ∞, так что выражение (20)
принимает вид

(ωτi )2 = ~2I 1(~)K1(~)(~2 + ~N3− 1). (21)

Поскольку I 1(~)K1(~) > 0 при ~ > 0, то из этого вы-
ражения следует, что в отсутствие магнитного поля (при
N = 0) в случае ~ > 1 частота ω является действитель-
ной функцией безразмерного волнового числа ~. Если
же 0 < ~ < 1, то Reω = 0, тогда как на разных ветвях
двузначной функции ω(~) имеем Imω > 0 и Imω < 0.
Так как при проведении физического эксперимента в
спектрах возмущений имеются любые волновые числа,
то из выполнения условий Reω = 0, Imω > 0 следует,
что рассматриваемая конфигурация первоначально поко-
ящихся жидкостей неустойчива, причем неустойчивость
имеет монотонный характер. Таким образом, временна́я
эволюция нитевидной капли первоначально покоящейся
идеально несжимаемой жидкости принципиально отлич-
на от поведения сферической капли [22], совершающей
под действием капиллярных сил собственные колебания.
Анализ показывает, что при N 6= 0 магнитное поле

лишь сужает диапазон неустойчивых волновых чисел,
принципиально не изменяя характер неустойчивости
гармоник. Поскольку дисперсионные соотношения (20),
(21) описывают линейную стадию эволюции гармоник,
то масштаб времени τi также характеризует линейную
стадию развития вызываемой капиллярными силами
неустойчивости нитевидной капли при доминирующем
влиянии сил инерции по сравнению с силами вязкости
(инерционный режим капиллярного распада).
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Возвращаясь к исследованию поведения жидкой нити
в случае вязких феррожидкостей, отметим, что много-
численными экспериментами с немагнитными жидкостя-
ми показано существование вязкого режима капиллярно-
го распада нити, когда в общем балансе сил вклад инер-
ционных сил мал, а эволюция формы поверхности нити
определяется в основном воздействием на жидкость
капиллярных и вязких сил. Обозначим τv временно́й
масштаб линейной стадии капиллярного распада нити
в вязком режиме. Несложные оценки, базирующиеся на
использовании гидродинамической части рассматривае-
мой задачи (аналогичные проведенным в [23]), приводят
к результату τv = ηa/α. В терминах безразмерных
критериев условие реализации вязкого режима распада
записывается в виде Z � 1, где Z = η/

√
ραa —

число Онезорге. Поскольку τi /τv = Z−1, τd/τv = Z−2,
то при Z � 1 имеет место следующая иерархия
характерных времен: τd � τi � τv . Если же Z � 1,
то τv � τi � τd; именно этому случаю соответствует
дисперсионное соотношение (21).
Переходя в (20) к безразмерной функции � = ωτv ,

имеем

ε�2 = ~(1− ~N3− ~2)[I 1(q)K1(q) − I 1(~)K1(~)],

q =
√
~2 − i ε�, ε = Z−2. (22)

В рассматриваемом случае ε � 1, так что, огра-
ничиваясь линейным членом разложения правой части
(22) по степеням ε, находим корень дисперсионного
соотношения, описывающий режим развития капилляр-
ной неустойчивости капли при доминирующем влиянии
вязких сил по сравнению с силами инерции

ωτv = i (1− ~N3− ~2)
{

I 1(~)K1(~)

+
~

2

[
I 1(~)K0(~) − I 0(~)K1(~)

]}
. (23)

Как видно из (23), при действительных ~ главный
член разложения ω по степеням ε является чисто
мнимой величиной. Численный анализ показывает, что
функция, представляемая выражением в фигурных скоб-
ках, положительна при всех ~ > 0, так что знак Imω

совпадает со знаком выражения в круглых скобках (то
же самое имеет место для одной из ветвей двузначной
функции ω(~) в случае невязкой жидкости (21)). Отме-
тим, что при учете в (23) следующего члена разложения
по-прежнему Reω = 0. В отсутствие магнитного поля
(при N = 0), а также в случае µr 1 = µr 2 запись
корня (23) с точностью до обозначений совпадает с
выражением, полученным в [19].
При построении графиков, иллюстрирующих влияние

магнитного поля на капиллярную неустойчивость ните-
видной капли принят линейный (β1 = 1, β2 = 1) закон
намагничивания феррожидкостей. На рис. 1 построены
графики, представляющие дисперсионную зависимость
(23) при фиксированных значениях µr 1, µr 2 и различ-
ных N. Для заданного N и всех ~, лежащих правее

Рис. 1. Дисперсионные зависимости (23) при различных N в
отсутствие магнитного поля (N = 0, ромбы) (a), при наличии
поля для жидкости с µr1 = 5, µr2 = 1 (сплошные кривые) (b) и
при наличии поля для жидкостей с µr1 = 1, µr2 = 5 (штриховые
кривые) (c). N: 1 — 0.1, 2 — 0.3, 3 — 0.5, 4 — 0.7, 5 — 0.9.

точки пересечения ~c = ~c(µr 1, µr 2,N) соответствующей
кривой с осью абсцисс, выполняется условие Imω < 0,
а для ~, лежащих левее ~c, имеем Imω > 0. Таким
образом, гармоники, соответствующие безразмерным
волновым числам ~ > ~c, устойчивы, а гармоники с
~ < ~c неустойчивы. Точки же ~ = ~c соответствуют
пороговым значениям волнового числа. Как видно из
рис. 1, при наличии скачка относительных магнитных
проницаемостей жидкостей (µr 1 − µr 2 6= 0) магнитное
поле стабилизирует некоторый диапазон неустойчивых
в отсутствие поля гармоник (с длинами волн λ > 2πa).
При этом с увеличением как N, так и |µr 1 − µr 2| увели-
чивается характерное время развития (Imω)−1∗ наиболее
быстро растущей гармоники (т. е. гармоники с безраз-
мерным волновым числом ~∗(N, µr 1, µr 2), реализующим
при заданных N, µr 1, µr 2 максимум соответствующей
кривой). Следует отметить, что для одной и той же
пары жидкостей и фиксированного N величина (Imω)−1∗
в случае µr 1 > µr 2 оказывается больше, чем в случае
µr 1 < µr 2.

Обращаясь к выражениям (21), (23), легко видеть, что
при заданных N, µr 1, µr 2 пороговые волновые числа ~c в
случаях Z � 1 и Z � 1 равны между собой. На рис. 2
представлены графики, соответствующие дисперсионной
зависимости (21). Сравнение рис. 1 и 2 показывает, что
вязкость существенным образом влияет на характерные
времена развития наиболее быстро растущих гармо-
ник — в случае сильновязких жидкостей эти времена
на порядок больше, чем в случае маловязких жидкостей.

Дисперсионные соотношения (20), (21) приводят к
одному и тому же семейству кривых нейтральной устой-
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Рис. 2. Дисперсионные зависимости (21) при тех же значени-
ях параметров N, µr1, µr2, что на рис. 1.

чивости, зависящих от параметров µr 1, µr 2,

N =
1− ~2

~3
. (24)

На плоскости (~,N) вдоль этих кривых выполняется
условие Imω = 0. По своему смыслу кривые нейтраль-
ной устойчивости являются границами, разделяющими
полосу (0 6 ~ 6 1, N > 0) на область устойчивости
(в каждой точке которой Imω < 0) и область неустой-
чивости (где Imω > 0). При построении областей устой-
чивости и неустойчивости (рис. 3) более естественным
является использование плоскости (N, ~), поскольку в
условиях эксперимента N — контролируемый параметр,
тогда как в спектре возмущений имеются любые вол-
новые числа. Переход от плоскости (~,N) к плоскости
(N, ~) совершается путем обращения выписанной выше
функции N = N(~).
На рис. 3 области устойчивости расположены выше

кривых нейтральной устойчивости, отвеающих заданным
µr 1, µr 2, а области неустойчивости — ниже этих кривых.
Из рис. 3 видно, что пороговое волновое число умень-
шается как с ростом N, так и с увеличением скачка
магнитных проницаемостей жидкостей. Для одной и той
же пары жидкостей при фиксированной напряженности
магнитного поля и неизменном диаметре жидкой нити
пороговое волновое число ~c1 в случае µr 1 > µr 2 меньше
порогового волнового числа ~c2 в случае µr 1 < µr 2.
Вследствие этого диапазон ~c1 < ~ < 1 гармоник,
стабилизируемых магнитным полем, в случае µr 1 > µr 2

оказывается шире диапазона ~c2 < ~ < 1 гармоник,
стабилизируемых в случае µr 1 < µr 2. Таким образом, при
одной и той же напряженности магнитное поле оказы-
вает более эффективное стабилизирующее воздействие
на каплю феррожидкости, взвешенную в немагнитной
жидкости (конфигурация I), чем на каплю немагнитной

жидкости, находящуюся в той же самой феррожидкости
(конфигурация II).
Обращаясь к (20), легко видеть, что семейство ли-

ний (24) представляет кривые нейтральной устойчи-
вости при любом значении числа Онезорге. Ввиду
этого представленные на рис. 3 области устойчиво-
сти и неустойчивости характеризуют при заданных
N, ~, µr 1, µr 2 тип эволюции гармоники при произволь-
ном соотношении между инерционными и вязкими си-
лами в процессе капиллярного распада нити феррожид-
кости при наличии продольного магнитного поля.
В случае немагнитных жидкостей с неравными коэф-

фициентами вязкости вычислявшаяся в рамках линейной
теории длина волны λ∗ гармоники, наиболее быстро
растущей в режиме капиллярного распада нитевидной
капли при доминирующем влиянии сил вязкости по
сравнению с силами инерции, хорошо согласуется с
экспериментальными данными, базирующимися на из-
мерении диаметра капель, образующихся после распада
нити [11,12,16]. При этом, разумеется, не учитывается
образование сателлитов, локализованных в промежутках
между регулярно расположенными крупными каплями.
На рис. 4 представлены зависимости λ∗/a от N, по-

строенные с использованием найденного при Z � 1 вы-
ражения корня (23) дисперсионного соотношения (20),
а на рис. 5 — аналогичные зависимости, построенные
с использованием дисперсионного соотношения (21),
соответствующего случаю Z � 1. Из этих графиков
следует, что как в конфигурациях I, так и в конфигу-
рациях II при фиксированном диаметре жидкой нити в
каждом из случаев Z � 1, Z � 1 характерный размер
капель, образующихся в результате капиллярного рас-
пада исходной нитевидной капли, увеличивается как с
ростом напряженности магнитного поля, так и с уве-
личением скачка магнитных проницаемостей жидкостей.

Рис. 3. Кривые нейтральной устойчивости. Сплошные кривые
µr2 = 1, µr1: 1 — 2, 2 — 4, 3 — 5. Штриховые кривые µr1 = 1,
µr2: 1 — 2, 2 — 4, 3 — 5.
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Рис. 4. Случай Z � 1. Зависимость длины волны наиболее
быстро растущей гармоники от квадрата безразмерной напря-
женности магнитного поля. Сплошные кривые µr2 = 1, µr1:
1 — 4, 2 — 5. Штриховые кривые µr1 = 1, µr2: 1′ — 4, 2′ — 5.

Рис. 5. Z � 1. То же, что на рис. 4.

Легко видеть также, что как в случае Z � 1, так и в
случае Z � 1 при фиксированной напряженности поля
в конфигурациях I образуются более крупные капли по
сравнению с соответствующими конфигурациями II.
Сравнение между собой представленных на рис. 4, 5

графиков показывает, что в одинаковых конфигурациях
при одинаковых H0 и a имеется заметное различие
размеров капель в случаях Z � 1 и Z � 1. При
этом в вязком режиме капиллярного распада нити об-
разуются более крупные капли, нежели в инерционном
режиме распада. Так, в отсутствие магнитного поля
λ∗/a = 11.1896 при Z � 1, в то время как λ∗/a = 9.2843
при Z � 1.

Заключение

На базе интегральной формы закона сохранения ко-
личества движения конечного материального объема,
состоящего из двух граничащих друг с другом несме-
шивающихся магнитных жидкостей, находящихся в маг-
нитном поле, выведено дифференциальное уравнение
движения жидкостей, содержащее наряду с объемными
силами также и сосредоточенные на поверхности раз-
дела капиллярные силы. С его помощью сравнительно
просто получено в явном виде дисперсионное соотноше-
ние задачи о капиллярной неустойчивости взвешенной
нитевидной капли вязкой феррожидкости, находящейся
в продольном магнитном поле. Рассмотрен случай, когда
плотность и вязкость жидкости, окружающей каплю,
равны соответствующим параметрам капли, а магнитная
проницаемость отличается от проницаемости капли.
Проведен анализ воздействия поля на распад нитевид-

ной капли а) при доминирующем влиянии сил вязкости
по сравнению с инерционными силами (вязкий режим
распада, число Онезорге Z � 1), б) при доминирующем
влиянии инерционных сил по сравнению с вязкими
силами (инерционный режим, Z � 1). Показано, что
в обоих режимах для заданной пары магнитной и
немагнитной жидкостей в заданном диаметре нитевид-
ной капли в случае капли феррожидкости, взвешенной
в немагнитной жидкости (конфигурация I) магнитное
поле фиксированной напряженности стабилиризует бо-
лее широкий диапазон неустойчивых в отсутствие поля
гармоник, чем в случае капли немагнитной жидкости,
взвешенной в той же самой феррожидкости (конфигу-
рация II). При этом в обоих режимах (Z � 1, Z � 1)
в результате капиллярного распада конфигурации I об-
разуются более крупные капли, чем при капиллярном
распаде конфигурации II. При капиллярном распаде
обоих конфигураций с увеличением напряженности поля
увеличиваются а) интервал волновых чисел гармоник,
стабилизируемых полем, б) характерное время развития
наиболее быстро растущей гармоники, в) характерный
размер капель, образующихся после распада исходной
нитевидной капли.
Сравнение вязкого и инерционного режимов капил-

лярного распада нитей феррожидкостей показывает, что
при одинаковых условиях основное влияние вязкие силы
оказывают на характерные времена развития наиболее
быстро растущих гармоник (при Z � 1 эти времена
на порядок больше, чем в случае Z � 1), тогда как
различие характерных размеров капель, образующихся
в результате распада нитей, существенно меньше.

Приложение

Основным динамическим соотношением, постулируе-
мым в механике сплошной среды [20], является уравне-
ние количества движения для конечного объема сплош-
ной среды. Согласно этому уравнению, записываемому
относительно инерциальной системы отсчета, скорость
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изменения во времени количества движения Q любого
индивидуального (т. е. состоящего из одних и тех же
частиц рассматриваемой среды) объема V(t), ограничен-
ного поверхностью 6(t), равна главному вектору внеш-
них сил, действующих на образующую рассматриваемый
объем среду,

dQ
dt

=
∫
V

ρFdv +
∫
6

pndσ, Q =
∫
V

ρudv. (П1)

Здесь ρ и u — соответственно плотность среды и
поле скоростей, F — плотность массовых сил, pn —
вектор напряжений (плотность поверхностных сил) на
площадке dσ с нормалью n, dv — элемент объема.
В механике сплошной среды направление n всегда выби-
рается так, чтобы нормаль была внешней по отношению
к той части среды, на которую действует поверхностная
сила pndσ . Если же рассматриваемый объем V помимо
распределенных по 6 поверхностных сил подвергается
также воздействию внешних сил, сосредоточенных вдоль
некоторых поверхностей, лежащих внутри V , то в пра-
вую часть первого выражения (П1) необходимо добавить
сумму этих внешних сил.
С целью упрощения выкладок далее используется

прямоугольная декартова система координат x1, x2, x3 с
векторами базиса e1, e2, e3, в котором u = ui ei , n = ni ei .
При этом pn = pi ni , pi = pkiek, где pki — компоненты
тензора напряжений P = pkiekei (i , k = 1, 2, 3). Здесь
и всюду в дальнейшем во всех выражениях, содержа-
щих пары одинаковых индексов, проводится независимое
суммирование по повторяющимся индексам.
Следует особо подчеркнуть, что уравнение (П1) при-

менимо для описания как непрерывных, так и разрывных
движений сплошной среды. В тех случаях, когда в рас-
сматриваемой области характеристики движения и со-
стояния сплошной среды непрерывны вместе со своими
производными по координатам и по времени, с исполь-
зованием, в частности, формулы Гаусса–Остроградского
для преобразования фигурирующего в (П1) интеграла
по поверхности 6 в интеграл по ограничиваемому 6

объему V строго доказывается [20], что интегральная
форма записи закона сохранения количества движения
(П1) эквивалентна дифференциальному уравнению дви-
жения сплошной среды

ρ

[
∂u
∂t

+ (u · ∇)u
]

= ρF +
∂pi

∂xi
, ∇ = ei

∂

∂xi
. (П2)

Если же внутри V имеется сохраняющаяся с течением
времени изолированная поверхность 6s, при переходе
через которую параметры среды претерпевают разрыв,
то с помощью (П1) устанавливается одно из системы
конечных соотношений, связывающих между собой зна-
чения параметров среды на различных сторонах поверх-
ности 6s.

Преобразуем уравнение (П1) применительно к слу-
чаю, когда гладкая поверхность разрыва 6s разделяет

Рис. 6. К выводу интегрального равенства (П4).

рассматриваемый индивидуальный объем V на две ча-
сти, в каждой из которых движение сплошной среды
непрерывно. Как и при выводе условий на поверхностях
разрыва [20], введем в рассмотрение некоторый вспомо-
гательный объем V0, связанный с куском s поверхности
6s, лежащим внутри V (рис. 6). С этой целью из каждой
точки области s проведем в обе стороны от 6s отрезки
нормалей достаточно малой длины h/2. Совокупности
концов таких отрезков, лежащие внутри V , образуют
эквидистантные 6s поверхности S1 и S2, которые сов-
местно с примыкающей к ним боковой поверхностью 6l

(являющейся частью 6), ограничивают объем V0.
Обозначим через V1,V2 объемы, отсекаемые поверхно-

стями S1, S2 от исходного объема V = V0+V1+V2, а через
∂V0, ∂V1, ∂V2 — поверхности, ограничивающие V0,V1,V2.
Принимая во внимание, что в точках поверхности S1

направления внешних к ∂V0, ∂V1 нормалей противопо-
ложны (то же самое выполняется на S2 для внешних
нормалей к ∂V0, ∂V2), и учитывая выполняющееся для
внутренних напряжений на S1, S2 равенство pn = −p−n,
можем записать∫

6

pndσ =
∫
∂V1

pndσ +
∫
∂V2

pndσ +
∫
∂V0

pndσ, (П3)

поскольку в правой части этого равенства интегралы по
смежным между объемами V0,V1 и V0,V2 границам S1, S2

взаимно сокращаются.
Преобразовав с помощью формулы Гаусса–Остро-

градского первые два интеграла в правой части этого
равенства в интегралы по объемам V1,V2, перейдем
затем к пределу при h → 0. При этом площадь боковой
поверхности 6l объема V0 стремится к нулю. Ввиду
ограниченности pn последний интеграл в правой части
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(П3) в пределе перейдет в интеграл по разным сторонам
области s с взаимно противоположными направления-
ми нормалей, так что с учетом очевидного равенства
lim
h→0

V0 = 0 получаем

lim
h→0

∫
6

pndσ =
∫
V

∂pi

∂xi
dv +

∫
s

[pn]dσ, [pn] = pn + p−n.

В результате уравнение (П1) преобразуется к следую-
щему виду:∫

V

{
ρ

[
∂u
∂t

+ (u · ∇)u− F

]
− ∂pi

∂xi

}
dv =

∫
s

[pn]dσ. (П4)

Пусть далее 6s представляет поверхность раздела
между двумя несмешивающимися ньютоновскими маг-
нитными жидкостями, свойства которых (плотность ρ,
коэффициент динамической вязкости η, абсолютная маг-
нитная проницаемость µ) различны по разные стороны
от 6s. Для несжимаемой ньютоновской жидкости

pki = −pδki + πki , πki = η

(
∂uk

∂xi
+
∂ui

∂xk

)
,

δki = 1 при k = i , δki = 0 при k 6= i ,

где p — давление, πki — вязкий тензор напряжения.
При этом

∂pi

∂xi
= −∇p + η1u, 1 = ∇2. (П5)

Предполагается, что жидкости помещены в магнитное
поле H, создаваемое внешними источниками. В соот-
ветствии с законами магнитостатики нормальная к 6s

составляющая вектора напряженности магнитного поля,
а также касательная составляющая вектора индукции
B = µH и вектор намагниченности M = µ−1

0 B − H
при переходе через 6s претерпевает разрывы; здесь
µ0 = 4π · 10−7 H/m — магнитная постоянная.
Помимо массовой силы тяжести с плотностью g (g —

ускорение свободного падения) на магнитную жидкость,
находящуюся в градиентном магнитное поле, действует
также объемная магнитная сила. Пренебрегая диполь-
ным взаимодействием коллоидных частиц, имеем [1] сле-
дующее выражение для объемной плотности магнитной
силы Fm = µ0M∇H . В результате фигурирующая в
(П4) суммарная плотность внешней объемной силы ρF
представляется выражением

ρF = ρg + µ0M∇H. (П6)

Из каждой точки O гладкой поверхности раздела
6s в противоположных направлениях выходят векторы
нормалей n и −n. Эти векторы определяют ориентацию
элементарных площадок dσ+ и dσ− с центром в точке O,
локально представляющих разные стороны поверхно-
сти 6s. Условимся далее отмечать индексами 1 и 2

давление, намагниченность, а также значения компонент
вязкого тензора напряжений в точке соответственно на
площадках dσ+ и dσ−. При совместном движении несме-
шивающихся феррожидкостей в каждой точке поверх-
ности раздела выполняется динамическое условие [2],
выражающее баланс поверхностных сил, действующих
на противоположные стороны границы раздела (и явля-
ющееся обобщением динамического условия, используе-
мого в гидродинамике [22])

(p1 − p2)nk − (π(1)
ki − π

(2)
ki )ni

=
{
2αK +

µ0

2

[
(M(2)

i ni )2 − (M(1)
i ni )2

]}
nk,

K =
1
2

(
1
R1

+
1
R2

)
, (П7)

где α — коэффициент поверхностного натяжения;
R1,R2 — главные радиусы кривизны поверхности 6s в
рассматриваемой точке.
Из физических соображений следует, что в каждой

точке 6s величины R1,R2 имеют одинаковый знак,
выбираемый из условия, что в отсутствие магнитно-
го поля гидродинамическое давление на элементарных
площадках dσ+, dσ− с нормалями n и −n к неплоской
поверхности раздела 6s больше с той стороны 6s,
которая вогнута.
По сравнению со случаем немагнитных жидкостей

(M(1) = 0, M(2) = 0) наряду с поверхностным давле-
нием 2αK, всецело обусловленным капиллярными сила-
ми [22], в правую часть (П7) входит магнитный скачок
давления, возникающий при наличии скачка нормальной
составляющей вектора намагниченности и не зависящий
от кривизны поверхности раздела. При этом в случае
двух покоящихся феррожидкостей, имеющих плоскую
поверхность раздела, большее давление испытывает та
из площадок dσ+, dσ−, к которой примыкает феррожид-
кость с меньшей величиной M · n. Например, давление
внутри феррожидкости у плоской границы с атмосферой
меньше атмосферного на величину µ0(M · n)/2.
В более компактной векторной форме динамическое

условие (П7) записывается следующим образом:

pn+p−n =
{
2αK +

µ0

2

[
(M(2) · n)2− (M(1) · n)2

]
n
}
. (П8)

При подставке (П5), (П6), (П8) в (П4) получаем∫
V

{
ρ

[
∂u
∂t

+ (u · ∇)u− g

]
+ ∇p− η1u− µ0M∇H

}
dv

=
∫
s

{
2αK +

µ0

2

[
(M(2) · n)2 − (M(1) · n)2

]}
ndσ. (П9)

В основном тексте используется запись этого инте-
грального равенства в цилиндрической системе коор-
динат.

Работа выполнена при поддержке Российского фон-
да фундаментальных исследований (проект № 99-01-
01057).
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