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Рассмотрено механизм возбуждения нелинейной среды на основе массива нанотрубок типа
”
зигзаг“.

Показано, что, несмотря на эквидистантный спектр уединенной нанотрубки при наличии возбуждения

системы, возможен механизм генерации терагерцового излучения. При отсутствии накачки среды за счет

большого значения силы осциллятора система проявляет хорошие поглощающие свойства.

Введение

Совокупность большого числа уникальных свойств

углeродных нанотрубок (CN) в сочетании с их геометри-

ческими размерами делает нанотрубки перспективными

при рассмотрении задачи генерации СВЧ- и терагер-

цового излучения [1–14]. Терагерцовое (ТГц) излуче-

ние, как правило, имеет низкую выходную мощность

и пиковую интенсивность генерируемого излучения. Ти-

пичные значения энергии генерируемых ТГц-импульсов

лежат в диапазоне от пико- до наноджоулей, средней

мощности — от нано- до микроватт, напряженности

электромагнитного поля — от нескольких единиц до

нескольких десятков kV/cm. Лишь на уникальных ис-

точниках ТГц-излучения удается достичь амплитуд на-

пряженности электромагнитного поля в несколько сотен

kV/cm [15]. Поэтому задача по исследованию процессов

генерации ТГц-излучения при напряженности поля мас-

штаба ∼ 10 kV/cmя вляется актуальной. Такие величины

напряженности поля излучения были исследованы в

работах [10–12,16,17]. В [10] теоретически предсказан

и численно промоделирован процесс генерации ТГц-

излучения с длиной волны λ ≈ 1mm. В основе процесса

лежит эффект периодической нелинейной зависимости

тока в нанотрубках в переменном (быстро осциллиру-

ющем) электрическом поле при наличии постоянного

(или нестационарного, т. е. при наличии электрических

импульсов) электрического поля [14] (случай, когда

нанотрубка аппроксимируется свернутой в геликоиду

атомной цепочкой, см. [18]). В работе [11,16] на осно-

ве результатов работы [10], в частности, исследована

задача по генерации субмиллиметрового излучения при

воздействии на систему параллельно ориентированных

углеродных нанотрубок (УНТ) двухчастотного углекис-

лотного лазерного излучения (CO2-лазер) при наличии

постоянного (или нестационарного) поля. В работе [12]
(см. также [13,17]) предложен механизм генерации с

помощью нестационарного электрического поля (можно
использовать электрические импульсы [19,20]) в вол-

новоде с коротким передним фронтом (1T ≈ 10−10 s).
В результате такого

”
мгновенного“ включения

”
элек-

трического поля“ возникают колебания в электриче-

ском колебательном контуре, где частота колебаний

определяется величиной кинетической индуктивности и

квантовой электрической емкостью [21,22].
В настоящей работе рассмотрим механизм возбужде-

ния нелинейной среды на основе массива параллельно

ориентированных невзаимодействующих нанотрубок ти-

па
”
зигзага“ для генерации ТГц-излучения. Исследуем

влияние эквидистантного спектра уединенной нанотруб-

ки на излучающие и поглощающие свойства системы из

УНТ.

Система материальных уравнений
в среде на основе массива нанотрубок

В [4] было показано, что в УНТ типа зигзаг с

металлическим типом проводимости при выполнении

условий a∂2α̃/∂z 2 ≪ ∂α̃/∂z , a∂2β̃/∂z 2 ≪ ∂β̃/∂z вблизи

поверхности Ферми уровни энергии не зависят от вели-

чины продольного электрического поля Ez

ε̄k =
√
3πγ0a(1 + 2k)/4L, (1)

где k = 0,±1,±2,±3,±4 . . . , eEz L/(2
√
3γ0) ≪ 1; L —

длина нанотрубки, γ0 — интеграл перескока; a =
√
3b,

b = 0.142 nm — расстояние между атомами углерода в

графене. Было также показано, что, несмотря на то, что

волновая функция зависит от Ez , значение матричного

элемента дипольного момента (dz )k,k−1 также не зависит

от величины продольного поля

(dz )k,k−1 = 〈k|d̂z |k − 1〉 = e(z )k,k−1,

(z )k,k−1 = −2L/π2, (2)

где индекс
”
z“ у оператора дипольного момента означа-

ет z -компоненту. Из (1) видно, что спектр УНТ является

эквидистантным. Из квантовой механики известно [23],
что в случае линейного осциллятора излучение может

только поглощаться. Это связано с тем, что спектр

энергий линейного осциллятора эквидистантный, а ве-

роятности перехода n → n + 1 и n → n − 1 с погло-

щением пропорциональны соответственно величинам
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(n + 1)|E(ωn+1,n)|2 и n|E(ωn,n−1)|2. У уединенной УНТ

спектр также квазидистантный вблизи поверхности Фер-

ми. В настоящей работе покажем, что в нашем случае

(ТГц-излучение) при определенных значениях накачки

в системе на основе массива УНТ из-за большого

значения силы осциллятора (
”
силы“ перехода) можно

рассмотреть задачу генерирования когерентного излу-

чения в результате многокаскадных переходов. В этом

случае становится актуальной задача создания условий

для эффективной накачки квантовой системы. При от-

сутствии накачки систему на основе массива нанотрубок

за счет наличия эквидистантного спектра отдельных

нанотрубок можно также использовать как поглощаю-

щую систему для излучения в ТГц-диапазоне. Сначала

исходя из полученных выше результатов рассмотрим

задачу генерации излучения из предположения, что уже

произведена накачка системы.

Пусть УНТ в пространстве ориентированы вдоль

нестационарного электрического поля произвольным об-

разом с постоянной объемной концентрацией (с объем-

ной долей c0). Для оценки процесса усиления излуче-

ния воспользуемся системой материальных уравнений

в резонаторе для двухуровневой системы с разностью

энергий состояний ~� = ε̄1 − ε̄0, где ε̄1, ε̄0 — уровни

энергий соответственно состояний |1 >, |0 >. Для опи-

сания процесса усиления в резонаторе в приближении

медленно меняющихся комплексных амплитуд восполь-

зуемся уравнением для компоненты поля излучения Ez

и системой двух материальных уравнений (для поля-

ризации Pz и величины разности населенностей N [24]
(см. также [4])

∂Ẽ
∂t

+
1

2τc
Ẽ = i

ω

2εε0
P̃,

∂N
∂t

+
N − N0

T1

=
2

~�
Ez

∂Pz

dt
,

∂P̃
∂t

+

(

1

T2

− i(�− ω)

)

P̃ = −i
|d1,0|2
3~

NẼ, (3)

Pz =
1

2
P̃ exp(−i�t) + комп. сопр.,

Ez =
1

2
Ẽ exp(−iωt) + комп. сопр.,

где выражение компл. сопр. означает комплексно сопря-

женная величина, d1,0 — матричный элемент дипольного

момента, ε, ε0 — соответственно электрическая прони-

цаемость и электрическая постоянная, в уравнениях (3)
в отличие от [24] существует связь между индукцией

и поляризацией Dz = εε0Ez + Pz . В уравнениях (3) в

соответствии с [4] введены обозначения

d1,0 = e(z )1,0 = −2eL
π2

,

~� = ε̄1 − ε̄0 =
√
3πγ0a/(2L), (4)

L — длина нанотрубки. В рассматриваемой задаче

в (3), как будет показано ниже, имеет место соотно-

шение ∂Pz /∂t ≫ Pz /T2. Поэтому в (3) при ω = � в

левой части для уравнения поляризации можно пре-

небречь слагаемым ∼ P̃/T2. В этом случае при зна-

чениях радиуса R = 10−9 m и длины L = 10−7 m на-

нотрубок, объемной доле наночастиц c0 = 10−5 (ес-
ли расстояние между центрами масштаба длины УНТ,

то взаимодействием между нанотрубками можно пре-

небречь [13]; поэтому при оценке можно было бы

использовать величину c0 = 10−3) концентрация на-

ночастиц будет K = c0/(πR2L) ≈ 3 · 1019 m−3. Предпо-

лагая, что для одного электрона в рассматривае-

мом состоянии инверсия состояний равна N = 0.1,

получаем для полной инверсии населенностей си-

стемы значение N = 6 · 1018 m−3 (в одном состоя-

нии два электрона). Предполагая, что ω = �, с

учетом 1ε̄1.0 = ε̄1 − ε̄0 =
√
3πγ0a/(2L) = 1.81 · 10−2 eV

из (3) получаем величину коэффициента усиления ТГц-

излучения в резонаторе

21 = |d1,0|[ωN/(3~εε0)]
1/2 ≈ 8.4 · 1011 с−1, (5)

где имеет место соотношение ∂Pz /∂t ≫ Pz /T2, ~ω =
= 1ε̄1,0 = 1.81 · 10−2 eV. Применительно к задаче уси-

ления излучения коэффициент усиления будет поряд-

ка Ŵ = 21/c ≈ 2.8 · 103 m−1 = 2.8mm−1, где длина вол-

ны λ = 2πc/ω ≈ 0.065mm = 65µm. Видно, что условие

приближения медленно меняющейся амплитуды λŴ ≪ 1

пока выполняется. Если положить, что c0 = 10−3,

то получаем, что K ≈ 3 · 1021 m−3, N = 6 · 1020 m−3,

Ŵ ≈ 28mm−1. Видно, что в этом случае приближе-

ние медленно меняющейся амплитуды не выполняет-

ся. При c0 = 10−5 запасенная энергия будет порядка

5 = N~ω/2 ≈ 8.7 · 10−3 J/m3. За счет возможности мно-

гокаскадных переходов величину 5 можно увеличить на

порядок.

Накачка нелинейной среды на основе
массива невзаимодействующих
нанотрубок

Основной проблемой в задаче генерирования моно-

хроматического излучения является создание условий

для эффективной накачки среды. Обсудим возможность

создания таких условий для среды на основе массива

параллельно ориентированных вдоль нестационарного

электрического поля невзаимодействующих нанотрубок.

Рассматриваемый ниже подход сильно перекликается

с генерацией излучения с помощью квантовых кас-

кадных лазеров [25], где роль элементов квантовой

слоистой гетероструктуры (квантовыми ямами) могут

быть периодически чередующиеся массивы УНТ, кото-

рые будут выполнять роль активной области. В кванто-

вых ямах сила осциллятора (
”
сила“ перехода) является

большой величиной [25]: электрон, помещенный в яму,

может поглощать электромагнитную волну почти так
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же, как электрон при циклотронном резонансе (сила
осциллятора близка к единице). Предложения по созда-

нию внутризонных лазеров на квантовых ямах за счет

туннельной инжекции — туннелирования электронов

через потенциальный барьер между квантовыми ямами

появились в 70 гг. [26] (в [27] было показано, что в

случае одной квантовой ямы на периоде невозможно

создание условий на рабочем переходе, т. е. инверсия

обнаружена не была). Идея, предложенная в [26], в моди-
фицированном виде и используется в квантовых каскад-

ных лазерах (ККЛ). ККЛ лазер был создан, когда было

осознано, что для возникновения инверсии необходимо

использовать сверхрешетки с периодом, состоящем из

нескольких ям. Среди направлений по созданию ИК-

лазеров следует выделить два направления: создание

ККЛ на межподзонных переходах [28,29], создание ИК-

лазеров на межподзонных переходах на межзонных

переходах на основе полупроводниковых гетероструктур

с квантовыми ямами и сверхрешетками типа II [30].
Приступим к обсуждению создания условий для эф-

фективной накачки среды на основе массива невзаимо-

действующих УНТ. Пусть нанотрубки распределены с

постоянной объемной концентрацией c0. В случае УНТ,

так же как и в квантовых ямах [25], сила осциллятора

будет большой величиной. Из (П2.4) и (П2.6) следует,

что со временем величина N стремится к нулю, т. е.

невозможно с помощью двухуровневой системы про-

извести накачку среды на основе массива УНТ. Это

означает, что для накачки системы с помощью излучения

необходима трехуровневая система.

Трехуровневую систему можно было бы реализо-

вать следующим образом. Рассмотрим для УНТ длиной

L1 = 10−6 m вынужденный переход с уровня |k = 0〉
на уровень |k = ν〉, где в дальнейшем ν = 10. В со-

ответствии с (4) энергия перехода для УНТ составит

ε
(1)
ν,0 =

√
3πγ0aν/(2L1) = 1.81 · 10−2 eV. Из (П4) следует,

что время накачки ν -го уровня

1t0→ν ≈ T2

[N0N1]
1/2

2ϕ0ν

, (6)

где в (П4) ∂N/∂t ≈ N0/1t0→ν .

При ε0|Ẽ0ν |2 = 20 J/m3 (ϕ0ν = 3.5 · 1021 m−3), T2 =
= 10−10 s, N0 = 6 · 1018 m−3, ~ω ≈ 1.81 · 10−2 eV время

накачки 1t − 0 → ν ≈ 10−13 s. Такое малое время накач-

ки ν -го уровня позволяет считать, что для уединенной

УНТ этот уровень является возбужденным, например, с

вероятностью 0.5. Покажем, что, несмотря на то, что у

УНТ энергетический спектр у УНТ типа зигзаг является

эквидистантным [23], время перехода электрона за счет

поглощения излучения на верхний уровень |ν + 1〉 будет
значительно больше времени перехода на нижний уро-

вень |ν − 1〉. Это, в свою очередь, будет означать, что в

случае накаченной среды на основе массива нанотрубок

будут в основном происходить многокаскадные перехо-

ды с верхних (возбужденных) уровней на нижние. Из (6)
следует, что время перехода 1tν→ν+1 на вышележащий

уровень

1tν→ν+1 ≈ T2

[N0N1]
1/2

2ϕν,ν+1

, (7)

где ϕν,ν+1 ≪ ϕ0,ν . Из (П6) следует, что время перехо-

да 1tν→ν−1 на нижележащий уровень

1tν→ν−1 ∼
1

ω

[N0N1]
1/2

2ϕν,ν−1

. (8)

Из (7) и (8) следует, что время перехода на вышележа-

щий уровень больше времени перехода на нижележащий

уровень в число раз

1tν→ν+1/1tν→ν−1 ∝ ωT2. (9)

При T2 = 10−10 s, ~ω ≈ 1.81 · 10−3 eV, ε = 1 из (9) сле-

дует 1tν→ν+1/1tν→ν−1 ≈ ωT2 ≈ 160. Равенство (9) озна-

чает, что процессы индуцированного перехода на ниже-

лежащие уровни будут доминировать над переходами на

вышележащие уровни, т. е. возможен процесс усиления

по аналогии со случаем с не эквидистантным спектром.

Поглощающие свойства массива
углеродных нанотрубок

Рассмотрим состоящую из массива не взаимодейству-

ющих УНТ [13] квантовую систему, которая находится

в невозбужденном состоянии (N < 0). Покажем, что

в этом случае система обладает хорошими поглощаю-

щими свойствами. Рассмотрим уравнение для матрицы

плотности

i~
∂ρ

∂t
= [Ĥ, ρ], (10)

где левая часть (10) является коммутатором операто-

ра плотности и гамильтониана Ĥ . Предположим, что

взаимодействие происходит между соседними уровнями.

С учетом (4) из (10) получаем систему уравнений

i~
∂ρnn

∂t
+ i~

ρnn − ρ
(0)
nn

T1

= dEz (ρn+1,n − ρn,n−1)

× exp(−i�t) + компл. сопр.,

i~
∂ρn+1,n

∂t
+ i~

ρn+1,n

T2

= ~�ρn+1,n

− Ez (ρn+1,n+1 − ρnn) exp(i�t), (11)

i~
∂ρn,n−1

∂t
+ i~

ρn,n−1

T2

= ~�ρn,n−1

− Ez (ρnn − ρn−1,n−1) exp(i�t),

где d = dn,n−1.

Из второго и третьего уравнений (11) следует

i~
∂ρn+1,n − ρn,n−1

∂t
+ i~

ρn+1,n − ρn,n−1

T2

= −~�(ρn+1,n − ρn,n−1)

− dEz(ρn+1,n+1 − 2ρn,n + ρn−1,n−1) exp(i�t). (12)
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В соответствии с (П1) Ẽ ∼ exp(i22t), где величина Ẽ
определена в (3). При N < 0 (12) следует

ρn+1,n − ρn,n−1 =
dẼ exp[i(�− ω + 22)t]

2i~
(

1
T2

+ i(�− ω + 22)
)

× (ρn+1,n+1 − 2ρn,n + ρn−1,n−1), (13)

где 22 = |d|[ω|N|/(6~εε0)]
1/2, 22 ≪ ω.

Из (11) и (13) следует

∂ρnn

∂t
+

ρnn − ρ
(0)
nn

T1

=
1

~2
|d|2|E|2

× 1/T2(ρn+1,n+1 − 2ρn,n + ρn−1,n−1)

(1/T2)2 + (�− ω + 22)2
. (14)

Уравнение (14) можно рассматривать как дифферен-

циально-разностное уравнение [13] для диагональных

элементов матрицы плотности в
”
энергетическом про-

странстве“ с постоянным шагом

1ε̄ = 1ε̄k,k−1 = ε̄k − ε̄k−1 =
√
3πγ0a/(2L)

вдоль
”
энергетической координаты“ ε̄

∂y
∂t

+
y − y (0)

T1

= D
∂2y
∂ε̄2

, (15)

где y (0) ∝ exp (−E/(kT )),
”
коэффициент диффузии“ D

имеет вид

D =
|dE|2(1ε̄)2

~2

2/T2

(1/T2)2 + (�− ω + 22)2
. (16)

В случае когда нелинейная среда на основе

массива УНТ находится в невозбужденном состо-

янии, в (15) и (16) можно считать, что 22 =
= |d|[ω|N0|/(6~εε0)]

1/2 = const. В этом случае фунда-

ментальное решение уравнения (15) имеет вид (функция
Грина)

G(t, ε̄) =
θ(t)√

t
exp

(

− ε̄2

4Dt
− t

T1

)

, (17)

где θ(t) функция Хевисайда.

Из (15) (или (17)) видно, что при симметричном

возбуждении уровней энергии относительно какого-либо

уровня |ν〉, где ν ≫ 1, функция y(t, ε̄) будет симмет-

ричной относительно уровня энергии ε̄ν . Это, в свою

очередь, означает, что в рассматриваемой системе при

выполнении условия N ≈ N0 = const интеграл
∫

tdε̄ по

всей энергетической области не будет меняться со вре-

менем, т. е. полная энергия системы будет сохраняться.

Это означает, что в системе из массива УНТ не будет

происходить генерация излучения, т. е. система будет по-

глощающей. Из (3) и (П3) при T1 ≈ T2 следует, что усло-

вие N ≈ N0 эквивалентно условию εε0|Ẽ|2 ≪ ~�|N0|.

Обсуждение результатов

Из полученных в настоящей работе результатов сов-

местно с результатами [4] следует, что систему на

основе массива не взаимодействующих УНТ можно

рассматривать как усиливающую, так и поглощающую

среды. Поглощение может происходить в случае слабого

излучения εε0|Ẽ|2 ≪ ~�|N0| при отсутствии накачки

за счет взаимной компенсации процесса излучения и

процесса поглощения. Усиление излучения в работе

рассмотрено в среде на основе изолированных парал-

лельно ориентированных УНТ. С точки зрения усиления

ТГц-излучения данная задача представляет интерес для

каскадных лазеров [25–30,32]. В этом случае элементами

квантовой слоистой гетероструктуры (квантовыми яма-

ми) могут быть периодически чередующиеся массивы

УНТ, которые будут выполнять роль активной области.

В таких квантовых ямах сила осциллятора (
”
сила“

перехода) является большой величиной. При этом име-

ющаяся не эквидистантность спектра для излучения с

энергией перехода ~ω ≈ 0.001 eV не будет влиять на

эффективность
”
лазерного“ перехода: время перехода

электрона за счет поглощения излучения на верхний

уровень |ν + 1〉 будет значительно больше времени

перехода на нижний уровень |ν − 1〉, т. е. в случае

накаченной среды на основе массива нанотрубок будут

в основном происходить многокаскадные переходы с

верхних (возбужденных) уровней на нижние.

Приложение

Из (3) следует, что при N < 0, ω = �

P̃ ∼ exp(−i22t), Ẽ ∼ exp(−i22t),

22 = |dk,k−1|[ω|N|/(6~εε0)]
1/2,

P̃ =
[

d2
k,k−1N(22 − i/T2)

] / [

3~(22
2 + T−2

2 )
]

Ẽ, (П1)

причем 1/T2 ≪ 22 ≪ ω. Тогда

Ez
∂Pz

∂t
= −ω + 22

T2

|dk,k−1|2N

6~(22
2 + T−2

2 )
|Ẽ|2. (П2)

С учетом соотношения N/(1/T 2
2 + 22

2) ≈
≈ 3~εε0/(ω|dk,k−1|2) из (П2) следует

Ez
∂Pz

∂t
=

ω + 22

2ωT2

εε0|Ẽ|2. (П3)

Из (37) и (П3) для случая N < 0 следует 1t0→ν ≈
≈ T2

[N0N1]
1/2

2ϕ0ν
, где имеет место

∂N
∂t

+
N − N0

T1

=
4

T2

ϕ +
4

T2

ϕ√
N1

√

|N|, ϕ =
εε0|Ẽ|2
4~ω

,

(П4)

N1 =
6εε0~ω

|dk,k−1|2
,

4

T2

ϕ√
N1

=
4θ2

ωT2

ω.
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Из (3) с учетом (П1) следует

∂ϕ

∂t
= −2

ϕ

T2

− ϕ

τc
− 2

21

ωT2

ϕ, N < 0, (П5)

где при выводе (П5) учтено, что в случае P̃ ∼
∼ exp(−i22t) в правой части первого уравнения нужно

ω заменить на (ω + 22).
Рассмотрим случай N ≥ 0. В этом случае из (37) с

учетом (39) получаем

∂N
∂t

+
N − N0

T1

= −4ω
ϕ√
N1

√
N, (П6)

где имеет место

P̃ ∝ exp(i21t), ∂ϕ/∂t = 2ϕ/22 − ϕ/τc ,

22 =
ω√
N1

√
N. (П7)

Из (П6) и (П7) с учетом (5) при выполнении условий

N ≥ 0, T1 → ∞, τc → ∞ следует закон сохранения энер-

гии ϕ + N/2 = const. Закон сохранения также следует

из (П4) и (П5) при выполнении условия N < 0.
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