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Определен концентрационный диапазон вакансий, влияющих на температурную зависимость теплоемкости

при постоянном объеме Cv , и рассчитаны времена установления вакансионного равновесия в сферических

образцах простых кристаллов различных радиусов за счет теплового движения атомов в ходе процесса,

максимально приближенного к равновесному, при понижении температуры начиная от температуры плавле-

ния до текущего значения T . При расчете свободной энергии дефектного кристалла учитываются вклады

межатомных взаимодействий через потенциальные функции Леннард-Джонса и колебательные энергии.

Свойства дефектного кристалла рассчитываются на основе функции распределения частот идеального

кристалла и поправок к ней, отражающих локальные колебания атомов вокруг вакансий, в рамках линей-

ного приближения Лифшица по плотности вакансий. Для нахождения свободной энергии бездефектного

идеального кристалла рассчитаны частоты нормальных колебаний кристалла с учетом взаимодействий до

четырех ближайших соседей. Показано, что пренебрежение акустическими (антифазными) участками спектра

при расчете Cv приводит с ростом температуры к уменьшению (увеличению) значений Cv от аналогичных

значений, рассчитанных по полному спектру колебаний. Неравновесность состояний дефектного кристалла

может приводить к отрицательным значениям теплоемкости при постоянном объеме.

Работа выполнена при поддержке РФФИ (грант № 12-03-00028а).

1. Введение

Измерения теплоемкости — основной путь опреде-

ления теплофизических и термодинамических свойств

новых синтезируемых твердофазных материалов [1–6].
Надежное определение значений теплоемкости является

необходимым этапом при дальнейшем их использовании

для оценок энергетических состояний и кинетических

(в частности, диффузионных) характеристик. Эти оценки

получаются с помощью уравнений термодинамики [7–9],
которая предполагает реализацию равновесных распре-

делений атомов по крайней мере в локальном объеме,

чтобы можно было использовать уравнения диффузии

для описания процесса переноса атомов внутри образ-

ца [9–12].
Новые материалы, как правило, многокомпонентные.

В них, как и в дефектных кристаллах, важную роль

играют статистические перераспределения атомов по

объему, которые наряду с колебательными движениями

атомов определяют термодинамические характеристики

твердых тел. Характерные времена для релаксации фо-

нонной подсистемы превосходят характерные времена

диффузионного перераспределения атомов более чем

на 10 порядков, поэтому фононная подсистема всегда

подстраивается под конкретные конфигурации разных

атомов кристалла. Динамическая теория решетки для де-

фектных кристаллов разработана в работах [13–17]. Для
каждого фиксированного расположения атомов разного

сорта следует рассчитывать свой колебательный спектр

и для получения средних значений теплофизических и

термодинамических характеристик вещества проводит-

ся усреднение по частотам для каждого конкретного

расположения атомов, а затем проводится усреднение

по всему множеству разных расположений атомов. Это

резко усложняет получение искомых характеристик по

сравнению с аналогичными характеристиками для иде-

альных одноатомных кристаллов. Точно такие же про-

блемы возникают во всех многокомпонентных системах.

Дальнейшие работы по учету колебательных дви-

жений при наличии множества конфигураций в атом-

ной подсистеме были связаны с разными способами

приближений при расчете фононного спектра. В ос-

новном, при расчете термодинамических характеристик

ограничивались учетом средних локальных колебаний

типа Эйнштейна с добавлением эффектов ангармонизма.

Получено, что фононная подсистема играет заметную

роль, приводя к изменению равновесных положений

атомов, перенормировке обменного интеграла (в маг-

нитных системах), сдвигу критической температуры,

изменениям типа фазового перехода и т. д., т. е. к изме-

нению всех термодинамических характеристик [18–20].
Влияние фононной подсистемы может заметно (вплоть
до 10%) менять критическую температуру и/или условия

устойчивости кристалла в объеме, такую же заметную

роль играют колебания в поверхностных свойствах.

В настоящее время сохраняется та же тенденция

в вопросе об одновременном учете фононного спек-

тра и множества конфигураций атомной подсистемы.

В качестве примера укажем на работы по фазовому

равновесию и устойчивости кристаллических фаз, в ко-
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торых отсутствует расчет колебательного спектра, либо

колебания также учитываются в виде локальных вкла-

дов [21–23], наряду с отсутствием учета вакансий. Влия-

ние тепловых вакансий на термодинамические свойства

и стабильность ван-дер-ваальсовых кристаллов рассмот-

рено в [24,25] на основе усредненного аналитического

описания гармонических и анграмонических вкладов без

расчета фононного спектра, хотя и с учетом тройного

взаимодействия атомов. До настоящего времени при рас-

чете теплоемкости активно продолжают использовать

аппроксимации фононного спектра в рамках моделей

Дебая, Эйнштейна или их комбинации [26–28], так же

как и для идеальных кристаллов [29].
В многокомпонентных смесях наиболее последова-

тельной считается аппроксимация, когда вместо расчета

множества распределений атомов разного сорта выбира-

ется одна конфигурация с наиболее вероятным располо-

жением атомов разного сорта [30]. Характерной особен-

ностью современных работ является стремление к повы-

шению точности расчета энергетических характеристик

и фононного спектра для строго фиксированной струк-

туры кристалла. Здесь активно используются квантово-

механические подходы из первых принципов для до-

статочно сложных структур. Так, в задачах по расчету

динамики решетки при высоких давлениях [31,32] вклад
вакансий опущен, и все внимание уделяется квантово-

механическим расчетам энергии из первых принципов,

включая многочастичные и электрон-фононные взаимо-

действия в деформированных электронных оболочках.

Этот же подход, в котором не учитываются вакансии,

используется в работах [33,34] по анализу полного

фононного спектра при обычных давлениях. Расчет

спектра частот [35,36] выполнен с помощью метода

молекулярной динамики также в отсутствие вакансий.

Возможность учета переменного состава в кристалле

обсуждается реже. Это сделано, например, для ло-

кальной частоты примеси атома углерода в кристалле

Si1−xGex , где x — доля атомов германия — дискретно

меняется в широком диапазоне Si1−xGex (возможность
присутствия вакансий и полный фононный спектр кри-

сталлов не обсуждались) [37]. Случай стехиометриче-

ской смеси Ne(He)2 и Ar(He)2 рассмотрен в [38] при

расчете энергетики из первых принципов в широком

диапазоне давлений. Получен полный фононный спектр

для указанных идеальных структур (в отсутствие вакан-

сий). Наконец, и для нестехиометрического состояния

слоевой
”
мисфитной“ фазы (PbS)1.14TaS2 [39] упор при

анализе фононного спектра делается на конкретной гео-

метрии большой ячейки, содержащей 74 или 296 атомов,

для которой используются расчеты энергии из первых

принципов.

Приведенные примеры являются типовыми: они по-

казывают, что строгая методика расчета термодинами-

ческих характеристик (при последовательном усредне-

нии по всем конфигурациям атомной подсистемы и на

основе фононного спектра для каждой конфигурации)
до настоящего времени остается нереализованной. Без

решения этой проблемы большинство работ, решающих

свои конкретные поставленные задачи, в отсутствие

учета вакансий не имеют прямого отношения к вопросам

интерпретации процессов диффузии и статистической

теории кристаллов, описывающей теплофизические и

термодинамические характеристики.

При низких температурах из-за диффузионного тормо-

жения подвижности атомов возможен переход атомной

подсистемы образца в неравновесное состояние, что на-

рушает возможность использования термодинамических

связей (напомним, что диффузионный поток пропорци-

онален градиенту химического потенциала [12]). При

нарушении условия локального равновесия необходимо

использовать кинетические уравнения для описания эво-

люции парных функций распределений [12,40]. В то же

время в работах [41,42] используются измерения теп-

лоемкостей и вводится потенциал Гиббса для анализа

метастабильных состояний на основе структурной ин-

формации и потенциальной энергии, опуская наличие в

твердых телах колебательных движений и вакансий.

Температурная зависимость фононного спектра, опре-

деляемая температурными зависимостями постоянных

решетки, вероятностями реализации различных конфи-

гураций атомов, эффектами ангармонизма, меняющими

энергию потенциального взаимодействия, и т. д., во мно-

гом определяется состоянием атомной подсистемы.

В данной работе расчет теплоемкости твердого тела с

учетом полного фононного спектра и множества реали-

зуемых конфигураций атомной подсистемы при разных

степенях дефектности кристалла рассмотрен для самого

простого случая — доля точечных дефектов (вакансий)
мала. Цель работы — показать путь решения поставлен-

ной задачи по расчету термодинамических функций на

примере температурной зависимости теплоемкости при

постоянном объеме Cv(T ). Он включает в себя опре-

деление диапазона концентраций вакансий, за которыми

можно следить по Cv(T ), и связь концентраций вакансий

со временем достижения равновесного состояния, когда

можно пользоваться значениями Cv(T ) для определения

термодинамических свойств. В противном случае нужно

переходить к анализу неравновесных теплофизических

процессов.

Вакансии играют ключевую роль в диффузии ато-

мов в кристаллах однокомпонентных веществ и спла-

вах [8–12,43,44]. В большинстве ситуаций предполага-

ется, что равновесное распределение вакансий в рас-

плавленном и отвердевшем состояниях вещества при

температуре плавления (в тройной точке) Tt достигается

очень быстро. Такое же допущение распространяется

на широкий диапазон низких температур и на любые

микро- и нанокристаллы, которым в последнее время

уделяется много внимания, и на его основе делаются

оценки физических и химических свойств наноматериа-

лов [1,6].
В работе [45] были рассчитаны времена установления

вакансионного равновесия t∗ в сферических образцах

простых кристаллов радиуса Rs за счет теплового дви-
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жения атомов в ходе процесса, максимально приближен-

ного к равновесному, при понижении температуры от

температуры плавления Tt до текущего значения T . Рас-
чет показал, что общая тенденция увеличения времени

t∗ за счет понижения температуры перекрывает эффект

уменьшения размера образца Rs , поэтому для любых

малых образцов всегда существует диапазон температур

T < T ∗, для которого процесс диффузии практически

замораживается.

Равновесная плотность вакансий θV в кристалле экс-

поненциально убывает по мере уменьшения температу-

ры как θV = 1− θA = JθA exp(−βQ), где θA — числовая

плотность атомов, J — отношение статических сумм

атома A в кристалле и в паре, Q — энергия удаления

атома в вакуум при сублимации [8,43,44], β = 1/kT , k —

постоянная Больцмана. При больших плотностях θA → 1

и уменьшении T к нулю величина θV → 0, и в пределе

низких температур равновесный дефектный кристалл

обязательно должен освободиться от вакансий. Данное

выражение для θV получается из анализа статистических

сумм, в которых подсчитывается число конфигураций,

реализуемых при всевозможных размещениях атомов

и вакансий по узлам решетки [8,43,44]. Каждая из

конфигураций реализуется путем перестановки атомов

и вакансий, но реальная траектория их перемещений

не конкретизируется, так же как не конкретизируется и

время, необходимое для такой перестановки. Поскольку

нет никаких ограничений на способ перебора всех

конфигураций, то результат согласуется с теоремой

Нернста.

Сопоставляя доли вакансий при температуре плавле-

ния Tt и текущей температуре T , запишем

θV (T )

θV (Tt)
= exp

(

Q
RTt

[

1

1
− 1

])

,

где 1 = T/Tt < 1. Отсюда для большинства элементов

при низких температурах порядка 1 = 0.2 [9,10,46]
имеем, что доля вакансий резко уменьшается

θV (T )/θV (Tt) = 10−10−10−16 по сравнению с их

долей при температуре плавления, равной 10−3−10−4.

В то же время для количественного определения

абсолютных концентраций вакансий существующие

экспериментальные методы обеспечивают измерения

в диапазоне 10−3−10−5 (дифференциальная дилато-

метрия) и 10−4−10−7 (позитронная аннигиляционная

спектроскопия). Кроме них существуют косвенные

методы определения концентраций вакансий, например

по измерению остаточного сопротивления образца

после быстрой закалки и т. д. Их точность резко

зависит от условий эксперимента и не превосходит

указанных диапазонов. Одним из методов определения

концентраций вакансий может служить измерение

термодинамических характеристик вещества, связанных

с концентрацией вакансий, в частности измерение

теплоемкости при постоянном объеме Cv .

В работе обсуждаются возможность использования

такой информации и область концентраций, в которой

она работоспособна. С этой целью рассмотрена тем-

пературная зависимость теплоемкости при постоянном

объеме дефектных кристаллов (на примере кристаллов

аргона). Также рассчитаны времена достижения равно-

весных концентраций вакансий θV (T ) в десяти простых

кристаллах разных размеров.

2. Идеальный кристалл

Для расчета теплоемкости необходимо иметь вы-

ражение для свободной энергии Гельмгольца с уче-

том нормальных колебаний дефектных кристаллов F ,

тогда теплоемкость при постоянном объеме находит-

ся как Cv = −T (∂2F/∂T 2)v [7–9]. Будем учитывать

межатомные взаимодействия в рамках потенциальной

функции Леннард-Джонса (ЛД) ε f g(r) = 4ε
(

(σ/r f g)
12

− (σ/r f g)
6
)

, где r f g — расстояния между частицами A
в разных ячейках f и g, ε и σ — параметры ЛД

потенциала. Наличие вакансий приводит к локальной

неоднородности твердого тела и к появлению локали-

зованных колебательных состояний [13–17].
Полная свободная энергия Гельмгольца системы со-

стоит из решеточного (Flat) и колебательного (Fvib) вкла-
дов F = Flat + Fvib, где Flat = Epot − T S lat. Для бездефект-

ного кристалла энтропия решеточного вклада S lat = 0 и

знание только плотности функции распределения частот

ρ(ω) позволяет найти по известным выражениям тер-

модинамические потенциалы через потенциальные ЛД-

функции [8,29,47], где

Epot = 1/2
∑

n6=0

U(Rn − R0),

U(R) = 4ε
[

(σ/R)12 − (σ/R)6
]

,

Fvib = kT

∞
∫

0

ρ(ω|λ) ln
(

2 sh(~ω/kT )
)

dω.

Здесь Epot и Fvib параметрически зависят от межатомного

расстояния λ и в (N,V, T ) ансамбле равновесная при

данной температуре T величина λ определена из усло-

вия минимума энергии Гельмгольца ∂F/∂λ = 0, которое

определяет тепловое расширение кристалла λ(T ).
Н а х ож д е н и е ч а с т о т н о рм а л ь н ых к о л е б а-

н и й в ГЦК - м о н о а т ом н о й р еше т к е с ЛД -

в з а им о д е й с т в и ем.

ГЦК-решетка является решеткой Браве, узлы Ri jk

которой можно задать формулой

Ri jk =







Rx
i jk

Ry
i jk

Rz
i jk






=

r√
2





j + k
k + i
i + j



 ,

r — расстояние между соседними узлами. При вза-

имодействии атомов, находящихся в узлах такой ре-

шетки, по закону ЛД выражения для матрицы вторых
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Рис. 1. Полные плотности функции распределения частот для

пяти значений постоянной решетки бездефектного кристалла

аргона λ = 0.97, 0.98, 0.99, 1.0 1.05, нормированные на макси-

мальные величины ωmax .

производных потенциальной энергии взаимодействия,

вычисленных в точках равновесия атомов, имеют вид

Uαβ
nm =

∂2U

∂Rα
n∂Rβ

m

= (21/6σ )12ε

(

12δαβ

R14
nm

− 84Rα
nmRβ

nm

R16
nm

)

− (21/6σ )6ε

(

12δαβ

R8
nm

− 96Rα
nmRβ

nm

R10
nm

)

, (n 6= m),

Uαβ
nm =

∂2U

∂Rα
n∂Rβ

n

= −
∑

m 6=n

∂2U

∂Rα
n∂Rβ

m

, Rnm = Rm − Rn.

Квадраты частот нормальных колебаний ω2(k), соот-
ветствующие векторам k обратной решетки, являются

собственными значениями матрицы 3-го порядка u(k)

uαβ(k) =
∑

n

Uαβ

0n exp(ikRn)

=
∑

n6=0

Uαβ

0n

(

exp(ikRn) − 1
)

, α, β = 1, 2, 3,

u(k)q(k) = Mω2(k)q(k),

где M — масса атома.

В кристалле частоты ω образуют непрерывное мно-

жество значений. Для их численного нахождения необ-

ходимо выбрать в неприводимой 1-й зоне Бриллюэна

для ГЦК-решетки [16,29,30] равномерно заполняющее ее

дискретное множество точек и произвести расчет частот

в этих точках. Нормированная на единицу плотность

распределения частот ρ(ω) нормальных колебаний, по-

казанная на рис. 1, зависит от безразмерного пара-

метра λ = r/(21/6σ ), который характеризует отличие

ближайшего расстояния между атомами в кристалле r
от равновесного расстояния атомов в изолированном

димере. Расчет спектра частот выполнен в интервале

0.97 ≤ λ < 1.08 с шагом 0.01; в неприводимой первой

зоне Бриллюэна взято 1 028 325 600 значений волнового

вектора k. Верхнее значение λ = 1.08 отвечает условию

потери механической устойчивости идеальной решетки.

Частоты ωmax, равные соответственно 33, 29, 27, 24,

14, даны в безразмерных единицах [ε/m]1/2/(2(1/6)σ ).
Для атомов аргона ЛД-параметры равны: σ = 3.4A,

ε/k = 120K.

С увеличением постоянной решетки резко умень-

шается максимальное значение частоты, хотя форма

спектра в основном сохраняется. Спектр распадается на

три характерных участка: при малых частотах хорошо

выражен акустический участок (обычно аппроксимируе-

мый дебаевской квадратичной зависимостью плотности

от частоты) с коллективным движением разных по

размеру областей атомов. Далее идет участок средних

частот (с линейным возрастанием плотности), который
содержит в себе среднюю частоту Эйнштейна, отвечаю-

щую фиксированному состоянию соседей. Резкий срыв

функции относится к началу области антифазных дви-

жений соседних атомов. Максимальная частота отвечает

предельному антифазному движению атомов.

3. Дефектный кристалл

Для оценки функций ρd(ω) в дефектном кристал-

ле использовано приближение [48], которое аналогич-

но приближению Лифшица, ранее предложенному для

изотопо-замещенных кристаллов [13–15]. Уменьшение

числа атомов кристалла в единице объема уменьшает

общее число степеней свободы на величину, пропор-

циональную концентрации вакансий 3θV , что перемас-

штабирует исходную функцию ρ(ω) пропорционально

изменению доли вакансий θV : (1− θV )ρ(ω) = θAρ(ω).
Функция распределения частот дефектного кристалла

запишется как [48,49]

ρd(ω) = θAρ(ω) + 1ρ(ω),

1ρ(ω) = θA

∑

conf

′ ∑

j

3A(conf)δ
(

ω − ωloc(conf, j)
)

, (1)

где j нумерует три различные локальные частоты цен-

трального узла дефектной конфигурации conf. Поправка

1ρ(ω) обусловлена конфигурационными изменениями

от вакансий; штрих у первой суммы означает, что в

нее не входит локальная частота идеального кристалла.

Слагаемые в 1ρ(ω) строятся через взвешивание от-

дельных вкладов всех вакантных конфигураций, причем
∑

conf

3A(conf) = 1. Смысл поправки состоит в том, что в

области локальных частот появляются дельтаобразные

возмущения идеального спектра, взятые с соответству-

ющими локальной конфигурации вакансий термодинами-

ческими весами 3A(conf). Приближение (1) основано на

представлении о малости числа вакансий в кристалле

и на учете изменений локальных колебаний атома в

зависимости от расстояния до вакансии. Варьирова-

ние локального состояния соседей за счет изменения

количества и способа расположения вакансий меняет

значения локальных частот. Для монокристаллов можно

ограничиться появлением не более двух вакансий вблизи
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каждого атома, и это резко уменьшает число локальных

частот.

Доля измененных локальных частот ωloc(conf) данного
атома в дефектном окружении, структуру которого обо-

значим символом conf, определеяется статистическим

весом конфигураций 3A(conf), выражаемым как произве-

дение по всем узлам g окружающей области, входящим

в область взаимодействия с данным узлом f , условных
парных корреляторов tAA

jg или tAV
jg обнаружения атома A

или вакансии V в узле g относительно частицы A в

центре f [49]:

3A(conf) =
∏

g

tAX(g)
f g ,

где верхний индекс X(g) зависит от способа занятости

узла: A для занятого узла и V для свободного. Индекс

соседнего узла g пробегает все узлы внутри четырех

ближайших координационных сфер (R = 4, r f g ≤ R) от

центрального узла f . Условные вероятности tAA
f g и tAV

f g
нахождения атома и вакансии в узле g при условии, что

узел f занят, в квазихимическом приближении МРГ [40]
выражаются как

tAA
f g = 2θg/(δ f g + b f g), δ f g = 1 + x f g(1− θ f − θg),

b f g = [δ2f g + 4x f gθ f θg ]
1/2, x f g = exp(βε f g) − 1,

tAV
f g = 1− tAA

f g , (2)

где θ f = θg = θA — доля занятых узлов в объеме крис-

талла.

Решеточный вклад в свободную энергию Flat = Epot

− T S lat выражается как [48]

Epot =
1

2
θA

f

∑

conf

∑

g

k∗
A(conf)εAA

f g (conf)3A(conf), (3)

S lat = S2 + S2 − S3, S1 = k
∑

i=A,V

θi ln θi ,

S3 = k
R

∑

r=1

z (r)
V

∑

r=1

θi ln θi , (4)

S2 =
k
2

∑

conf

∑

g

V
∑

i=A

θi
f

{

k∗
i (conf) ln θ

iA
f g(conf)

+ kV
r (conf) ln θiV

f g(conf)
}

3i(conf),

где k∗
A(conf) — число связей между атомами в данной

конфигурации. В Epot присутствуют только функции θ и

θAA
f g (r) для атомов A, тогда как в энтропии S lat присут-

ствуют все типы состояний занятости узла (атомы и ва-

кансии). В этом случае в формуле 3V (conf) =
∏

g tV X(g)
f g

первый индекс относится к вакансии V , k∗
V (conf) —

число связей между вакансией и атомами A в дан-

ной конфигурации. Функции θAA
f g определяются форму-

лой (2), а остальные функции θ
i j
f g(r) выражаются через

θAA
f g = θA

f tAA
f g с помощью нормировочных соотношений

∑

j

θ
i j
f g = θi

f , θ
A
f + θV

f = 1 (в формулах (2)–(4) узел g может

быть любым узлом внутри R координационных сфер).
Здесь r — номер координационной сферы, z (r) — число

узлов в r -й координационной сфере.

Выражения для функции распределения частот де-

фектного кристалла ρd(ω) (1) и для свободной энергии

решеточного вклада (3), (4) с учетом коррелированного

распределения вакансий в дефектном кристалле (2)
позволяет использовать выписанное выше выражение

для расчета теплоемкости Cv при постоянном объеме.

4. Результаты расчетов

Основное отличие вакансий проявляется в том, что,

с одной стороны, повышается потенциальная энергия

атомов, располагающихся вблизи вакансии, с другой

стороны, смещается само положение равновесия этих

атомов, а оба фактора вместе возмущают спектр ча-

стот гармонических колебаний. Вакансии меняют число

допустимых конфигураций расположения атомов и сле-

довательно повышают энтропию решетки. В рассматри-

ваемой модели дефектных кристаллов это возмущение

спектра учитывается через локальные частоты колеба-

ния атомов.

Анализировалось влияние доли вакансий θV при по-

стоянной решетки λ (без оптимизации) на температур-

ные зависимости Cv дефектных кристаллов. Такие кри-

вые отвечают экспериментальным данным, полученным

при быстрой закалке кристалла и относительно быстром

проведении измерении теплоемкости, по сравнению с

временами, обсуждаемыми ниже. На рис. 2 показаны

типовые зависимости Cv(θV ) для случая λ = 0.99.

Одновременно рассмотрен вопрос о влиянии разных

участков колебательного спектра на величины Cv при

аппроксимации фононного спектра. Такого рода пред-

ложения продолжают поступать и в настоящее время.

В работе [26] было предложено перейти только к

сумме эйнштейновских вкладов, число, величина вклада

и величины частот которых являются эмпирическими

параметрами. Эти построения, конечно, могут обеспе-

чить заданную точность совпадения экспериментальной

и рассчитываемой кривой по любой из термодинами-

ческих характеристик, в частности для теплоемкости,

но параметры таких модельных спектров могут силь-

но отличаться от реального колебательного спектра.

Модельный расчет проведен для четырех диапазонов

значений частот кристаллов: полный спектр [0−1.0] (1);
исключению акустических колебаний отвечает диапазон

частот [0.45−1.0] (2); исключению антифазных колеба-

ний отвечает диапазон частот [0−0.7] (3), и одновре-

менное исключение акустических и антифазных колеба-

ний — диапазон частот [0.45−0.7] (4). Для сравнения

все усеченные спектры были нормированы на единицу.

Кривые на рис. 2 показывают, что необходимо исполь-

зовать полный спектр колебательных движений, несмот-

ря на усложнение расчетов. Отличия кривых наибо-

лее существенны при низких температурах: исключение
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Рис. 2. Температурные зависимости теплоемкости при постоянном объеме кристаллов аргона для λ = 0.99, θV = 0 (a), 10−6 (b),
10−5 (c), 10−4 (d), 10−3 (e) и λ = 0.97, θV = 10−3 (f ). Использованы разные участки функции распределения плотностей частот ω:

1 — полный интервал частот [0−1.0]; 2 — интервал частот [0.45−1.0]; 3 — интервал частот [0−0.7]; 4 — интервал частот

[0.45−0.7].

акустических колебаний понижает теплоемкость (кри-
вые 2), а исключение антифазных колебаний (кривые 3)
значительно повышает теплоемкость по сравнению с

кривыми 1. Кривая 4 занимает промежуточное положе-

ние между кривыми 1 и 3, т. е. влияние антифазных коле-

баний на теплоемкость значительно более существенно,

чем влияние акустических колебаний. Анализ локальных

колебаний дефектных кристаллов ωloc(conf, j) показал,

что они располагаются в области средних значений

частот полного спектра нормальных колебаний между

нулем и ωmax. Это обстоятельство важно для понимания

традиционных эмпирических подходов с целью учета

колебательных движений в твердых телах [8,29].
Получено, что для любых типов спектров вклад ко-

лебательных движений в свободную энергию не приво-

дит к появлению дополнительных точек перегиба (для
бездефектного кристалла есть всегда одна точка пере-

гиба) или немонотоностей на кривых температурных

зависимостей теплоемкости дефектных кристаллов. Эти

особенности есть результат вклада решеточной части

свободной энергии, обусловленной дефектностью кри-

сталла.
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Варьирование доли вакансий показало, что для

θV = 10−7 отличия кривых от температурных зависимо-

стей теплоемкости идеального кристалла меньше, чем

точность эксперимента, поэтому эту величину можно

считать за нижний предел чувствительности теплоемко-

сти к присутствию вакансий, что совпадает с величиной

нижнего предела для позитронной аннигиляционной

спектроскопии [10]. Увеличение доли вакансий показано

на полях b–f рис. 2. Для θV = 10−6 (поле b) наблюдается
небольшое изменение хода кривых по мере увеличения

температуры от аналогичных кривых для идеального

кристалла — появляются точки перегиба.

Наиболее важное отличие полученных кривых для Cv

с увеличением доли вакансий состоит в том, что наруша-

ется их монотонность. Чем больше доля вакансий, тем

больше увеличивается немонотонность кривых Cv . При

θV = 10−5 (поле c) и 10−4 (поле d) немонотонность не

меняет знак теплоемкости, а при θV = 10−3 (поле f )
появляются отрицательные значения Cv (причем в од-

ной области частот для точного и первого усеченного

спектров).
Отрицательные значения Cv есть прямое проявление

неравновесности состояния твердого тела при данных

значениях θ и λ. Известно, что условие Cv > 0 является

обязательным условием реализации устойчивого равно-

весного состояния вещества [7]. Поэтому, когда появ-

ляются отрицательные значения теплоемкости, это сви-

детельствует об отсутствии равновесия в системе. Для

устранения отрицательных величин Cv необходимо либо

уменьшение плотности вакансий при данном значении λ

(это поле b), либо изменение λ таким образом, чтобы

система стремилась к минимуму свободной энергии при

данном значении θ, т. е. необходимо, чтобы величина

λ определялась из условия механического равновесия

∂F/∂λ = 0.

Однако из факта Cv > 0 при заданных значениях

параметров θ и λ автоматически не следует нахождение

системы в устойчивом равновесном состоянии. Нерав-

новесное состояние возможно не только для поля b в

области скачка теплоемкости, но и для участков кривых

Cv(T ), отвечающих бо́льшим значениям температур,

чем температура скачка. Для нахождения истинного

равновесного состояния требуется удовлетворение не

только условия механического равновесия, но и условия

химического равновесия [7].
Полученный диапазон значений вакансий θV , непо-

средственно определяемых в разных экспериментальных

методах, укладывается в диапазон концентраций от 10−3

до 10−7. (Этот диапазон значительно меньше, чем диа-

пазон, оцененный выше, с нижним пределом порядка

до ∼ 10−16.) Ниже приведены значения времен, необхо-

димых для достижения указанных значений равновесных

концентраций вакансий, фиксируемых в экспериментах.

Знание таких времен позволяет оценить степень некон-

тролируемости состояний дефектных кристаллов при по-

нижении температуры из-за диффузионных торможений

и их зависимость от размера образца.

5. Времена установления равновесия

В работе [45] дана методика оценки времени уста-

новления равновесного состояния кристалла при его

охлаждении, начиная от температуры плавления, в пред-

положении, что процесс охлаждения является квази-

равновесным. Обозначим через t0 время, необходимое

для установления в кристалле равновесного распре-

деления вакансий θ0V (Tt) с момента его образования

при T = Tt . Обозначим через δT шаг по температуре

при ее понижении. Процесс охлаждения начинается с

поверхности R = Rs (на которой устанавливается новая

концентрация вакансий θ0V (Tt − δT )) и распространяется

в глубь сферы. Тепловое равновесие устанавливается

много быстрее, чем концентрационное, поэтому процесс

идет при фиксированной температуре. Будем обозначать

концентрацию вакансий в центре сферы R = 0 в началь-

ный момент времени (равновесную концентрацию вакан-

сий при температуре Tt) через θ1V . В ходе установления

вакансионного равновесия по истечении некоторого вре-

мени t в центре сферы концентрация должна стать до-

статочно близкой к значению θ0V (Tt − δT ), чтобы считать

весь образец имеющим одну концентрацию вакансий,

равную θ0V (Tt − δT ), отвечающую температуре Tt − δT .
И далее процесс охлаждения образца продолжается

таким же ступенчатым образом.

Для сферического образца такая постановка задачи

отвечает одномерной задаче на радиальную диффузию

вакансий с граничным условием θ0V (T ) при R = Rs ,

которая описывается уравнением

∂θV

∂t
= D

(

∂2θV

∂R2
+

2

R
∂θV

∂R

)

, (5)

где θV — концентрация вакансий в момент времени t
в точке с радиусом R, 0 ≤ R ≤ Rs , D — коэффициент

диффузии [1–3], выражаемый как D = D0 exp(−βE), где
E — энергия активации коэффициента диффузии, D0 —

предэкспонента коэффициента диффузии, β = (kT )−1.

В первом приближении выписанное выражение для D
сохраняется во всем температурном интервале (кван-
товые кристаллы исключаются), и его температурная

зависимость обусловлена отношением βE в экспоненте.

Величины E и D0 являются основными параметрами,

определяемыми в экспериментах и представляемыми

в литературе [8–10]. Параметры коэффициента диффу-

зии, температурный интервал измерений коэффициен-

тов диффузии для десяти рассмотренных кристаллов и

начальные значения концентрации вакансий θ0V указаны

в табл. 1.

Если в начальный момент времени t = 0 концентрация

вакансий на сферической поверхности равна θV = θ0V , а

внутри сферы при любом R концентрация θV = θ1V , то

согласно [60], решение уравнения (5) в любой момент

времени t будет иметь вид

θV − θ1V

θ0V − θ1V
=1 +

2Rs

πR

∞
∑

n=1

(−1)n

n
sin

(

nπR
Rs

)

exp

(

−Dn2π2t
R2

s

)

.

(6)
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Опуская обсуждения [7], связанные с анализом урав-

нения (6), табл. 2 показывает времена достижения рав-

новесных распределений вакансий в образцах разного

размера в практически равновесном режиме охлаждения.

Температурная зависимость времен проявляется через

температурную зависимость коэффициента диффузии.

В табл. 2 приведены значения времени установления

равновесия t в зависимости от концентрации вакансий

θV и радиуса образца Rs . В первом столбце табл. 2

указаны кристаллы, во втором — размеры образцов. Да-

лее в первой строке приведены величины концентрации

вакансий θV от θV = θ0V и кончая θV = 10−8, для которых

находились значения времени (в секундах) установления
равновесия по указанной выше ступенчатой процедуре

понижения изменения температуры на один градус.

Каждой концентрации вакансий отвечает величина

1∗ = T/Tt , характеризующая температуру, достигаемую

в указанном процессе понижения температуры начиная

от Tt . Процесс охлаждения на каждом шаге по темпе-

ратуре начинается со стороны поверхности, поэтому 1∗

не зависит от радиуса. Время установления равновесия

внутри всего образца зависит от его размера. Чем

Таблица 1. Параметры диффузии D0 и E для рассмотренных кристаллов в температурном диапазоне Tmin−Tmax (верхняя
граница Tmax максимально приближена к точке плавления) и использованные начальные значения концентрации вакансий θ0V

Кристалл Tmelt, K Tmin−Tmax , K D0, cm
2/s E, kcal/mol θ0V Лит. ссылка

Ar 83.8 72−83 4.0 3.9 1.0 · 10−3 [10,25,26,27]

Kr 116 90−115 5.0 4.8 1.0 · 10−3 [10,25,26,27]

Xe 133 130−133 9.7 7.4 9.7 · 10−4 [10,25,26,27]

Na 370.7 274−367 0.242 10.45 7.5 · 10−4 [10,24,28]

K 336.1 273−333 0.16 9.35 1.0 · 10−3 [10,24,29]

Al 931.5 729−916 1.71 33.9 9.4 · 10−4 [10,24,30]

Ag 1235 914−1228 0.67 45.2 1.7 · 10−4 [10,24,31]

Au 1337 1031−1333 0.084 41.6 7.2 · 10−4 [10,24,32]

Cu 1356 1163−1334 0.78 50.45 1.9 · 10−4 [10,24,33]

Si 1688 1498−1673 0.18 109.8 1.0 · 10−3 [10]

Таблица 2. Зависимость времени установления равновесия t∗ (в s) от концентрации вакансий θV и радиуса образца Rs

Кристалл Rs , cm θV = θ0V θV = 10−5 θV = 10−6 θV = 10−7 θV = 10−8

1∗ = 1.000 1∗ = 0.713 1∗ = 0.618 1∗ = 0.546 1∗ = 0.496

1 2.59 · 109 3.22 · 1011 5.14 · 1013 7.30 · 1015 4.60 · 1017

10−2 2.59 · 105 3.22 · 109 5.14 · 1011 7.30 · 1013 4.60 · 1015

Ar 10−4 2.59 · 101 3.22 · 105 5.14 · 107 7.30 · 109 4.60 · 1011

10−6 2.59 · 10−3 3.22 · 101 5.14 · 103 7.30 · 105 4.60 · 107

10−7 2.59 · 10−5 3.22 · 10−1 5.14 · 101 7.30 · 103 4.60 · 105

1∗ = 1.000 1∗ = 0.724 1∗ = 0.636 1∗ = 0.567 1∗ = 0.508

1 1.83 · 108 5.67 · 1011 2.95 · 1013 1.61 · 1015 1.26 · 1017

10−2 1.83 · 104 5.67 · 107 2.95 · 109 1.61 · 1011 1.26 · 1013

Kr 10−4 1.83 · 100 5.67 · 103 2.95 · 105 1.61 · 107 1.26 · 109

10−6 1.83 · 10−4 5.67 · 10−1 2.95 · 101 1.61 · 103 1.26 · 105

10−7 1.83 · 10−6 5.67 · 10−3 2.95 · 10−1 1.61 · 101 1.26 · 103

меньше Rs , тем до более низких температур можно было

охладить образец за время реального эксперимента.

Равновесные концентрации вакансий по мере умень-

шения их значений достигаются за достаточно большие

времена (3.15 · 107 s ∼ 1 year), которые сильно зави-

сят от размера образца и часто превосходят времена

экспериментальных измерений. Из табл. 2 видно, что

достижение малых концентраций вакансий связано с рез-

ким увеличением времени квазиравновесного процесса

охлаждения.

Для малых систем с Rs порядка 10 nm и ниже нельзя

применять уравнение диффузии (модель сплошной сре-

ды) и от континуального описания миграции в уравне-

нии (5) необходимо переходить к дискретным моделям

для описания равновесного состояния кристалла и ми-

грации атомов [12,40]. В табл. 2 для наглядности приве-

дены данные и при Rs = 1 nm. С уменьшением θV время

достижения равновесия увеличивается так же, как и для

больших радиусов. В работе [45] показано, что нижний

предел достижимости равновесного состояния существу-

ет даже для малых размеров образцов Rs = 1−10 nm

при температурах порядка T ∼ (0.3−0.5)Tt , т. е. в ши-
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Таблица 2 (продолжение)

Кристалл Rs , cm θV = θ0V θV = 10−5 θV = 10−6 θV = 10−7 θV = 10−8

1∗ = 1.000 1∗ = 0.759 1∗ = 0.676 1∗ = 0.609 1∗ = 0.556

1 1.27 · 1011 1.00 · 1015 9.53 · 1016 9.79 · 1018 7.91 · 1020

10−2 1.27 · 107 1.00 · 1011 9.53 · 1012 9.79 · 1014 7.91 · 1016

Xe 10−4 1.27 · 103 1.00 · 107 9.53 · 108 9.79 · 1010 7.91 · 1012

10−6 1.27 · 10−1 1.00 · 103 9.53 · 104 9.79 · 106 7.91 · 108

10−7 1.27 · 10−3 1.00 · 101 9.53 · 102 9.79 · 104 7.91 · 106

1∗ = 1.000 1∗ = 0.892 1∗ = 0.843 1∗ = 0.800 1∗ = 0.760

1 4.81 · 106 2.78 · 107 7.09 · 107 1.79 · 108 4.65 · 108

10−2 4.81 · 102 2.78 · 103 7.09 · 103 1.79 · 104 4.65 · 104

Na 10−4 4.81 · 10−2 2.78 · 10−1 7.09 · 10−1 1.79 · 100 4.65 · 100

10−6 4.81 · 10−6 2.78 · 10−5 7.09 · 10−5 1.79 · 10−4 4.65 · 10−4

10−7 4.81 · 10−8 2.78 · 10−7 7.09 · 10−7 1.79 · 10−6 4.65 · 10−6

1∗ = 1.000 1∗ = 0.875 1∗ = 0.824 1∗ = 0.779 1∗ = 0.738

1 6.07 · 106 4.67 · 107 1.27 · 108 3.44 · 108 9.61 · 108

10−2 6.07 · 102 4.67 · 103 1.27 · 104 3.44 · 104 9.61 · 104

K 10−4 6.07 · 10−2 4.67 · 10−1 1.27 · 100 3.44 · 100 9.61 · 100

10−6 6.07 · 10−6 4.67 · 10−5 1.27 · 10−4 3.44 · 10−4 9.61 · 10−4

10−7 6.07 · 10−8 4.67 · 10−7 1.27 · 10−6 3.44 · 10−6 9.61 · 10−6

1∗ = 1.000 1∗ = 0.897 1∗ = 0.860 1∗ = 0.822 1∗ = 0.786

1 4.02 · 107 3.45 · 108 8.36 · 108 2.32 · 109 6.45 · 109

10−2 4.02 · 103 3.45 · 104 8.36 · 104 2.32 · 105 6.45 · 105

Al 10−4 4.02 · 10−1 3.45 · 100 8.36 · 100 2.32 · 101 6.45 · 101

10−6 4.02 · 10−5 3.45 · 10−4 8.36 · 10−4 2.32 · 10−3 6.45 · 10−3

10−7 4.02 · 10−7 3.45 · 10−6 8.36 · 10−6 2.32 · 10−5 6.45 · 10−5

1∗ = 1.000 1∗ = 0.867 1∗ = 0.806 1∗ = 0.758 1∗ = 0.713

1 9.65 · 107 1.71 · 109 8.89 · 109 3.84 · 1010 1.79 · 1011

10−2 9.65 · 103 1.71 · 105 8.89 · 105 3.84 · 106 1.79 · 107

Ag 10−4 9.65 · 10−1 1.71 · 101 8.89 · 101 3.84 · 102 1.79 · 103

10−6 9.65 · 10−5 1.71 · 10−3 8.89 · 10−3 3.84 · 10−2 1.79 · 10−1

10−7 9.65 · 10−7 1.71 · 10−5 8.89 · 10−5 3.84 · 10−4 1.79 · 10−3

1∗ = 1.000 1∗ = 0.886 1∗ = 0.835 1∗ = 0.790 1∗ = 0.749

1 4.95 · 107 3.85 · 108 1.16 · 109 3.48 · 109 1.05 · 1010

10−2 4.95 · 103 3.85 · 104 1.16 · 105 3.48 · 105 1.05 · 106

Au 10−4 4.95 · 10−1 3.85 · 100 1.16 · 101 3.48 · 101 1.05 · 102

10−6 4.95 · 10−5 3.85 · 10−4 1.16 · 10−3 3.48 · 10−3 1.05 · 10−2

10−7 4.95 · 10−7 3.85 · 10−6 1.16 · 10−5 3.48 · 10−5 1.05 · 10−4

1∗ = 1.000 1∗ = 0.906 1∗ = 0.844 1∗ = 0.790 1∗ = 0.743

1 1.13 · 108 8.17 · 108 3.83 · 109 1.78 · 1010 8.39 · 1010

10−2 1.13 · 104 8.17 · 104 3.83 · 105 1.78 · 106 8.39 · 106

Cu 10−4 1.13 · 100 8.17 · 100 3.83 · 101 1.78 · 102 8.39 · 102

10−6 1.13 · 10−4 8.17 · 10−4 3.83 · 10−3 1.78 · 10−2 8.39 · 10−2

10−7 1.13 · 10−6 8.17 · 10−6 3.83 · 10−5 1.78 · 10−4 8.39 · 10−4

1∗ = 1.000 1∗ = 0.876 1∗ = 0.824 1∗ = 0.778 1∗ = 0.738

1 6.16 · 1014 6.85 · 1016 7.30 · 1017 7.68 · 1018 8.09 · 1019

10−2 6.16 · 1010 6.85 · 1012 7.30 · 1013 7.68 · 1014 8.09 · 1015

Si 10−4 6.16 · 106 6.85 · 108 7.30 · 109 7.68 · 1010 8.09 · 1011

10−6 6.16 · 102 6.85 · 104 7.30 · 105 7.68 · 106 8.09 · 107

10−7 6.16 · 100 6.85 · 102 7.30 · 103 7.68 · 104 8.09 · 105
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роком диапазоне температур от нуля до T ∼ (0.3−0.5)Tt

за обычные времена экспериментов нельзя достигнуть

равновесного состояния кристаллов.

6. Заключение

Полученные результаты показывают, что использова-

ние термодинамических характеристик, в частности теп-

лоемкости при постоянном объеме, позволяет контроли-

ровать достижение состояния вакансионного равновесия

в простых кристаллах по наличию перегибов и немоно-

тонностей на ее температурной зависимости в диапазоне

θV от 10−3 до 10−6. Этот диапазон перекрывает диапазон

применения дифференциальной дилатометрии и сравним

с наиболее чувствительной областью применения пози-

тронной аннигиляционной спектроскопии.

Для задач, связанных с расчетом термодинамических

функций, необходимой является процедура усреднения

по всем равновесным конфигурациям атомов и вакансий

(или точечным дефектам), и для каждой конфигурации

необходим свой расчет колебательного спектра. Веро-

ятности разных многочастичных конфигураций рассчи-

тываются в рамках статистической теории многокомпо-

нентных кристаллов, с теми же самыми потенциальными

взаимодействиями, как и при расчете динамического

спектра колебаний. Расчеты для вакансионного равно-

весия демонстрируют важность полного расчета коле-

бательного спектра. Использование разных упрощенных

описаний колебательного движения приводит к замет-

ным отличиям именно в области низких температур, где

наиболее вероятен переход тела в неравновесное состо-

яние из-за диффузионных торможений и где возможна

неправильная оценка вкладов теплоемкости.

При низких температурах существуют значительные

диапазоны температур, в которых равновесие недо-

стижимо за время экспериментов (до одного года) с

помощью существующих методик. Это выделяет широ-

кую область термодинамических параметров состояния

кристаллов с неконтролируемым количеством вакансий

θV < 10−7 (в общем случае то же самое относится

к любым точечным дефектам). Для количественного

описания состояния кристалла необходимо отслеживать

временную эволюции внутренних перераспределений

вакансий в ходе формирования и при проведении изме-

рения лабораторных образцов с помощью микроскопи-

ческих кинетических уравнений [12,40], которые позво-

ляют описать все переходные режимы, включая процесс

замораживания теплового движения [40], требующий

явного учета динамики парных функций.
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