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Продемонстрирована диодная система с полевым острием цилиндрической формы. Катод на плоской под-

ложке представляет собой цилиндр с закругленной вершиной, анод — плоскость. Влияние пространственного

заряда пучка не учитывается. Все геометрические размеры диодной системы являются параметрами задачи.

Для нахождения распределения электростатического потенциала во всей области системы используется

метод перекрытия областей, основанный на методе разделения переменных.

Введение

Эмиттеры, принцип действия которых основан на

явлении полевой электронной эмиссии, обладают уни-

кальными свойствами [1–4]. В настоящее время проявля-

ется большой интерес к вакуумной нано- и микроэлек-

тронной оптике, основу которой составляют процессы

формирования, транспортировки и фокусировки пучков

заряженных частиц электрическими и магнитными по-

лями. В большой степени данный интерес обусловлен

эмиссионными свойствами углеродных материалов и

соответственно развитием микро- и нанотехнологии из-

готовления полевых катодов, в том числе — углеродных

нанотрубок (УНТ) [5–9]. Подобные эмиттеры на основе

одиночных или массивов УНТ позволяют получить боль-

шие значения напряженности электростатического поля

на вершине при достаточно низких анодных напряжени-

ях [10,11].
В настоящей работе вычисляется распределение элек-

тростатического потенциала во всей области осесим-

метричной диодной системы на основе полевого острия

цилиндрической формы с закругленной вершиной, рас-

положенного на плоской подложке, анод — плоскость.

Для решения задачи используется метод перекрытия

областей, с помощью которого решение исходной гра-

ничной задачи сводится к нахождению неизвестных

коэффициентов в разложении потенциала по собствен-

ным функциям из системы линейных алгебраических

уравнений с постоянными коэффициентами.

1. Постановка задачи

Задача нахождения распределения осесимметричного

электростатического потенциала будет решаться в ци-

линдрической системе координат (r, z ).
Рассмотрим диодную систему с тонким полевым

острием на плоской подложке (рис. 1).
Потенциал катода и подложки равен нулю, потенциал

анода — V . При расчете потенциала во всей внутренней

области системы вместо реального острия рассматрива-

ется виртуальный катод, совпадающий с нулевой экви-

потенциальной поверхностью [12–15].
”
Тело“ острия

представляет собой цилиндрическую поверхность. Для

того чтобы получить требуемую закругленную фор-

му вершины виртуального катода, на оси системы

вблизи вершины цилиндра помещается точечный за-

ряд q (рис. 2).
Параметры задачи: z = 0 — поверхность подложки

острия, z = L — длина острия, z = Z1 — длина цилин-

дра, моделирующего
”
тело“ острия, r = R1 — радиус ци-

линдра, (r = 0, z = Zq) — координаты точечного заряда,

z = Z2 — поверхность анода, r = R2 — радиус грани-

цы диодной системы по переменной r , U(r, 0) = 0 —

граничные условия на подложке острия, U(z , R1) = 0,

(0 ≤ z ≤ Z1), U(r, Z1) = 0, (0 ≤ r ≤ R1) — граничные

условия на острие, U(r, Z2) = V — граничные условия

Рис. 1.

Рис. 2.
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на аноде, U(R2, z ) = V z
Z2
, 0 ≤ z ≤ Z2 — граничные

условия при r = R2, q — величина точечного заряда.

2. Математическая модель

Функция распределения электростатического потен-

циала удовлетворяет уравнению Пуассона с граничными

условиями

1U(r, z ) = −
ρ(r, z )

ε0
,

U(r, 0) = 0, 0 ≤ r ≤ R2,

U(r, Z1) = 0, 0 ≤ r ≤ R1,

U(r, Z2) = V, 0 ≤ r ≤ R2,

U(R1, z ) = 0, 0 ≤ z ≤ Z1,

U(R2, z ) = V
z
Z2

, 0 ≤ z ≤ Z2,

(1)

Будем считать, что заряд q(0, Zq) распределен в малом

объеме [16,17]

r < δ1, |z − Zq| < δ2

с постоянной объемной плотностью заряда ρ так, что

q = lim
δ1→0

δ2→0

ρ2πδ21δ2. (2)

Тогда функция ρ(r, z ) в правой части уравнения Пуас-

сона для граничной задачи (1) определяется следующим

образом:

ρ(r, z ) =







ρ, r < δ1, |z − Zq| < δ2,

0, r > δ1 или |z − Zq| > δ2.
(3)

3. Решение граничной задачи (1)−(3)

Для решения граничной задачи (1)−(3) разобьем всю

внутреннюю область диодной системы на 2 подобласти,

перекрывающих друг друга:

1 — (R1 ≤ r ≤ R2, 0 ≤ z ≤ Z2),

2 — (0 ≤ r ≤ R2, Z1 ≤ z ≤ Z2).

Рассмотрим следующую граничную задачу в обла-

сти 2:

1Uq(r, q) =
ρ(r, z )

ε0
,

Uq(r, Z1) = 0, 0 ≤ r ≤ R2,

Uq(r, Z2) = 0, 0 ≤ r ≤ R2,

Uq(R2, z ) = 0, Z1 ≤ z ≤ Z2,

(4)

где правая часть уравнения Пуассона определяется по

формулам (2)−(3).
Решение задачи (4) имеет вид [16] при Z1 ≤ z < Zq

Uq(r, z ) =
q

πε0R2

×

∞
∑

l=1

sh
(

µl(Z2 − Zq)
)

sh
(

µl(z − Z1)
)

γlJ2
1(γl) sh

(

µl(Z2 − Z1)
) J0(µlr), (5)

при Zq ≤ z < Z2

Uq(r, z ) =
q

πε0R2

×
∞
∑

l=1

sh
(

µl(Zq − Z1)
)

sh
(

µl(Z2 − z )
)

γlJ2
1(γl) sh

(

µl(Z2 − Z1)
) J0(µlr), (6)

где

µl =
γl

R2

,

γl — корни функции Бесселя первого рода нулевого

порядка J0(µlr).
Общее решение уравнения Пуассона U(r, z ) (1)

можно представить в виде суммы общего решения

уравнения Лапласа без учета влияния точечного заряда

с заданными граничными условиями и частного решения

уравнения Пуассона Uq(r, z ) (4) с однородными гра-

ничными условиями. В этом случае, используя метод

разделения переменных, распределение потенциала

U(r, z ) = Ui(r, z ), i = 1, 2 (7)

для каждой из областей имеет вид

в области 1

U1(r, z ) = V
z
Z2

+

∞
∑

k=1

Ak
W 0(λk, r, R2)

W 0(λk , R1, R2)
sin(λkz ), (8)

в области 2

U2(r, z ) = V
z
Z2

+

∞
∑

k=1

Bn
sh
(

µn(Z2 − z )
)

sh
(

µn(Z2 − Z1)
) J0(µnr)

+ Uq(r, z ), (9)

где

λk =
πk
Z2

, (10)

W 0(λ, x , y) = I0(λx)K0(λy) − K0(λx)I0(λy), (11)

I0(λx), K0(λy) — модифицированные функции Бесселя

нулевого порядка первого и второго рода соответст-

венно.

Распределение потенциала U(r, z ) в виде (7)−(11)
удовлетворяет уравнению Пуассона во всей области

рассматриваемой системы и заданным граничным усло-

вием на поверхностях z = 0 (R1 ≤ r ≤ R2), z = Z2

(0 ≤ r ≤ R2), r = R2 (0 ≤ z ≤ Z2).
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Неизвестные коэффициенты, входящие в разложе-
ния (8)−(9), вычисляются из условий перекрытия об-

ластей 1−2 при r = r1 (Z1 ≤ z ≤ Z2) и при z = Z1

(R1 ≤ r ≤ R2):

U1(R1, z ) =

{

0, 0 ≤ z ≤ Z1,

U2(R1, z ), Z1 ≤ z ≤ Z2,
(12)

U2(r, Z1) =

{

0, 0 ≤ r ≤ R1,

U1(r, Z1), R1 ≤ r ≤ R2.
(13)

Условия (12), (13) обеспечивают выполнение гра-

ничных значений на поверхностях r = R1 (0 ≤ z ≤ Z1),
z = Z1 (0 ≤ r ≤ R1), задающих цилиндрическую поверх-

ность острия.
Таким образом, уравнения (12) и (13) приводят к

системе линейных алгебраических уравнений относи-
тельно наборов неизвестных коэффициентов Ak , Bn со-

ответственно

Ak −
2

Z2

∞
∑

n=1

Bn
J0(µnR1)

µ2
n + λ2k

(

µn cth
(

µn(Z2 − Z1)
)

sin(λkZ1)

+ λk cos(λkZ1)
)

=
2

Z2

[

V Z−1
2

(

λ−1
k Z1 cos(λkZ1)

− λ−2
k sin(λkZ1)

)

+
q

ε0πR2
2

∞
∑

m=1

J0(µmR1)

(µ2
m + λ2k )J

2
1(γm)

×

(

sin(λkZq) − sin(λkZ1)
sh
(

µl(Z2 − Zq)
)

sh
(

µl(Z2 − Z1)
)

)

]

, (14)

Bn +
2R1

R2
2J2

1(γn)

∞
∑

k=1

Ak
sin(λkZ1)

µ2
n + λ2k

×

[

µnJ1(µnR1) + λkJ0(µnR1)
W 1(λk , R1, R2)

W 0(λk , R1, R2)

]

= −2V
R1

R2

Z1

Z2

J1(µnR1)

γnJ2
1(γn)

, (15)

W 1(λ, x , y) = I1(λx)K0(λy) + K1(λx)I0(λy), (16)

I1(λx), K1(λy) — модифицированные функции Бесселя

первого порядка первого и второго рода соответственно.
Решение системы (14)–(16) при различных значе-

ниях величины заряда q определяет соответствующую
закругленную поверхность вершины полевого острия,

совпадающую с нулевой эквипотенциалью.
В том случае, если вершина острия (0, L) задана, для

того, чтобы нулевая эквипотенциаль пересекла ось сим-
метрии системы в данной точке (U2(0, L) = 0), величина
заряда q определяется в виде

q = − πε0R2

(

V
L
Z2

+

∞
∑

n=1

Bn
sh
(

µn(Z2 − L)
)

sh
(

µn(Z2 − Z1)
)

)

×

(

∞
∑

l=1

sh
(

µl(Zq − Z1)
)

sh
(

µl(Z2 − L)
)

γlJ2
1(γl) sh

(

µl(Z2 − Z1)
)

)

−1

. (17)

Таким образом, в данном случае к уравнениям систе-

мы (14)−(16) добавляется еще одно уравнение (17) для

нахождения величины заряда q.
Напряженность поля E0 = ∂U(r, z )/∂z на вершине

острия при r = 0, z = L в соответствии с (5), (9)
определяется по формуле

E0 = V
L
Z2

+
∞
∑

n=1

Bn
sh
(

µn(Z2 − L)
)

sh
(

µn(Z2 − Z1)
)

+
q

πε0R2

∞
∑

l=1

sh
(

µl(Zq − Z1)
)

sh
(

µl(Z2 − L)
)

γlJ2
1(γl) sh

(

µl(Z2 − Z1)
) . (18)

4. Результаты численных расчетов

Для представления численных расчетов на рис. 3, 4

были использованы следующие значения парамет-

Рис. 3.

Рис. 4.
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Рис. 5.

ров диодной системы: R1 = 0.005µm, R2 = 0.1µm,

Z1 = 5µm, Zq = 1.00001Z1 µm, Z2 = 15µm, V = 100V,

q/ε0 = −75V · µm.

На рис. 3 представлены эквипотенциальные линии

распределения потенциала во всей области рассматрива-

емой системы. Поверхность острия совпадает с нулевой

эквипотенциалью — виртуальным катодом.

В эмиссионных системах на основе полевого острия

весьма важной характеристикой является форм-фак-

тор — коэффициент полевого усиления [18,19]. На

рис. 5 представлены значения коэффициента полевого

усиления

β = E0

Z2

V
от аспектного отношения длины полевого острия ци-

линдрической формы с плоской вершиной к его диа-

метру α = L/(2R1) при L = Z1. Напряженность поля

на вершине острия E0 вычисляется по формуле (18)
при q/ε0 = 0V · µm. 1 — значения форм-фактора, вы-

численные в соответствии с формулой (18), 2 — зна-

чения форм-фактора, приведенные в работе [19]. Зна-

чения параметров системы: V = 1000 V, R1 = 0.005µm,

R2 = 0.1µm, Zq = 1.0001Z1 µm, Z2 = 200µm. Значения

коэффициента полевого усиления β для приведенных

двух графиков на рис. 5 хорошо согласуются при ас-

пектном отношении α, близком к 100. При увеличении α

разность значений данных графиков достигает 20%.

Заключение

В настоящей работе моделируется осесимметричная

диодная эмиссионная система на основе полевого острия

цилиндрической формы. Острие расположено на плос-

кой подложке, анод — плоскость. Влияние простран-

ственного заряда не учитывается. Все геометрические

размеры системы и значения потенциалов на электродах

представляют собой параметры задачи.

Для того чтобы получить требуемую форму полевого

острия с закругленной вершиной, на оси системы вблизи

плоской вершины цилиндра, задающего
”
тело“ острия,

помещается точечный заряд. Таким образом, распределе-

ние электростатического потенциала системы является

решением граничной задачи (1)−(3) и представляется в

виде рядов Фурье−Бесселя (5), (8), (9), коэффициенты
которых определяются из системы линейных алгебраи-

ческих уравнений (14), (15).
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