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1. Введение

Оценка влияния распределения пластической дефор-

мации у вершины трещины на характеристики разруше-

ния является актуальной задачей физики прочности и

механики разрушения [1]. В частности, эволюция пла-

стической деформации у вершины трещины ответствен-

на за явление вязко-хрупкого перехода в нагруженных

образцах [2,3]. Методами механики сплошной среды

выполнены многочисленные расчеты форм и размеров

пластических зон у вершины трещины в рамках кри-

терия течения Мизеса−Хилла при смешанных модах

нагружения для изотропных и анизотропных образцов

(см., например, [4–6]), которые были дополнены учетом

T -напряжения (см., например, [7–10]). Другое направле-

ние исследования пластических зон у вершины трещины

методами механики сплошной среды связано с расчетом

распределения пластической деформации в окрестности

вершины трещины в материале со степенным упрочне-

нием [11,12]. В дальнейшем это направление успешно

развивалось в ряде работ (их обзор дан в [13]).

Важно упомянуть о двух методах расчета коэффи-

циентов интенсивности напряжения (КИН) трещины в

материалах со степенным упрочнением, учитывающих

наличие пластической зоны. Первый метод основан на

подходе Эшелби, в котором рассматривают пластиче-

скую зону как упругое включение с эффективными

модулями [14–16]. Поправки к КИН для мод I и II,

учитывающие влияние пластической зоны,

Kp
I,II =

E

4
√
2π

∫

A

r−3/2�I,II(e
T
i j , θ)dA,

где E — модуль Юнга, r — длина радиус-вектора,

соединяющего вершину трещины с произвольной точкой

в пластической зоне. �I,II(eT
i j , θ) — функции деформации

превращения eT
i j и полярного угла θ, а интегрирование

производится по площади пластической зоны A [15,16].
Для деформационно упрочняющегося материала, ко-

торый описывается соотношением Рамберга−Осгуда

ε/ε0 = ᾱ(σ/σ0)
n (ᾱ и n постоянные упрочнения, ε, σ —

деформация и напряжение при растяжении, σ0 — предел

текучести при растяжении), влияние пластической зоны

на КИН приводит к росту экранирования вершины тре-

щины с увеличением n при фиксированном приложен-

ном напряжении, а также с увеличением приложенного

напряжения при фиксированном n. Расчеты [15,16] пока-
зали, что T — напряжения оказывают опосредованное

влияние на КИН (через размер и форму пластической

зоны). Важно отметить, что при отрицательном T -напря-
жении размер пластической зоны увеличивается и экра-

нирование вершины значительно, а при положительном

T -напряжении его влияние на КИН мало.

Второй метод расчета пластического КИН использу-

ет модельные распределения [11,12] полей напряжения

и деформации у вершины трещины [17]. Этот метод

расчета определяет КИН смешанных мод, учитывающий

влияние пластической зоны как Kp =
[

(K2
I +K2

II)

ᾱσ 2
0

In(θ∗)

]1/(n+1)

,

где KI и KII — КИН трещины для мод I и II в отсут-

ствии пластической деформации, θ∗ — угол, определя-

ющий направление возможного роста трещины (зависит
от выбранного критерия разрушения), величина In(θ

∗)
определяется численно и монотонно возрастает при

переходе от моды II к моде I. Оба метода расчета КИН

учитывают T -напряжения у вершины трещины, а также

соотношение мод нагружения. Тем не менее, методы

расчета КИН [14–17], использующие положения меха-

ники сплошной среды, недостаточно точно отражают

сложный процесс перестройки структуры у вершины

трещины в нагруженном образце.
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В последние десятилетия обозначился значительный

прогресс в создании дислокационных моделей для пла-

стической деформации у вершины трещины (см., на-

пример, [18–23]). В этих работах учтена дискретность

систем скольжения в отдельных зернах образцов в

противоположность [11–13], где предполагалась непре-

рывная пластическая деформация (усредненная по мно-

гим зернам образца). В [18–23] показано, что упругие

поля у вершины трещины в монокристалле существен-

но отличаются от распределений [11,12] в изотропных

пластических телах и зависят от ориентации систем

скольжения относительно плоскости трещины.

В настоящее время для расчетов равновесной струк-

туры активно используется метод молекулярной дина-

мики для моделирования взаимодействия трещины с

дислокациями, двойниками и другими дефектами в ОЦК-

кристаллах (см., например, [24–31]). В частности, в [30]
даны оценки критических КИН трещины Kc

I,II,III и Kd
I,II,III,

при достижении которых начинается рост трещины в

ОЦК-железе или эмиссия дислокаций из ее вершины

(Kc
I,II,III ≈ Kd

I,II,III ≈ 1MPa ·m1/2). Отметим, что расчеты

в [24–31] не учитывают эволюцию распределения дис-

локаций, которые обусловлены источниками, распреде-

ленными в кристалле вблизи вершины трещины.

Целью настоящей работы является сравнение эволю-

ции пластической деформации у затупленной вершины

трещины в ОЦК-кристалле в условиях смешанной моды

нагружения (моды I и II) для различных систем дис-

локационного скольжения в пластической зоне. В даль-

нейшем ограничимся расчетами для кристалла α-железа

при плоской деформации и внешней нагрузке (моды I

и II), при которой отсутствует эмиссия дислокаций и

двойников из вершины трещины.

2. Постановка задачи и метод
решения

Рассмотрим плоские задачи об эволюции пласти-

ческой деформации у вершины трещины длиной 2l,
расположенной в плоскостях скола бесконечного ОЦК-

кристалла с постоянной решетки a . В кристалле рав-

номерно распределены источники дислокаций, испус-

кающие прямоугольные петли, лежащие в плоскостях

легкого скольжения. В расчете учитываются только от-

резки петель, перпендикулярные плоскости Oxy (рис. 1).
Рассмотрим следующие кристаллографические ориента-

ции трещины в ОЦК-кристалле [23–31]: 1) плоскость

скола (100), направление линии фронта трещины [001];
2) плоскость скола (110), направление линии фронта

трещины [001]; 3) плоскость скола (011), направление
линии фронта трещины [01̄1]; 4) плоскость скола (001),
направление линии фронта трещины [110]. В этих слу-

чаях пластическая деформация осуществляется путем

термоактивированного движения дислокации с вектором

Бюргерса b = a/2〈111〉. Углы между плоскостями скола

и системами легкого скольжения 〈111〉 {110} и 〈111〉

s

t

s

t

jr
r

Рис. 1. Кристаллографическая схема плоскостей легкого

скольжения у вершины затупленной трещины, нагруженной

удаленными растягивающей σ и сдвиговой τ нагрузками.

{112} принимают значения: для ориентации 1) 45◦,

2) 45◦, 3) 54.73◦ , 4) 35.26◦ . Линии дислокаций во

всех случаях параллельны фронтам трещины, причем

для случаев 1)−2) это смешанные дислокации, а для

случаев 3)−4) — чисто краевые. В расчетах учитывают-

ся только краевые компоненты смешанных дислокаций.

Это упрощение связано с видом приложенной нагрузки,

действующей только на данные компоненты дислокаций.

К плоскостям кристалла y = ±∞ приложено од-

нородные напряжения растяжения σyy(t) = σa(t) (мо-
да I) и сдвига τxy (t) = τa(t), (мода II), монотонно

возрастающие от σa(t = 0) = 0, τa(t = 0) = 0 до неко-

торых значений σmax, τmax достаточных для пласти-

ческого деформирования кристалла, но недостаточных

для роста трещины, эмиссии дислокаций и двойни-

ков из вершины трещины. Согласно [28], это усло-

вие можно записать в следующем виде: Keff < Keff,c ,

где Keff =
√

K2
I + K2

II, Keff,c = min(Kc
I,II, Kd

I,II). В расче-

тах на этапе нагружения выбиралась скорость нагру-

жения σ̇a(t), τ̇a(t), которая учитывает ограничение на

максимальную скорость сдвиговой деформации в пла-

стической зоне max
(

ε̇(r, t)
)

≤ 0.1 s−1. Это ограничение

соответствует термоактивированному механизму дви-

жения дислокаций, который предполагает совместное

действие концентрации напряжения у вершины трещины

и тепловых флуктуаций дислокаций.

После достижения нагрузками σa(t) и τa(t) своих

максимальных значений расчет проводился в режиме

релаксации напряжения у вершины трещины, которому

соответствуют постоянные внешние напряжения. Сколь-

жение дислокаций приводит к релаксации напряжения,

и вблизи вершины возникают значительные плотности

эффективных дислокаций (избыточные дислокации одно-

го знака среди дислокаций с параллельными векторами

Физика твердого тела, 2015, том 57, вып. 3



552 Д.Н. Карпинский, С.В. Санников

Бюргерса) и, следовательно, возникает упругое поле, су-

щественно влияющее на эволюцию пластической дефор-

мации. Расчет останавливался в момент времени t = t f ,

когда максимальное эффективное сдвиговое напряжение

в заданной системе скольжения пластической области

становилось меньше величины, которую определим ни-

же (см. (2)).
Рассмотрим процесс вычисления распределения пла-

стической деформации подробнее. Аналогично [32,33],
будем предполагать, что скорость пластического дефор-

мирования, обусловленного движением дислокаций у

вершины трещины, дается формулой

dεk(r, t)
dt

= ε0 exp

[

−U0{1− [σ k
e (r, t)/τ0]1/2}

kBT0(r, t)

]

sign σ k
e (r, t),

(1)

где U0 — энергия активации, kB — постоянная Больц-

мана, T0 — температура, ε0 и τ0 — постоянные, σ k
e —

эффективное напряжение сдвига в k-ой плоскости легко-

го скольжения

σ k
e (r, t) = σ k(r, t) − σs (r, t)sing σ k(r, t)

при |σ k(r, t)| > |σs (r, t)|;

σ k
e (r, t) = 0 при |σ k(r, t)| < |σs (r, t)|. (2)

В (2) сдвиговое напряжение в плоскостях легкого сколь-

жения

σ k(r, t) = σ c
k (r, t) + σ l

k (r, t), (3)

σs (r, t) = σT + σ f (r, t), (4)

— напряжение, препятствующее пластическому сдвигу

за счет трения решетки σT и локального упрочнения

материала σ f , вычисляемого по формуле

σ f = σ1

[

2
∑

k=1

|ε(r, t)|
]m
, (5)

где σ1 и m — постоянные. В (3) σ c
k (r, t) — сдви-

говая компонента тензоров напряжения (2) для k-ой
плоскости легкого скольжения, которую вычисляли

с учетом T -напряжений: σrr = σr + T cos2 ϕ, σϕϕ = σϕ

+ T sin2 ϕ, σrϕ = τrϕ − T sinϕ cosϕ, где в данном слу-

чае T = −σa(t). Величины σr , σϕ, τrϕ задают распределе-

ния упругого поля трещины в полярных координатах r
и ϕ у вершины хрупкой трещины с учетом ненулевой

величины радиуса вершины ρ прямолинейной трещи-

ны [34]

σr =
KI

4
√
2πr

[

φ1(ρ, r) cos

(

ϕ

2

)

− ψ1(ρ, r) cos

(

3ϕ

2

)]

− KII

4
√
2πr

[

φ1(ρ, r) sin

(

ϕ

2

)

+ ψ2(ρ, r) sin

(

3ϕ

2

)]

,

σϕ =
KI

4
√
2πr

[

φ2(ρ, r) cos

(

ϕ

2

)

+ ψ3(ρ, r) cos

(

3ϕ

2

)]

− KII

4
√
2πr

[

φ2(ρ, r) sin

(

ϕ

2

)

+ ψ4(ρ, r) sin

(

3ϕ

2

)]

,

τrϕ =
KI

4
√
2πr

[

φ3(ρ, r) sin

(

ϕ

2

)

+ ψ5(ρ, r) sin

(

3ϕ

2

)]

+
KII

4
√
2πr

[

φ3(ρ, r) sin

(

ϕ

2

)

+ψ6(ρ, r) sin

(

3ϕ

2

)]

,

(6)
где

φ1(ρ, r) = 5− 2
ρ

r
− 3

(

ρ

r

)2

,

φ2(ρ, r) = 3 + 2
ρ

r
+ 3

(

ρ

r

)2

,

φ3(ρ, r) = 1 + 2
ρ

r
− 3

(

ρ

r

)2

,

ψ1(ρ, r) = 1− 7

2

ρ

r
+

5

2

(

ρ

r

)3

,

ψ2(ρ, r) = 1 +
1

2

ρ

r
+

5

2

(

ρ

r

)3

,

ψ3(ρ, r) = 1 +
3

2

ρ

r
− 5

2

(

ρ

r

)3

,

ψ4(ρ, r) = 3− 21

2

ρ

r
+

15

2

(

ρ

r

)3

,

ψ5(ρ, r) = 3 +
3

2

ρ

r
+

15

2

(

ρ

r

)3

,

ψ6(ρ, r) = 3 +
9

2

ρ

r
− 15

2

(

ρ

r

)3

.

В (6) KI = lim
ρ→0

σmax
ϕ

2

√
πρ и KII = lim

ρ→0
σmax
ϕ

√
πρ — КИН

эквивалентной трещины, которые обсуждаются в [35].
Расчеты эволюции пластической деформации в данной

работе учитывают изменение радиуса кривизны верши-

ны трещины ρ(t) в (6) за счет совместного действия

внешней нагрузки и дальнодействующего напряжения,

создаваемого распределением эффективных дислокаций

у вершины трещины

2ρ(t) ≈ C · K2
I , (7)

где C — постоянная (см., рис. 6 в [36]).
В расчете принята пропорциональность двух типов

внешних нагрузок σa(t) = p · τa(t), постоянная p явля-

ется параметром задачи, для которой максимальные

величины сдвиговых напряжений σrϕ соответствуют на-

правлениям легких плоскостей скольжения. В нашем

случае кристаллографическим ориентациям 1) и 2) соот-
ветствует значение p = 4.5; ориентации 3) — p = 8.05;

ориентации 4) — p = 2.85. Выбор значений p обус-

ловлен возможностью расчета эволюции пластической

деформации при скольжении дислокаций в одной из

кристаллографических ориентаций.

Физика твердого тела, 2015, том 57, вып. 3
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В (3) σ l
k (r, t) — дальнодействующее упругое на-

пряжение, создаваемое дислокациями одного знака в

пластической зоне

σ l
k (r, t) =

2
∑

k=1

∫

Dk

σ̃k(z
′)1ρk(z

′)dz ′, z ′ = x ′ + iy ′, (8)

где Dk — часть пластической зоны, образовавшейся в

верхней полуплоскости в результате скольжения дис-

локаций вдоль направления векторов ξk сопряженных

систем легкого скольжения (k = 1, 2). В (8) 1ρk(z ′, t) —
плотность эффективных дислокаций, связанных с дефор-

мацией сдвига εk(r, t) соотношением [37]

1ρk(r, t) = −1

b
d

dξk
εk(r, t), (9)

а σ̃k(z ′) определяет напряжение, создаваемое дислокаци-
ей в упругой плоскости с полубесконечным разрезом, и

задается выражением

σ̃k(r, r ′) = σ ′

k (r, r ′) + σ ′′

k (r, r ′), (10)

где σ ′

k (r, r ′) — компоненты тензора, которые характе-

ризуют собственное поле пары дислокаций, а компо-

ненты тензора σ ′′

k (r, r ′) описывают поле напряжений

полубесконечной трещины — разреза, нагруженной на

ее берегах усилиями, равными по величине и противо-

положными по знаку усилиям, создаваемым в сплошном

кристалле напряжениями σ ′

k (r, r ′) на месте трещины.

Уравнения (1)−(10) образуют систему, из которой при

начальных условиях

εk(r, t = 0) = 0, σ k(r, t = 0) = 0 (11)

и граничных условиях

σ k
e (x ≤ 0, y = 0, t) = 0 (12)

методом конечных разностей определяются εk(r, t),
σ k

e (r, t).
С целью повышения достоверности расчета размер

ячеек сетки вблизи вершины трещины (r ≤ 2µm) выби-

рался (в отличие от [33]) в два раза меньшим по сравне-

нию с сеткой на удаленных участках. В расчетах задава-

лись не σmax и τmax, а соответствующие значения макси-

мального КИН Kmax
I и Kmax

II = Kmax
I /p. Для расчетов эво-

люции пластической деформации в кристалле α-Fe были

выбраны следующие значения постоянных: 2l = 10−3 m,

Kmax
I = 0.2MPa ·m1/2 < min(Kc

I,II, Kd
I,II), T0 = 300K; мо-

дуль сдвига µ = 86.4GPa, коэффициент Пуассона

ν = 0.29, a = 2.867 · 10−10 m, ε0 = 1011 s−1, U0 = 0.9 eV,

τ0 = 330MPa, σ0 = 18MPa, σ1 = 2GPa, m = 1 [32,33].
На основе результатов расчета эволюции пластической

деформации далее была вычислена эволюция КИН.

В расчете предполагалось, что для КИН трещины имеет

место представление [38]

KI(t) = Kb
I (t) + Re[Kp(t)], KII(t) = Kb

II(t) + Im[Kp(t)],
(13)

где Kb
I (t) = σa(t)

√
πl,Kb

II(t) = τa (t)
√
πl — КИН хрупкой

трещины. Величина Kp(t) определяет поправку, которая

учитывает влияние пластической деформации на КИН

Kp(t) =

2
∑

k=1

∫

Dk

K̃p
k (z ′)1ρk(z

′, t)dz ′, z ′ = x ′ + iy ′, (14)

где K̃p
k — КИН трещины, соответствующий действию

одной дислокации, вычисляется по формуле [39]

K̃p
Ik − iK̃b

IIk = −
√

2

π

∫ 0

−∞

[p2(ξ) − i p1(ξ)]
dξ√−ξ . (15)

В (15) предполагается, что на берегах полубесконечной

прямолинейной трещины заданы нормальные p2 и ка-

сательные p1 напряжения, создаваемые дислокацией на

k-ой плоскости скольжения. Отметим, что знаки KI(t) и

KII(t) в (13) зависят от абсолютной величины и знака

слагаемых.

3. Результаты расчетов
и их обсуждение

В настоящей работе предложена математическая мо-

дель эволюции пластической деформации, которая учи-

тывает временную зависимость радиуса кривизны (7),
измельчение ячеек сетки вблизи вершины трещины и

специальные соотношения между компонентами мод

при смешанном нагружении. Выбор этих соотношений

позволяет выделять при расчете различные системы

легкого скольжения. Результаты расчетов распределения

пластической деформации и КИН при указанных допол-

нениях подтвердили выводы [33], о том что
”
дислока-

ционный заряд“ у вершины трещины в ОЦК кристалле

создает дальнодействующее упругое поле и вносит су-

щественный вклад в эволюцию пластической зоны. Под-

твердилось также, что затупление трещины и T -напря-
жения приводят к укорочению времени t f достижения

равновесного распределения пластической деформации

у вершины трещины в кристалле. Величина t f зависит

также от ориентации трещины и системы скольжения.

Так, например, t f для варианта 3 больше, чем для вари-

анта 4 и существенно больше, чем для вариантов 1, 2,

что соответствует более быстрому процессу релаксации

эффективного сдвигового напряжения у вершины тре-

щины по плоскостям скольжения, расположенных под

меньшим углом к плоскости трещины. Среди других

результатов расчета следует отметить зависимость ве-

личины экранирования вершины трещины дислокациями

от ориентации трещины, системы легкого скольжения и

мод разрушения. На рис. 2−4 показаны временные зави-

симости КИН для мод I и II (см. подписи к рисункам).
Из этих рисунков видно, что процесс релаксации KI(t)
протекает почти одинаково для всех вариантов расчета,

хотя для варианта 3 (рис. 4) этот процесс более глубо-

кий. Сложнее протекает процесс релаксации KII(t). Так
для варианта 3 (рис. 4) KII(t) снижается до нуля менее,

чем за 1 s, а для вариантов 1, 2 (рис. 3) при t > 1 s
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Рис. 2. Временная зависимость коэффициентов интенсивно-

сти напряжения. Кривые, отмеченные темными и светлыми

кругами, определяют эволюцию КИН без учета пластической

деформации, а отмеченные темными и светлыми квадрата-

ми — с учетом влияния пластической деформации для мод I

и II соответственно. Ориентации плоскости трещины, ее линии

фронта и системы легкого скольжения соответствуют кристал-

лографическому варианту 4 (см. текст).
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Рис. 3. То же, что на рис. 2, но для вариантов 1 и 2 (см. текст).
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Рис. 4. То же, что на рис. 2, 3, но для варианта 3 (см. текст).

величина KII(t) принимает постоянное отрицательное

значение. Отметим, что для варианта 4 (рис. 2) при

t > 2 s KII(t) также принимает постоянное отрицатель-

ное значение, но значительно большее по абсолютной

величине, чем для вариантов 1, 2. Физический смысл

отрицательного значения KII(t) при t ≥ 1 s связан с

превышением сдвигового напряжения (8), создаваемо-

го скоплением дислокаций у вершины трещины, над

напряжением сдвига σ c
k (r, t), обусловленного внешней

нагрузкой, а это приводит к смене знака p1 в (15). Сле-
дует также упомянуть, что аналогичный расчет в [33] не
показал отрицательных значений KII(t). Использование в

данной работе мелкой вычислительной сетки у вершины

трещины позволило обнаружить новые особенности во

временной зависимости КИН.

Заключение

Процесс релаксации напряжения у вершины трещи-

ны обусловлен экранированием вершины дислокациями.

Затупление трещины и T -напряжение также заметно

влияют на равновесное распределение пластической

деформации у вершины трещины и временные зависимо-

сти КИН. Обнаружена зависимость процесса релаксации

напряжения у вершины трещины от взаимной ориента-

ции плоскости скола, линии фронта трещины и плоско-

стей легкого скольжения дислокаций. Обнаружено, что

при некоторых ориентациях дислокационный вклад в

КИН моды II превышает КИН, обусловленный внешней

нагрузкой.
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