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Рассмотрены потери энергии быстрых заряженных частиц при столкновениях с осциллятором в дипольном

приближении. В этом приближении задача решается точно и находятся потери энергии осциллятора из

начального состояния |m〉 = |0〉 в виде суммы одномерных интегралов. Показано, что можно в предельном

переходе получить теорию Бете для атома при малости возмущений, а в случае сильных полей поправку

к теории Бете, аналогичную поправке Блоха, кроме того, возможен классический предел, совпадающий с

формулой Бора.

Введение

В настоящее время существует большое количество

теорий по потерям энергии при столкновении быстрых

заряженных частиц с атомами [1]. Например, в обзорной

работе [1], которая состоит из различных подходов и

методов, потери энергии представлены как теория Бете

с различного рода поправками κ = 4π(Z/v)2L, где Z,
v — соответственно заряд налетающей частицы и ее ско-

рость, а L = ln(2v2/I) + 1LBloch + 1LShell + 1LBarkas, где

I — ионизационный потенциал рассматриваемого атома,

1LBloch — поправка Блоха, которая является непертурба-

тивной поправкой [2–7], 1LShell — поправка к первому

порядку теории возмущений [1,8,9], корректирующая

теорию Бете, которая получена в предположении, что

v ≫ va , где va ≈ 1 — атомная скорость электрона,

1LBarkas — поправка Баркаса [1,10–12], которая получена
в следующих порядках теории возмущений и учитывает

поляризацию атома при взаимодействии с налетающей

частицы (здесь и везде далее используется атомная

система единиц). В этих теориях активно используются

подходы, в которых атом рассматривается как квантовый

осциллятор с частотой ω и обычно ее считают равной

потенциалу ионизации атома ω = I [9,11]. В целом

подходы, где атом заменяется осциллятором, основаны

на том, что для атома даже в теории возмущений не

удается получить выражения, которые уточняли бы тео-

рию Бете, т.е. давали поправки к ней, для осциллятора

такие уточнения можно сделать. Рассматривая атом как

осциллятор и используя теорию возмущений, можно

получить, хотя и не в аналитическом виде, поправки

к теории Бете [1,9,11], в частности это оболочечная

поправка и поправка Баркаса. Большим недостатком

этих теории является то, что поправки рассчитываются,

используя теорию возмущений, которой, конечно, нельзя

пользоваться при v ≈ va , так как при этих скоростях

параметр Z/v ≈ 1 либо Z/v ≫ 1 для тяжелых ионов.

Поэтому область скоростей, где v ≈ va , остается мало

исследованной, и для того, чтобы ее изучать, нужны

непертурбативные методы, причем эйконал и прибли-

жение внезапных возмущений здесь не подойдет, так

как в этих приближениях считается, что v ≫ va [13].
Поэтому исследование потерь энергии возможно только

при использовании точных модельных методов, один из

которых представлен в этой работе.

Постановка решаемой задачи.
Метод решения

Рассмотрим столкновение быстрой заряженной части-

цы с нейтральным атомом водорода, который рассмот-

рим как квантовый осциллятор. Скорость заряженной

частицы больше или равна скорости атомных электро-

нов. Тогда уравнение Шредингера в системе отсчета,

связанной с атомом, запишем
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где 1 = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 + ∂2/∂z 2, r2 = x2 + y2 + z 2, x ,
y , z — координаты электрона, R = b + vt, b — параметр

удара, t — время, v — скорость налетающей частицы.

Уравнение (1) точно решить нельзя, поэтому рассмот-

рим его в дипольном приближении, т. е. R ≫ r , тогда его
можно представить как
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Следует сказать, что мы пренебрегли оператором

−1(R)
2

, это действительно можно сделать, так как мы рас-

сматриваем нейтральный атом, и взаимодействие ядра с

налетающей частицей на больших расстояниях мало, а

на малых расстояниях время взаимодействия слишком

мало, чтобы две массивные частицы отклонились на

заметный угол. Уравнение такого вида (2) решено [14].
Обобщив результат в [14] на случай трехмерного осцил-

лятора [15], получим амплитуду перехода из начальных
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квантовых состояний mx , my , mz в конечные nx , ny , nz

при nx≥mx , ny ≥ my , nz ≥ mz [16]
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,

k — единичная орта, K0 и K1 — функции Макдональда,
∗ — комплексное сопряжение, |x |2 = xx∗, La

b — полином

Лагерра. Аналогично получается для mx ≥ nx , my ≥ ny ,

mz ≥ nz ; тогда m = mx + my + mz ≥ nx + ny + nz , для

этого нужно сделать замены в выражении (3) на

mx → nx , nx → mx , my → ny , ny → my , mz → nz , nz → mz .

В итоге можно представить общее выражение для пере-

ходов, не зависящее от того, с какого уровня энергии на

какой уровень переходит частица, предварительно введя

следующую ступенчатую функцию: q(x) = θ(x) − θ(−x),
которая g(x) = {1, x > 0; 0, x = 0; −1, x < 0}, θ(x) —

тэта-функция Хевисайда, тогда
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Потери энергии

Известно, что потери энергии (эффективное торможе-
ние) из основного состояния находятся [13] как:
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∑
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где n = nx + ny + nz , суммирование ведется по всем

состояниям, где bmax ≥ bmin, поскольку для осциллятора

при переходах с одного состояние в другое всегда

найдется такое n при малых переданных импульсах,

а значит больших параметров удара, где энегрия пе-

рехода будет равна максимально переданной энергии,

т. е. Emax = Emin(nmax). Значит суммирование ведется до

некоторого nmax, связанного с минимальной передан-

ной энергией электрону. Известно, что энергия трех-

мерного квантового осциллятора εn = ω(n + 3/2), тогда
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Просуммировать выражение (5) напрямую нельзя, так

как bmax зависит от n, характер зависимости покажем ни-

же. Можно увидеть, что, заменив одно квантовое число,

например nz = n − nx − ny , и соответственно заменив

сумму в (5) на
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где nx , ny , nz — любые квантовые числа при выполнении

условия nmax = nmax
x + nmax

y + nmax
z , получим
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в результате после суммирования получим
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QQ∗

2
является классической энергией переданной элек-

трону при столкновении [9,17]. Для дальнейших расче-

тов удобно интегрировать не по b, а сделать замену
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переменных y = ω
v

b, которая является безразмерной

величиной. Далее нужно определить ymin, ymax. Как было

сказано ранее, минимальному параметру удара соответ-

ствует максимально переданная энергия (импульс), из-
вестно, что этой энергии соответствует Emax = 2v2 [13],
тогда 2v = Qmax. Аналогично и для максимального

параметра удара, который соответствует минимальной

переданной энергии (импульсу), тогда ωn/v = Qmin и

Emin = Q2
min/2 [13]. Также можно найти и nmax, как

было сказано выше из условия Emax = Emin(nmax), а

это nmax = [2v2/ω], где [2v2/ω] следует понимать как

наименьшее целое число, полученное при округлении

2v2/ω. В итоге, решая численно уравнения
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ге выражение (9) запишем
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При расчетах потерь энергии выражением (12) поль-

зоваться не удобно, поэтому сделав замену переменных

на x = QQ∗

2ω
== 2 Zω

v3
Z
v
(K2

1(y) + K2
0(y)), получим для по-

терь энергии

κ = π
a
b

|a|
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n=0

n
n!

a
∫

n2/a

exp(−x)xnF(x/b)dx , (13)

где b = 2 Zω
v3

Z
v
, a = 2v2/ω,

F(x) =
y(x)

K1 (y(x)) (3K0(y(x)) + K2(y(x)))
, (14)

где y(x) находится при численном решении уравнения

x = K2
1(y) + K2

0(y). Представим решение этого уравне-

ния следующей функцией F(x)x2, график которой изоб-

ражен на рис. 1. Выражение (13) является окончатель-

ным при расчетах потерь энергии с m = 0 состояния.

Также следует сказать о применимости рассмотрен-

ного подхода. Рассмотренный метод не учитывает поля-

ризационную поправку(поправка Баркаса), которая по-

является, если не использовать дипольное разложение,

хотя эта проблема решается, используя работы дру-

гих авторов, например [8], прибавляя поляризационную

поправку к нашему результату. Несмотря на то, что

в решении используются точные амплитуды, из (13)
видно, что максимально возможный переданный импульс
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Рис. 1. Представлена зависимость величины F(x)x2 в выраже-

нии (13), получаемая при численном решении уравнения (14).

больше минимально переданного, когда выполняется

условие a > n2/a , а суммирование в (13) ведется, начи-

ная с n = 1, получим, что минимальное целое значение

[a ] = 1, значит, a = 2v2

ω
> 1. В итоге получим условие

применимости рассмотренного подхода по скоростям
2v2

ω
> 1.

Теория возмущений

Обычно при расчетах потерь энергии используют

предельные случаи [17–19], которые получаются при

соответствующих для этих пределов предположениях.

Поэтому необходимо рассмотреть их и определить бо-

лее точные границы использования этих выражений. Рас-

смотрим сначала случай теории возмущений Z/v ≪ 1.

Для того чтобы получить этот предельный случай,

рассмотрим F(x/b) в (13). Представим выражение (13)
после замены переменных z = x/b как κ = 4πη2L, где
η = Z

v
, а

L =

[a ]
∑

n=0

n
n!b

(v2/(ωη))2
∫

n2/(4η2)

exp(−z b)(z b)nF(z )dz , (15)

где видно, что при η ≪ 1 нужно F(z ) брать при боль-

ших z . Судя по рис. 1, можно увидеть, что F(z )z 2 → 1/2,

z ≫ 1, это действительно можно показать и аналитиче-

ски (Приложение 1). В итоге в первом порядке теории

возмущений, перейдя обратно к переменной x , получим

L = 1/2

[a ]
∑

n=0

n
n!

a
∫

n2/a

exp(−x)xn−2dx . (16)

Похожее выражение в случае теории возмущений

было получено в [9] при a ≫ 1 и не нуждается в

детальном разборе. Стоит сказать, что большие a ≫ 1

соответствуют большим скоростям, и при этих a из (16)
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можно получить формулу Бете с аналитически выражен-

ной оболочечной поправкой, используя асимптотическое

разложение (16) при больших a [9]. Можно заметить,

что в (16) подынтегральная функция берется аналитиче-

ски [20], тогда

L =

[a ]
∑

n=0

Ŵ(−1 + n, n2/a)− Ŵ(−1 + n, a)

2(n − 1)!
. (17)

Классический предел и формула Бора.
Непертурбативная поправка к формуле
Бете и поправка Блоха

Обычно при расчетах потерь энергии используют

теорию Бете с поправкой Блоха и формула носит

название формула Бете–Блоха. Покажем, что при рас-

смотрении представленной теории можно выделить по-

правку, аналогичную поправке Блоха. Следует сказать,

что эту поправку можно выделить только в случае

больших скоростей (много больше атомных va ≈ 1).
В общем виде (т. е. не только при больших скоростях)
эти поправки выделить нельзя, и нужно пользоваться

только формулой (13). Рассмотрим выражение (13). При

ω/v2 ≪ 1, a ≫ 1 а коэффициент b = 2(Z/v)2ω/v2 будем

считать произвольным, так как (Z/v)2 может принимать

большие значения. Разобьем выражение (13) на четыре

выражения κ = k1 − k2 − k3 − k4, где

κ1 = π
a
b

∞
∑

n=0

n
n!

a
∫

0

exp(−x)xnF(x/b)dx , (18)

κ2 = π
a
b

∞
∑

n=[a ]

n
n!

a
∫

0

exp(−x)xnF(x/b)dx , (19)

κ3 = π
a
b

1/a
∫

0

exp(−x)xF(x/b)dx , (20)

κ4 = π
a
b

[a ]
∑

n=2

n
n!

n2/a
∫

0

exp(−x)xnF(x/b)dx . (21)

Результатом суммирования выражения (18) и по-

сле замены переменных на x/b = z получится κ1 =

= πab
a/b
∫

0

z F(z )dz , удобнее оставить это выражение в

таком виде. Далее рассмотрим выражение (20), можно
увидеть, что при a ≫ 1 в подынтегральном выраже-

нии exp(−x) = 1, тогда после замены переменных на

x/b = z получится

κ1 + κ3 = πab

a/b
∫

1
ab

z F(z )dz . (22)

Можно увидеть, что κ2, κ4 будут стремиться к нулю

при a ≫ 1. В итоге, опуская пренебрежимо малые

члены, получим κ = 4π(Z/v)2L, где

L =

(v3/Zω)2
∫

(v/2Z)2

z F(z )dz . (23)

Из формулы (23) можно получить и классический ре-

зультат (формулу Бора) и результат теории возмущения

(формулу Бете). Действительно при ~ → 0 (так как в

сиcтеме СГС a = 2mv2

~ω
, b/a = Zωe2

mv3
, ab = ( 2Ze2

~v
)2) ниж-

ний предел в (23) будет стремиться к нулю и, перейдя

опять к переменным y , которые использовались выше,

получим классическую формулу для потерь энергии [18]

κcl = 4π

(

Z
v

)2

y0K0(y0)K1(y0), (24)

(

Zω
v3

)2
(

K2
1(y0) + K2

0(y0)
)

= 1, (25)

а при условии Бора Zω
v3

≪ 1 сводится к формуле Бора,

kcl = 4π(Z/v)2 ln( 1.123v
3

Zω ) [17]. При переходе в теорию

возмущений Z/v ≪ 1 интеграл в (23) берется при боль-

ших z , где F(z ) = 1/(2z 2), после чего несложно полу-

чить формулу Бете. Далее рассмотрим переход в тео-

рию Бете–Блоха, для этого рассмотрим формулу (23).
Разобьем ее на два выражения, для этого представим в

виде
(v3/Zω)2
∫

(v/2Z)2
=

(v3/Zω)2
∫

0

−
(v/2Z)2
∫

0

. После чего представим L

как L = ln(2v2/ω) + 1L1 + 1L2, предварительно найдя

асимптотику интеграла (23) при больших пределах ин-

тегрирования (Приложение 2), где

1L1 = −I(2η) − ln(ηeγ), (26)

1L2 = I

(

Zω
v3

)

− ln

(

2e−γv3

Zω

)

, (27)

где I(y) =
1/y2
∫

0

z F(z )dz , γ — постоянная Эйлера. По-

правку 1L1 можно считать непертурбативной поправкой.

Хотя принято [2–4] считать непертурбативной поправ-

кой 1LBloch = 9(1) − Re9(1 + iη) — поправку Блоха, где

9(x) — логарифмическая производная гамма-функции,

которая получается в приближении свободного элек-

трона. Из рис. 2 видно, что эти непертурбативные

поправки схожи, кроме того, при η > 1/2 их можно

считать равными, при η < 1/2 разница между поправ-

ками максимальна, хотя и не велика, и обусловлена

тем, что здесь рассматривается дипольное приближе-

ние. Представим графически (так как каждая поправка

зависит от одного параметра) 1L1 = 1L1(η) (изображе-

на на рис. 2), также 1L2 = 1L2(
v3

Zω ) (рис. 3). Откуда

видно, что при η > 1/2 поправка 1L1 ≫ 1L2, тогда
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Рис. 2. Представлена зависимость величины 1L1 в выраже-

нии (26) и поправки Блоха.
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Рис. 3. Представленна зависимость величины 1L2 в выраже-

нии (27).

L = ln(2v2/ω) + 1L1 ≈ ln(2v2/ω) + 1LBloch (с точностью
до нескольких процентов), т. е. потери энергии практиче-

ски совпадают с теорией Бете–Блоха (если ω принять

за потенциал ионизации I [1]). Другими словами, с

неплохой точностью (несколько процентов) во всех пре-

делах параметра η наша теория при больших скоростях

v ≫ va совпадает с потерями энергии на атоме в теории

Бете–Блоха. Поправка 1L2 дает небольшой вклад, и ее

можно не учитывать.

Заключение

Таким образом, развита теория по расчету потерь

энергии при столкновении быстрых заряженных частиц

с атомом, где атом рассматривается как гармониче-

ский осциллятор. В этой модели, если считать, что

взаимодействие иона с осциллятором дипольное, задача

решается точно. Причем в предельных случаях получа-

ется формула Бете с оболочечной поправкой — случай

малости возмущения, формула Бете–Блоха — в случае

непертурбативного рассмотрения и формула Бора —

классический предел. Предельные случаи выполняются,

когда скорость иона много больше атомных скоростей,

когда же скорость сравнима с атомными скоростями,

то такое разделение на поправки неприемлемо и нужно

пользоваться точным выражением (13). Полученные ре-

зультаты легко обобщить на случай многоэлектронного

атома, для этого надо выражение (13) умножить на

число электронов в атоме Na и заменить ω = I [9].

Приложения

Приложение 1. Покажем, что lim
z→∞

F(z )z 2 = 1/2, где

F(z ) — функция, определенная согласно (14). Так

как переменная z находится при численном реше-

нии z = K2
1(y) + K2

0(y), явно y = y(z ) не выразить, но

нам нужна z при больших значениях, тогда неслож-

но увидеть, что при этих значениях z = 1/y2, отсюда

y = 1/z 1/2, которую подставим в (14), в итоге

F(z )|z→∞ =
1

z 1/2K1 (z−1/2) (3K0(z−1/2) + K2(z−1/2))
,

(28)
после чего воспользуемся формулами [16]

K2(x) = 2/xK1(x) + K0(x),
dK0(x)

dx
= −K1(x),

а также [21],

K0(x)|x→0 = − ln(z/2) −9(1),

тогда получим, что

K1(x)|x→0 =
1

x
, K2(x)|x→0 =

2

x2
.

В итоге, подставив эти выражения в (28), получим

lim
z→∞

F(z )z 2 = 1/2.

Приложение 2. Найдем асимптотическое значение ин-

теграла

J =

a2
1
∫

0

z F(z )dz

при больших значениях параметра a1. Перейдем обратно

к переменной y , используя (14), тогда получится

J =

∞
∫

y0

(

K2
1(y) + K2

0(y)
)

ydy,

похожий интеграл рассчитан в [18] J = y0K0(y0)K1(y0),
где y0 — решение уравнения

(

1

a1

)2
(

K2
1(y0) + K2

0(y0)
)

= 1 (29)

при a1 → ∞, y0 → 0. Воспользовавшись асимптотиками

для K1(y0), K0(y0), описанными в Приложении 1, полу-

чим

J|a1→∞ = ln(2e−γa1), (30)

где γ — постоянная Эйлера.
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