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Изучено влияние линейной аппроксимации электронного спектра однослойного графена (низкоэнергетиче-
ское приближение) на величину перехода заряда между адатомом и графеном. Показано, что использование

такой аппроксимации для адсорбции щелочных металлов и галогенов ведет к изменению чисел заполнения

локальных и зонных состояний по сравнению с результатами, полученными в модели, учитывающей весь

спектр. Суммарные числа заполнения, однако, согласуются вполне удовлетворительно.

1. Введение

Изучение адсорбционных свойств однослойного гра-

фена вызывает повышенный интерес, так как любое его

взаимодействие с посторонним атомом можно рассмат-

ривать как акт адсорбции [1]. С теоретической точки

зрения к этой задаче можно подойти, исходя из первых

принципов или воспользовавшись тем или иным модель-

ным гамильтонианом. В качестве последнего популярен

гамильтониан Андерсона [1,2], впервые использованный

в задаче об адсорбции Ньюнсом [1,3]. Здесь применен

именно такой подход.

В теоретических работах по графену часто использу-

ется так называемое низкоэнергетическое приближение,

когда реальный закон дисперсии электронов ε(k) заме-

няется линейной зависимостью вида

ε±(q) = εD ± 3

2
ta |q|, (1)

где q = K− k; K — волновой вектор точки Дирака,

энергия которой есть εD; t — интеграл перехода элек-

трона между ближайшими соседями, отстоящими друг

от друга на расстояние a ; знаки
”
плюс“ и

”
минус“

относятся соответственно к зоне проводимости и ва-

лентной зоне [4]. Выражение (1) справедливо только

для малых значений |q| и, следовательно, для низких

(относительно εD) энергий. В дальнейшем положим

εD = 0.

2. Общие соотношения

Для решения задачи об адсорбции на графене требу-

ется знать его энергетическую плотность состояний

ρg(ω) = N−1
∑

k

δ(ω − εk),

где N — число атомов графена, ω — энергия [1].
При этом суммирование (интегрирование) должно идти

по всей зоне Бриллюэна, что может быть выполнено

только численно. С целью не только упростить задачу,

но и получить аналитические выражения используют

аппроксимацию (1), вводя вектор обрезания qc и соот-

ветствующую энергию обрезания ξ = 3taqc/2 (см., на-
пример, [5–7]). При этом плотность состояний графена

в интервале |ω| ≤ ξ принимает вид

ρ(ω) =
2|ω|
ξ2

. (2)

Функция Грина адсорбированного одноэлектронного

атома (см., например, [8]) равна

Ga(ω) =
(

ω − εa − 3(ω) + iŴ(ω)
)−1

. (3)

Здесь функция

Ŵ(ω) = πρ(ω)V 2 (4)

описывает уширения квазиуровня адатома, функция

3(ω) =
1

π
P

∞
∫

−∞

Ŵ(ω′)dω]

ω − ω′ (5)

отвечает сдвигу квазиуровня, εa — энергия атомного

уровня, V — матричный элемент взаимодействия атом–
графен, P — символ главного значения. Подставляя (4)
в (5), получим

3(ω) =
2V 2ω

ξ2
ln

ω2

|ξ2 − ω2| . (6)

Зависимость приведенной функции сдвига λ = 3ξ/2V 2

от безразмерной энергии x = ω/ξ представлена на ри-

сунке. Отметим, что λ(x) = 0 при x = ∓1/
√
2.

Плотность состояний на адатоме имеет вид

ρa(ω) =
1

π

Ŵ(ω)

�2(ω) + Ŵ2(ω)
,

�(ω) = ω − εa − 3(ω). (7)
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3. Числа заполнения адатома

Число заполнения адатома na удобно представить в

виде суммы зонного nb и локального nl вкладов [1,8]

na = nb + nl, (8)

nb =

EF
∫

−ξ

ρa(ω)dω, (9)

nl =
∣

∣

∣
1− d3(ω)

dω

∣

∣

∣

−1

ωl

. (10)

Здесь ωl — энергия локального уровня, расположенного

ниже валентной зоны графена, EF — энергия уровня

Ферми, которая в однослойном нелегированном графене

совпадает с точкой Дирака, так что EF = 0. Выражение

для производной d3(ω)/dω приведено в Приложении.

Начнем с оценки зонного вклада nb . Поскольку ин-

теграл (9) точно не берется, прибегнем к упрощениям.

Аналогично [8] аппроксимируем приведенную функцию

сдвига λ(x) выражением

λ(x) =































−a1, −1 < x < −1/
√
2,

a2, −1/
√
2 < x < 0,

−a2, 0 < x < 1/
√
2,

a1, 1/
√
2 < x < 1.

(11)

Значения коэффициентов a1 и a2 найдем из уравнений

a1(1− 1/
√
2) =

1
∫

1/
√
2

λ(x)dx ,

a2/
√
2 =

1/
√
2

∫

0

λ(x)dx . (12)

Получаем a1 = ln 2/(2−
√
2) = 1.18, a2 = ln 2/

√
2 =

= 0.49. Воспользовавшись аппроксимацией (12), поло-

жим nb = I(ηa , γ) и представим этот интеграл в виде

I(ηa , γ) = I1(ηa , γ) + I2(ηa , γ), (13)

I1(ηa , γ) = −γ

−1/
√
2

∫

−1

xdx
(x − ηa1)2 + π2γ2x2

, (14)

I2(ηa , γ) = −γ

0
∫

−1/
√
2

xdx
(x − ηa2)2 + π2γ2x2

, (15)

где ηa1,2 = ηa ∓ γa1,2, ηa = εa/ξ , γ = 2V 2/ξ2. Аналити-

ческие выражения для интегралов (14) и (15) приведены
в Приложении.

Зависимость приведенных функций сдвига λ = 3ξ/2V 2 от

безразмерной энергии x = ω/ξ .

Перейдем теперь к численным расчетам для кон-

кретных случаев адсорбции. Для этого нужно принять

определенную процедуру оценки параметров задачи.

Начнем с параметра ξ . Как известно [4], практически ли-

нейный ход плотности состояний графена наблюдается

при |ω| < t . Положим поэтому ξ = t, так что qca = 2/3.

Отметим, что, согласно [5], t = 2.38 eV. Матричный

элемент взаимодействия адатом–графен примем равным

V = 〈a |V̂ |pz 〉, где V̂ — оператор взаимодействия, |a〉 —
волновая функция адсорбируемого атома, |pz 〉 — вол-

новая функция атома углерода [8,9], что, конечно, явля-
ется приближением (см. подробнее [10]). Схемы оценки

энергии уровня адатома εa и приведены в [8,9], работу
выхода свободного однолистного графена принимаем

равной φg = 5.11 eV [11]. Исходные данные и результаты

расчетов в сопоставлении с результатами работы [9] (где
использовалась модель, учитывающая весь электронный

спектр, а не только его линейную часть) приведены в

табл. 1 и 2.

Как следует из табл. 1, в случае адсорбции щелочных

металлов порядок полученных здесь чисел заполне-

ния nb тот же, что и в работе [9].1 Что же касается

адсорбции галогенов, то полученные здесь значения nb

на порядок меньше, чем в работе [9]. Это связано с

чрезвычайно высокими значениями параметра γ и, как

следствие, большими |ηa1| и ηa2.

Перейдем теперь к оценкам локального вклада nl в

число заполнения адатома. Для этого необходимо найти

корень уравнения �(ω) = 0 с энергией ω∗ < −ξ . Итак,

1 Отметим, что аналитические выражения работы [8] дают практи-

чески те же результаты, что проведенный там же численный расчет.
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Таблица 1. Адсорбция щелочных металлов на графене:

исходные данные и результаты расчетов в сопоставлении с

результатами работы [9]

Параметр Li Na K Rb Cs

εa , eV 3.02 2.46 2.55 2.60 2.78

ηa 1.27 1.03 1.07 1.09 1.17

γ 1.38 0.86 0.43 0.37 0.31

nb 0.06 0.04 0.06 0.06 0.05

nb [9] 0.11 0.08 0.04 0.04 0.03

nl 0.11 0.07 0.01 0 0

nl [9] 0 0 0 0 0

Za 0.83 0.89 0.93 0.94 0.95

Za [9] 0.89 0.92 0.96 0.96 0.97

Таблица 2. Адсорбция галогенов на графене: исходные дан-

ные и результаты расчетов в сопоставлении с результатами

работы [9]

Параметр F Cl Br I

εa , eV −1.00 −0.49 −0.10 0.41

ηa −0.42 −0.21 −0.04 0.17

γ 25.56 10.53 7.59 5.20

nb 0 0.02 0.02 0.03

nb [9] 0.06 0.17 0.24 0.32

nl 0.51 0.49 0.47 0.43

nl [9] 0.47 0.37 0.28 0.11

Za −0.51 −0.51 −0.49 −0.46

Za [9] −0.53 −0.54 −0.52 −0.43

имеем уравнение

x − ηa − γx ln
x2

x2 − 1
= 0, (16)

где x = ω/t . Расчеты показывают, что в случае адсорб-

ции щелочных металлов локальные уровни ωl располо-

жены достаточно близко к нижней границе сплошного

спектра графена (мелкие уровни), тогда как при адсорб-

ции галогенов локальные уровни ωl расположены гораз-

до ниже дна валентной зоны графена (глубокие уровни).
В Приложении приведены упрощенные выражения для

соответствующих чисел заполнения.

4. Переход заряда

Вычислив ωl и воспользовавшись выражениями (10)
и (П1), получим значения nl приведенные в табл. 1

и 2. В случае щелочных металлов полученные нами

значения nl больше найденных в [9] для адатомов Li,

Na и K. То же относится и к адсорбции галогенов.

Переход заряда в адсорбционной системе определяет-

ся зарядом адатома Za . Для щелочных металлов заряд

адатома Za = 1− na , так что электрон частично перехо-

дит с верхнего заполненного уровня адатома на графен.

Для галогенов Za = −na , так как электрон графена

частично переходит на уровень сродства адатома. В двух

последних строках табл. 1 и 2 сопоставлены значения Za ,

полученные в настоящей работе, и работе [9]. Соот-

ветствие следует признать вполне удовлетворительным.

Необходимо, однако, подчеркнуть, что в рамках низко-

энергетического приближения
”
удельные веса“ вкладов

зонных и локальных состояний по сравнению с [9]
претерпевают существенные изменения.

Приложение

1. Значение производной d3(ω)/dω, входящей в выра-

жение (10), равно

d3(ω)

dω
= − 4V 2

ω2 − ξ2

(

1− ω2 − ξ2

2ξ2
ln

ω2

ω2 − ξ2

)

. (П1)

2. Интегралы (14) и (15) имеют вид

I1(ηa , γ)
2[1 + (πγ)2]

γ
= ln 2

(1 + ηa1)
2 + (πγ)2

(1 + ηa1

√
2)2 + (πγ)2

+ sgn(ηa1)
2

πγ

(

arctan
1 + ηa1

√
2 + (πγ)2√

2|ηa1|πγ

− arctan
1 + ηa1 + (πγ)2

|ηa1|πγ

)

, (П2)

I2(ηa , γ)
2[1 + (πγ)2]

γ
= ln

(1 + ηa2

√
2)2 + (πγ)2

2η2a2

+ sgn(ηa2)
2

πγ

(

arctan
1

πγ
− arctan

1+ηa2

√
2+(πγ)2√

2|ηa2|πγ

)

.

(П3)

Отметим, что такова же структура интеграла (П2.12) в

работе [8], где, однако, перед скобками, содержащими

арктангенсы, пропущен множитель sgn(ηa2).

3. Рассмотрим локальные уровни. Пусть имеем мел-

кий уровень x l = −1− α, где x l = ωl/ξ , α ≪ 1. Тогда из

уравнения (16) получим α ≈ 2−1 exp[−(1 + ηa)/γ], отку-
да в соответствии с (10) и (П1) получаем nl ≈ α/(γ + α).
Пусть теперь уровень глубокий, так что |x l| ≫ 1. Легко

показать с учетом уравнения (16), что x l ≈ ηa + γ . Тогда

получаем nl ≈
(

1 + (2γ/x2
l )

)−1 ∼ 1.
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