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Теоретически исследован эффект невидимости конечного однородного диэлектрического цилиндра, обус-

ловленный существенным уменьшением рассеяния электромагнитных волн в определенных спектральных

диапазонах. Рассматривается режим невидимости цилиндра в воздушном пространстве без дополнительных

маскирующих устройств. Эффект основан на резонансном гашении рассеянных волн, в результате чего

цилиндр становится невидимым для наблюдателя, расположенного в любой точке пространства. Условие

невидимости определяется резонансом Фано между переизлученными модами Ми и нерезонансным

рассеянием на цилиндре. Детально исследована зависимость спектров интегрального сечения рассеяния от

соотношения длины и радиуса цилиндра. Показано, что переход от модельного бесконечного цилиндра к

цилиндру конечной длины сопровождается появлением новых резонансов и дополнительного рассеяния, ко-

торое, однако, не нарушает самую низкую по частоте область невидимости при определенных соотношениях

длины и диаметра цилиндра.

1. Введение

В последние годы на фоне непрерывно растущего

интереса к тематике метаматериалов сформировалось

новое направление научных исследований, связанное

с невидимостью и маскировкой объектов [1–3]. Разви-
тие технологии изготовления метаматериалов привело

к появлению устройств, позволяющих сделать объект

невидимым в определенном спектральном интервале.

Функционирование ряда таких устройств основано на

принципах, которые разрабатываются в рамках нового

направления — трансформационной оптики [1,4]. На ос-

нове трансформационной оптики можно смоделировать,

а с помощью метаматериалов изготовить материал, в

котором свет распространяется по почти произвольным

заранее заданным траекториям. Так, на практике реа-

лизовалась литературная концепция
”
плаща-невидимки“

для оптической маскировки. Плащ, по сути представ-

ляющий собой маскировочный слой, искривляет фронт

падающей электромагнитной волны, изгибая траектории

распространения света таким образом, что волны оги-

бают спрятанный объект и выходят из этого слоя так,

словно его не было, делая и сам слой, и скрытый под

ним объект невидимыми [1,5–7]. В результате наблюда-

тель вместо замаскированного объекта видит простран-

ство позади него. При этом должно соблюдаться еще

одно условие: оптическая длина пути каждого луча в

маскировочном слое должна быть такой же, как если

бы луч распространялся прямолинейно в свободном

пространстве, иначе лучи, прошедшие этот слой, будут

интерферировать с лучами, не взаимодействовавшими с

ними, искривляя фронт прошедшего излучения. Такой

”
плащ-невидимка“, или маскировочный слой, должен

быть анизотропным и пространственно неоднородным,

а его конкретные параметры определяются методами

трансформационной оптики. Метод основан на том, что

уравнения Максвелла инвариантны по отношению к

пространственным преобразованиям, и заключается в

определении внутри маскировочного слоя пространства

с искривленной метрикой, для чего находится необходи-

мое преобразование координат. Простой маскировочный

шаровой (либо цилиндрический) слой можно построить

с помощью линейного преобразования, которое перево-

дит шар (цилиндр) радиуса R2 в шаровой слой (кольцо)
ограниченное двумя радиусами R1 < r < R2, согласно

формуле r ′ = R1 + R2−R1

R2
r [8]. Следует отметить, что

любой материал обладает дисперсией, а также поглоще-

нием, поэтому идеальный маскировочный слой получить

невозможно. Более того, формулы трансформационной

оптики задают параметры слоя для определенной рабо-

чей частоты, т. е. такая маскировка является монохрома-

тической, и для других частот условия маскировки не

выполняются.

Альтернативный метод маскировки, который не тре-

бует создания маскировочного слоя, был предложен в

работе [9]. Метод может быть использован для маски-

ровки тел, рассеяние на которых описывается теорией

Ми [10–12], в первую очередь для цилиндра и шара.

Характерной особенностью рассеяния Ми является его

резонансный характер в области спектра, где целое

число длин волн совпадает с оптической
”
толщиной“

рассеивающей частицы na . Резонансы наблюдаются при
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совпадении частоты падающей волны ω с одной из

собственных частот ω0, что приводит к переизлучению

частицей электромагнитных волн на той же частоте ω0.

В работах [13,14] было доказано, что в области резо-

нансов Ми рассеяние света в окружающую среду име-

ет интерференционную природу и представляет собой

не что иное, как каскады резонансов Фано, причем

форма каждой полосы, соответствующей определенно-

му резонансу Ми, описывается классической формулой

Фано [15]. Резонанс Фано наблюдается в самых разных

физических экспериментах [16–29] в том случае, если

относительно узкая полоса расположена на широком

фоновом контуре и интерферирует с ним. Из-за ин-

терференции симметричный лоренцевский контур узкой

резонансной линии трансформируется в общем случае

в несимметричный контур, форма которого описывается

формулой Фано [15]

I(ω) = A
(q + �)2

1 + �2
, (1)

где q — параметр Фано, � = (ω − ω0)/Ŵ — безразмер-

ная частота, ω0 и Ŵ — положение и ширина узкого

резонанса соответственно. Резонанс Фано может при-

водить к полному пропаданию рассеяния на некоторой

частоте либо вдоль некоторого направления [30], причем
в настоящей работе нас будет интересовать случай

пропадания рассеяния в спектральных координатах. Из

выражения (1) следует, что при выполнении соотноше-

ния q + (ω − ω0)/Ŵ = 0 рассеяние тождественно равно

нулю на некоторой частоте ω f , которая совпадает с ω0

при q = 0, а в общем случае определяется формулой

ω f = ω0 − qŴ. Таким образом, на рабочей частоте ω f

рассеяние на частице будет полностью отсутствовать.

Рассеяние Ми представимо в виде каскада резонанс-

ных контуров Фано, которые перекрываются и таким

образом вносят некоторое рассеяние на частоте ω f

для выбранного контура. Однако в работе [9] было

показано, что для бесконечного цилиндра существуют

такие спектральные области, в которых суммарный

вклад соседних резонансов в рассеяние мал, и объект

на частоте ω f рассеивает очень слабо. Если учесть, что

любой
”
плащ-невидимка“ также не является идеальным

маскировочным слоем из-за дисперсии и поглощения,

то маскировку за счет резонанса Фано следует признать

интересным альтернативным подходом к решению про-

блемы невидимости объектов. В этом случае задача мас-

кировки сводится к подбору параметров самой частицы,

удовлетворяющих условию ω f = ω0 − qŴ для заданной

рабочей частоты ω f .

В настоящей работе, направленной на развитие ме-

тода маскировки за счет резонансов Фано, исследуется

случай цилиндра, имеющего конечную длину, в отличие

от работы [9], где анализировалась идеальная картина с

бесконечным цилиндром. Цель работы — выяснить, как

меняется рассеяние при уменьшении длины цилиндра, в

первую очередь в тех спектральных областях, которые

удовлетворяют условию невидимости ω f = ω0 − qŴ.

2. Аналитическое решение задачи
о невидимости бесконечного
цилиндра

Аналитическое решение задачи о рассеянии элек-

тромагнитной волны на однородном шаре или ци-

линдре произвольного радиуса с произвольной ди-

электрической проницаемостью строится на основании

теории, которую принято называть теорией Лоренца–

Ми [10,11,31,32]. Рассмотрим рассеяние на однородном

цилиндре радиуса r с вещественной диэлектрической

проницаемостью ε1. Будем считать, что цилиндр на-

ходится в воздушной среде с ε2 = 1. Решение задачи

представляется в виде бесконечных рядов для компо-

нент внутреннего и рассеянного полей и описывается

цилиндрическими коэффициентами Лоренца–Ми an и bn,

соответствующими электрическому и магнитному мо-

менту. Следуя работе [9], рассмотрим ТЕ-поляризацию,

в которой вектор электрического поля E перпендику-

лярен оси цилиндра z , и от нуля отличны компоненты

электромагнитного поля (Ex , Hy , Hz ). В поляризации

ТЕ рассеяние определяется одним цилиндрическим ко-

эффициентом Лоренца–Ми an (bn = 0). Коэффициенты

Лоренца–Ми находятся из условий непрерывности тан-

генциальных составляющих поля на границе раздела

между цилиндром и окружающей средой, которые для

тангенциальных составляющих компонент поля H и E
(поляризация ТЕ) имеют вид



























EnJn(x
√
ε2) + AnH(1)

n (x
√
ε2) = DnJn(x

√
ε1),

ε1En
∂

∂r
Jn(x

√
ε2) + ε1An

∂

∂n
H(1)

n (x
√
ε2)

= ε2Dn
∂

∂r
Jn(x

√
ε),

(2)

где x = rω/c = 2πr/λ — безразмерная частота, пара-

метры En, An и Dn задают цилиндрические гармоники

амплитуд падающего, рассеянного и внутрицилиндрово-

го магнитного поля, Jn(ζ ) и H(1)
n (ζ ) — функции Бесселя

и Ханкеля. Коэффициент Лоренца–Ми для рассеянного

магнитного поля определяется как an = An/En, коэффи-

циент dn = Dn/En характеризует поле внутри цилиндра.

Резонансные моды бесконечного цилиндра, возбуждае-

мые в поляризации ТЕ, будем обозначать как ТЕnk , где

индекс n = 0, 1, 2 , . . . соответствует порядку мульти-

поля (n = 0 — диполь, n = 1 — квадруполь и т. д.), а

индекс k = 1, 2, 3 , . . . определяет порядок резонанса

для каждого n. Интегральное рассеяние на бесконечном

цилиндре характеризуют величиной Q∞

sca = 2
x

+∞
∑

n=−∞

|an|2,

в которую входит дипольная компонента Q∞

sca,0 = 2
x |a0|2

и мультипольные компоненты Q∞

sca,n = 4
x |an|2 при n ≥ 0.
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Далее перепишем второе уравнение системы (2) в

следующем виде:

an = dn
ε2

ε1

∂
∂r Jn(x

√
ε1)

∂
∂r H(1)

n (x
√
ε2)

+ (−1)

∂
∂r Jn(x

√
ε2)

∂
∂r H(1)

n (x
√
ε2)

. (3)

В работах [13,14] была продемонстрирована пря-

мая аналогия между формулой (3) для коэффициента

Лоренца–Ми an, определяющего рассеянное магнитное

поле, и формулой Фано, представленной как

(q + �)2

1 + �2
sin2 1 = A(ω) exp (iϕA(ω))

1

� + 1

+ B(ω) exp (iϕB(ω)) . (4)

Первые члены в правой части уравнений (3), (4)
определяют узкий резонансный член, а вторые —

широкий нерезонансный член в сценарии резонанса

Фано. На рис. 1 представлена спектральная зависи-

мость интегрального сечения рассеяния Q∞

sca, а также

парциальных сечений Q∞

sca,n в низкочастотной области

спектра, где наблюдаются дипольная мода ТЕ0k и выс-

шие мультипольные моды ТЕnk . Все линии в спек-

трах имеют асимметричные контуры, которые идеально

описываются формулой Фано (1). Из рис. 1 следует,

что интегральное сечение Q∞

sca имеет ряд относительно

узких спектральных областей, которые характеризуются

крайне слабым рассеянием электромагнитных волн на

бесконечном цилиндре. Для сравнения и определения

спектральных областей невидимости нами использовал-

ся стандартный реперный спектр интегрального сечения

Рис. 1. Спектры интегрального сечения рассеяния Q∞

sca, а

также парциальных сечений Q∞

scan,n для дипольной и мульти-

польных мод TEnk при рассеянии Ми на бесконечном одно-

родном цилиндре с диэлектрической проницаемостью ε1 = 60.

Для сравнения тонкой сплошной линией показан спектр

интегрального сечения рассеяния на идеальном проводящем

металлическом цилиндре Q∞

sca.PEC. Диэлектрическая проница-

емость окружающей среды ε2 = 1, падающая волна распро-

страняется перпендикулярно оси цилиндра z , поляризация TE,

x = rω/c = 2πr/λ — безразмерная частота.

Рис. 2. Спектры интегрального сечения бесконечного цилин-

дра Q∞

sca в зависимости от диэлектрической проницаемости ε1
в сравнении со спектром интегрального сечения рассеяния

на идеальном проводящем металлическом цилиндре Q∞

sca.PEC

(тонкаялиния), x = rω/c = 2πr/λ — безразмерная частота.

Параметры окружающей среды и падающей волны те же, что

для рис. 1. Спектры смещены по оси ординат на величину 102

в логарифмической шкале.

рассеяния на идеальном проводящем металлическом

цилиндре (ε1 → ∞): Q∞

sca,PEC (PEC — perfect electric

conductor) [9]. В частности, при x ≈ 0.5 и 1.5 в рассеянии

наблюдаются провалы, которые отвечают выполнению

условия Фано ω f = ω0 − qŴ для наиболее интенсив-

ных мод в соответствующих спектральных интервалах.

В этих областях рассеяние существенно слабее, чем

рассеяние на идеальном металлическом цилиндре, и та-

кие области рассматриваются как области невидимости

объекта.

На рис. 2 приведены спектры бесконечного цилин-

дра Q∞

sca в зависимости от диэлектрической прони-

цаемости ε1 и спектр сравнения Q∞

sca,EC (ε1 → ∞).
Рисунок демонстрирует существенную трансформацию

спектра Q∞

sca при увеличении ε1: наблюдаются сужение

резонансных линий рассеяния и смещение всех особен-

ностей в низкочастотную область. В частности, первая

по частоте область невидимости, которая следует за

двумя пиками интенсивного рассеяния, не приводит к

невидимости цилиндра при ε1 = 10 (x ∼ 1.3). Однако

уже при ε1 = 20 цилиндр становится невидимым в

области x ∼ 1, которая плавно смещается к частоте

x ≈ 0.5 при ε1 = 60.

Дополнительно отметим, что в работе [9] были про-

ведены эксперименты по рассеянию электромагнитных

волн на цилиндрическом сосуде с водой в микровол-

новой области спектра. Использование воды связано с

ее высокой диэлектрической проницаемостью, которая

зависит от температуры и меняется от ε1 = 80 при 20◦C

до ε1 = 50 при 90◦C в диапазоне от 1 до 6GHz [33].
В результате было получено прекрасное совпадение с

предсказаниями теории; водяной цилиндр практически
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Рис. 3. Спектры интегрального сечения рассеяния Ql/r
sca на однородном диэлектрическом цилиндре в зависимости от соотношения

длины и радиуса цилиндра l/r при ε1 = 60 в сравнении со спектром интегрального сечения рассеяния на идеальном металлическом

цилиндре Q∞

sca,PEC, x = rω/c = 2πr/λ — безразмерная частота. Парметры окружающей среды и падающей волны те же, что для

рис. 1.

не рассеивал электромагнитные волны в области частот

x ∼ 0.5, что означает его невидимость для наблюдате-

ля, находящегося в произвольной точке вне цилиндра.

В этих экспериментах длина цилиндра с водой была

значительно больше сечения СВЧ-пучка. Кроме того,

длина была во много раз больше диаметра цилиндра, т. е.

цилиндр по отношению к падающему пучку можно было

рассматривать как бесконечный. В настоящей работе нас

интересует другой случай, когда цилиндр имеет длину и

диаметр, сопоставимые с размером пучка электромаг-

нитной волны.

3. Численное решение задачи
о невидимости конечного цилиндра

Перейдем к изложению основного результата рабо-

ты — расчету интенсивности рассеяния электромаг-

нитных волн на цилиндре конечной длины. Рассмот-

рим однородный диэлектрический цилиндр длиной l,
радиусом r с вещественной диэлектрической проница-

емостью ε1 в воздушной среде с ε2 = 1. Нас интере-

сует рассеяние в поляризации ТЕ при распростране-

нии падающего пучка вдоль оси x , перпендикулярной

оси цилиндра z . Спектры интегрального сечения рас-

сеяния Ql/r
sca рассчитывались численно с использовани-

ем коммерчески доступного программного пакета CST

Microwave Studio. Величина Ql/r
sca определялась как отно-

шение полного сечения рассеяния (radar cross section),
рассчитываемого с помощью пакета CST, к фронталь-

ному геометрическому сечению объекта, т. е. к площади

падающей плоской волны, перекрываемой объектом; в

случае цилиндра конечной длины это величина S = 2rl .
На рис. 3 приведены рассчитанные спектры интеграль-

ного сечения рассеяния Ql/r
sca в зависимости от соотноше-

ния длины и радиуса цилиндра l/r , а также для сравне-

ния спектр Q∞

sca бесконечного цилиндра, рассчитанный

аналитически по формулам Лоренца–Ми. Кроме того,

показан спектр интегрального сечения рассеяния на иде-

альном проводящем металлическом цилиндре Q∞

sca,PEC .

Все спектры приведены для фиксированного значения

диэлектрической проницаемости ε1 = 60.

Рис. 3 демонстрирует появление новых резонансов в

спектре интегрального сечения рассеяния Ql/r
sca цилиндра

конечной длины. Если говорить об аналитическом ре-

шении, то задача о рассеянии электромагнитных волн
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на бесконечном цилиндре в плоскости xy переходит

в задачу о рассеянии на так называемом объемном

резонаторе [34]. Соответственно двумерная задача о

нахождении собственных резонансов бесконечного ци-

линдра (теория Лоренца–Ми для тел, имеющих ось

вращения) переходит в трехмерную задачу нахождения

нормальных колебаний электромагнитного поля внутри

конечного диэлектрического цилиндра, которая сводится

к решению уравнений Максвелла при определенных гра-

ничных условиях на стенках цилиндра. Типы колебаний

в цилиндрических объемных резонаторах характеризуют

индексами m, n, p, которые соответствуют числу полу-

волн электрического или магнитного поля, укладываю-

щихся по его диаметру, окружности и длине (например,
Emnp или Hmnp). Следует отметить, что в аксиально-

симметричных открытых диэлектрических резонаторах

волна многократно отражается от границ за счет эффек-

та полного внутреннего отражения. Такие резонаторы

имеют еще и другое название — резонаторы с модами

”
шепчущей галереи“ (название дано по аналогии с аку-

стическими модами в шепчущей галерее собора Святого

Павла в Лондоне, которые изучал лорд Рэлей [35]). Мо-

ды
”
шепчущей галереи“ распространяются в приповерх-

ностной области резонатора, вдоль его границы. Они

характеризуются малыми излучательными потерями и

обладают чрезвычайно высокой добротностью.

Возвращаясь к результатам численных расчетов

(рис. 3), отметим, что новые линии, которые появи-

лись в спектре интегрального сечения рассеяния Ql/r
sca

на диэлектрическом цилиндре длины l, представляют

собой резонансы, расположенные по всему спектру. На

этих частотах цилиндр стал источником резонансного

рассеяния и прекрасно наблюдается с различных сторон.

С уменьшением длины цилиндра происходит существен-

ная трансформация спектров Ql/r
sca . Фоновый спектр Ql/r

sca

конечного, но достаточно длинного цилиндра (l/r = 50,

рис. 3, a) в точности повторяет спектр Q∞

sca, при этом на

фон накладывается множество узких малоинтенсивных

линий, усиливающихся с уменьшением длины цилиндра

(l/r = 16.7, рис. 3). В частности, в области невидимости

бесконечного цилиндра при x ≈ 0.5 появляется ряд

новых линий, которые фактически нивелируют эффект

невидимости в этом спектральном диапазоне. При даль-

нейшем уменьшении длины l наблюдается ряд инте-

ресных эффектов. В первую очередь торцы цилиндра

начинают оказывать заметное влияние на основные ре-

зонансы Ми ТЕnk , что приводит к изменению их частот и

формы линий в спектрах. Этот эффект легко проследить

на примере самого низкочастотного резонанса ТЕ01,

частота соответствующей линии в спектрах Ql/r
sca смеща-

ется от x = 0.305 при ∞ < l/r ≤ 16 до x = 0.333 при

l/r = 3.57. Кроме того, с увеличением x существенно

возрастает фоновая подставка спектра Ql/r
sca , которая ока-

зывается заметно выше фоновой подставки спектра Q∞

sca

(рис. 3, c, d). Что касается новых (по отношению к

спектру Q∞

sca) линий, то следует отметить две тенденции,

которые наблюдаются при уменьшении l : во-первых,

новые линии существенно возрастают по интенсивности

и, во-вторых, их число уменьшается. Напомним, что

каждый новый резонанс связан с числом полуволн,

которое укладывается по длине цилиндра. Поэтому у

короткого цилиндра в низкочастотной области спектра,

которая соответствует большим длинам волн λ, число

собственных мод меньше, чем у длинного цилиндра. Из

расчетов спектров Ql/r
sca , выполненных с малым шагом

по параметру l/r , следует, что при некоторых соот-

ношениях длины и радиуса цилиндра эффект невиди-

мости в области x ≈ 0.5 сохраняется, как например

при l/r = 3.57 (рис. 3, d). При этом следует отметить

сужение спектральной области слабого рассеяния по

сравнению со случаем бесконечного цилиндра.

4. Заключение

Теоретически рассмотрен эффект невидимости одно-

родного диэлектрического цилиндра конечной длины.

В случае бесконечного цилиндра рассеяние электромаг-

нитных волн в плоскости xy , перпендикулярной оси

цилиндра z , определяется разложением в ряд по ци-

линдрическим гармоникам и описывается коэффициен-

тами Лоренца−Ми. Ранее была продемонстрирована ин-

терференционная природа резонансного рассеяния Ми,

которая интерпретируется в рамках модели Фано [13].
Рассеяние Ми проявляется в виде каскадов резонансных

линий различной формы, каждая из которых описывает-

ся классической формулой Фано. В силу особенностей

резонанса Фано интегральное сечение рассеяния оказы-

вается малым в определенных спектральных диапазонах,

при этом цилиндр практически не виден стороннему

наблюдателю. Переход к цилиндру с конечной длиной

существенно меняет картину рассеяния. Появляются

многочисленные узкие резонансные линии, с уменьше-

нием длины цилиндра их интенсивность возрастает, а

число уменьшается. В настоящей работе исследована

трансформация спектров рассеяния в первой по частоте

области невидимости бесконечного цилиндра вблизи

x ∼ 0.5. В этой области в спектре длинного цилиндра

(l ≫ r) появляется гребенка новых узких линий и эф-

фект невидимости пропадает, однако с уменьшением l
удается подобрать такие соотношения между длиной и

радиусом цилиндра, при которых эффект невидимости

восстанавливается.
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