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Исследуются условия формирования статической и высокочастотной отрицательных проводимостей

полупроводниковых сверхрешеток с различной долей области отрицательных эффективных масс в мини-зоне.

Показано, что уменьшение доли отрицательной массы ведет к расширению областей отрицательной как

дифференциальной, так и абсолютной проводимости сверхрешетки и появлению дополнительных областей

неустойчивости гармонического поля. В результате развития статической неустойчивости в сверхрешетке,

помещенной в разомкнутую по статическому току внешнюю цепь, возможна генерация как целочисленно,

так и дробно квантованных статических полей.

1. Введение

Полупроводниковые сверхрешетки (СР) — это слои-

стые структуры с периодически меняющимся составом

и(или) типом легирования. В них разрешенные и запре-

щенные зоны распадаются на совокупность относитель-

но узких разрешенных и запрещенных мини-зон с отлич-

ным от параболического законом дисперсии электронов

(дырок) [1]. Ускоряясь электрическим полем, носители

заряда испытывают брэгговские отражения от границ

мини-зон и совершают колебания, получившие названия

блоховских. Кроме того, в части мини-зоны масса части-

цы меняет знак. Все это в совокупности приводит к про-

явлению сверхрешеткой нелинейных свойств уже в от-

носительно слабых электрических полях (102−104 В/см)
и делает их привлекательными для решения задач

СВЧ электроники. Важно отметить, что наличие в

мини-зоне полупроводниковой сверхрешетки областей

отрицательных эффективных масс (ОЭМ) существенно

для формирования отрицательной проводимости только

в СР с гармоническим законом дисперсии и в отсутствие

рассеяния на оптических фононах. Ранее (см., напри-

мер, [2]) нами было показано, что отрицательная диффе-

ренциальная проводимость может существовать и в СР с

параболическим законом дисперсии, в которых область

отрицательных эффективных масс вообще отсутствует.

Не является наличие отрицательных масс необходимым

и для эффектов самоидуцированной и индуцированной

прозрачности СР, т. е. одновременного или последова-

тельного исчезновения гармоник тока в СР, помещен-

ной в высокочастотное электрическое поле [3,4]. Более
того, значительное число экспериментальных работ, в

которых наблюдались такие интересные эффекты, как

селективная прозрачность СР [5], абсолютная отрица-

тельная проводимость [6], блоховские колебания [7–9],
использует СР с негармоническим законом дисперсии, в

мини-зонах которых область ОЭМ незначительна.
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В настоящей работе мы исследуем статическую и

высокочастотную проводимости на примере СР с раз-

ной долей отрицательных эффективных масс в нижней

мини-зоне. Переход в следующую мини-зону может

быть ограничен, например, за счет интенсивного ис-

пускания оптических фононов [2,10]. Для наглядности

результаты проиллюстрированы на примере реальных

СР GaAs/AlGaAs со сложной элементарной ячейкой.

В разд. 2 приведены основные уравнения, описывающие

взаимодействие статического и гармонического полей

в СР с произвольным законом дисперсии. В разд. 3

рассмотрено изменение статической проводимости под

действием переменного поля в СР с негармоническим

законом дисперсии и влияние статического поля на вы-

сокочастотную проводимость. В Заключении приведены

основные результаты работы.

2. Основные соотношения

В силу периодичности k-пространства продольную по

отношению к оси СР энергию мини-зонного электро-

на ε3(k3) можно представить в виде ряда Фурье (т. е. в
виде совокупности парциальных мини-зон с гармониче-

ским законом дисперсии и с ширинами 1n):

ε3(k3) = 0.5

N
∑

n=1

1n[1− cos(nk3d)], (1)

d — период СР, N — целое число. Ширина парци-

альной мини-зоны может быть как положительной, так

и отрицательной. Полная ширина мини-зоны сверхре-

шетки определяется равенством 1 =
∑

n = 1,3,...

1n. Обычно

в теоретических работах рассматриваются СР в прибли-

жении сильной связи (N = 1). Закон дисперсии в них

имеет точку перегиба в середине мини-зоны Бриллю-

эна (k i = π/2d), и в половине мини-зоны эффективная

масса электронов отрицательна. В приближении сво-

бодных электронов (параболический закон дисперсии)
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1n = (−1)n+111n−2, 1 = (π2/8)11. Такой закон диспер-

сии может быть получен в СР со сложной элементарной

ячейкой, содержащей две (и более) квантовые ямы

и (или) барьеры близкой ширины [10–13].
Заметим, что движение электрона по парциальным

мини-зонам взаимосвязано, так как в каждой из них

электрон имеет один и тот же квазиволновой вектор k
и мини-зона Бриллюэна у них единая. Единая и функ-

ция распределения по квазиимпульсу ~k . В отличие

от энергий и скоростей квазиимпульсы парциальных

мини-зон не суммируются. Суммируемые ν -е парци-

альные ток и энергия определяются лишь ν -й фурье-

гармоникой функции распределения электронов. Для ди-

намики электрона в представлении расширенной мини-

зоны ν -я парциальная мини-зона в СР с периодом d
формально соответствует синусоидальной мини-зоне в

СР с периодом νd (и мини-зоне Бриллюэна, которая

в ν раз у́же основной).
Наиболее характерной является ситуация, когда поле

в СР можно представить как совокупность бигармониче-

ского и статического электрических полей:

E(t) = E0 + E1 cos(ω1t + δ1) + E2 cos(ω2t + δ2). (2)

Следуя работе [4], при вычислении тока будем ис-

ходить из уравнения Больцмана в приближении по-

стоянного времени релаксации функции распределения

электронов (τ ):

∂ f (k, t)
∂t

+
eE(t)

~

∂ f (k, t)
∂k

= −
f (k, t) − f 0(k)

τ
, (3)

где f (k, t), f 0(k) — возмущенная полем и равновес-

ная функции распределения электронов соответствен-

но, t0 — момент включения электрического поля или

создания электронов в зоне проводимости, например,

фемптосекундным лазером.

Используя периодичность в k-пространстве, функцию

распределения электронов представим в виде ряда Фу-

рье:

f (k, t) =

∞
∑

ν=−∞

Fν(k⊥) exp(iνk3d)8ν(t), (4)

где

Fν(k⊥) =
d
2π

π/d
∫

−π/d

f 0(k) exp(−iνk3d)dk3. (5)

Тогда многокомпонентная функция распределения 8ν(t)
удовлетворяет уравнению

τ
d8ν(t)

dt
+ [1 + iντ �(t)]8ν (t) = 1,

�(t) =
edE(t)

~
, 8ν(t) = 8∗

ν (t) (6)

с начальными условиями 8ν(t0) = 1. Легко видеть, что

стационарный внутриминизонный ток j(t) выражается

как сумма парциальных минизонных токов jν :

j(t) =

N
∑

ν=1

jν(t), jν(t) = − j0νIm8ν(t), (7)

где

8ν(t) =

∞
∑

λ1,2=−∞

∞
∑

µ1,2=−∞

2
∏

α=1

Jµα(νgα)Jµα+λα (νgα)

1 + i
(

ν�c +
2

∑

α=1

µαωα

)

τ

× exp

[

−i
2

∑

α=1

λα(ωαt − δα)

]

, (8)

gα = �α/ωα, �α = eEαd/~,

j0ν =
ν1νed

~

∫

f 0(k) cos(νk3d)
d3k

(2π)3
.

Если частоты компонент поля (2) несоизмеримы,

т. е. µαωα 6= µβωβ (µα,β — небольшие целые числа), то
согласно (7), (8) статический ток равен

j (ν)
c (�c , �1, �2, ω1, ω2)

=
∑

ν

j0ν

∞
∑

µ1.2=−∞

ν�c +
2

∑

α=1

µαωα

1 +
(

ν�c +
2

∑

α=1

µαωα

)2

τ 2

2
∏

α=1

J2
µ2
β

(νgβ),

(9)

токи на частотах ωα , α = 1, 2,

jωα
(t) = Re

N
∑

ν=1

σ (ν)(ωα ;�c , �1, �2, ω1, ω2)Eα

× exp[−i(ωαt − δα)] (10)

полностью определяются несинхронными (не завися-

щими от фазовых соотношений полей) нелинейными

парциальными проводимостями:

σ (ν)(ωα ;�c , �1, �2, ω1) =
∑

ν

σ0ν

(ν�α)2

×

∞
∑

µ1,2=−∞







[

2µαωα

(

ν�c +

2
∑

β=1

µβωβ

)

− i
�α

τ

d
dgα

]

×
J2
µ1

(νg1)J2
µ2

(νg2)

1 +
(

ν�c +
2

∑

β=1

µβωβ

)2

τ 2







, (11)

где σ0ν =
(

eνdτ /~
)

j0ν — парциальная линейная стати-

ческая проводимость СР. Если второе гармоническое

поле слабое, то действительная часть проводимости на
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частоте поля E1, определяющая его потери, примет вид

Reσ (ν)(ωα ; �c , �1, �2, ω1)

=
σ0ν

ν�α

∑

ν

∞
∑

µ1,2=−∞

2
∏

β=1

Jµβ(νgβ)Jµβ+1(νgβ)

×

∞
∑

µ1,2=−∞



















ν�c +
2

∑

β=1

µβωβ

1 +
(

ν�c +
2

∑

β=1

µβωβ

)2

τ 2

−(−1)n

ν�c −
2

∑

β=1

µβωβ

1 +
(

ν�c +
2

∑

β=1

µβωβ

)2

τ 2



















. (12)

Из (7)−(12) видно, что ν -я компонента тока представ-

ляет собой ток в первой мини-зоне,
”
сжатый“ по оси

электрического поля в ν раз. При этом в токе не

появляется новых гармоник, но максимумы амплитуд

гармоник тока смещаются к меньшим полям. Слагаемые

с ν > 1 проявляются в относительно слабых полях

и(или) высоких частотах (g1,c < 1) и в резонансных

областях, определяемых нулями знаменателей. В связи

с этим становится важно определить величину норми-

ровочных множителей j0ν для каждой мини-зоны. Они

зависят от параметров сверхрешетки и ее температуры.

В качестве равновесного распределения рассмот-

рим распределение Максвелла−Больцмана. Тогда j0ν =
= δ1,ν (end1/~) Iν(1/2T )/I0(1/2T ) в СР с гармониче-

ским законом дисперсии и j0ν = (−1)ν+1(2~ne/mdν)
× exp[−π2ν2kT/41] в СР с параболическим законом

дисперсии, если kBT ≪ 41, 1 = π2
~
2/2m3d2. Для более

общего случая j0ν/ j01 = ν [1νϕν(1, T )/11ϕ1(1, T )], где

ϕν = d/2π

π/2
∫

−π/2

exp

[

−
ε3(k3) − ε3(0)

kBT

]

cos(νk3d)/dk3,

(13)

T — температура, kB — постоянная Больцмана. На

рис. 1 показана зависимость нормировочных множите-

лей j0ν от номера парциальной мини-зоны для СР с

различной долей ОЭМ, параметры которых приведены

Параметры сверхрешеток, использовавшиеся при расчетах

CP
Размеры слоев

β = k i d/π N 1, мэВd1−d2−d3−d4, dml

CP-1 6−8−11−7 0.6 3 23

CP-2 7−8−11−7 0.65 3 24

CP-3 8−8−11−7 0.7 4 25

CP-4 9−8−11−7 0.73 5 30

CP-5 10−8−11−7 0.78 6−7 31

CP-6 11−8−11−7 0.88 ≥9 32
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Рис. 1. Зависимость нормировочных множителей j0ν от

номера n парциальной мини-зоны в модельной СР с разной

долей ОЭМ в мини-зоне. На вставке — зависимость j02 от

параметра 1/kBT : 1 — CР-1, 2 — CР-3, 3 — CР-4, 4 — CР-6,

5 — CР с параболическим законом дисперсии.

в таблице и описаны в разд. 3.1. На вставке приведена

зависимость j02 от соотношения между температурой

и шириной мини-зоны. Амплитуда парциального тока

быстро убывает с ростом номера гармоники и темпера-

туры начиная от 1/kBT > 25. Для рассматриваемых СР

с d ∼ 100�A, 1 ∼ 30мэВ это соответствует температуре

T ≤ 15K.

Таким образом, отклонение закона дисперсии от гар-

монического играет максимальную роль в слабых элек-

трических полях, в структурах с широкими мини-зонами

и (или) при низких температурах (параметр 1 ≫ kBT ).
Максимальная амплитуда второй гармоники равна 0.5 и

достигается в СР с параболическим законом дисперсии.

3. Влияние наличия и размеров
области отрицательной
эффективной массы на разные
типы проводимости

Исследуем особенности взаимодействия переменного

и статического полей со СР, содержащими различную

долю отрицательной эффективной массы в законе дис-

персии.

3.1. Моделируемые объекты

Для иллюстрации влияния изменения размеров обла-

сти ОЭМ на токовые характеристики СР мы рассмотрим

описанную нами ранее СР GaAs/AlxGa1−xAs со сложной

элементарной ячейкой [13] (см. таблицу), в которой

будем менять размеры одной из ям (d1), сдвигая тем

самым границу области ОЭМ (параметр β = k id/π, где
k i — точка перегиба в законе дисперсии). Параметры

СР: (6−11dml)GaAs−(8dml)Al0.35Ga0.65As−(11dml)GaAs−

Физика и техника полупроводников, 2015, том 49, вып. 12
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Рис. 2. Зависимость положения точки перегиба k i d в за-

коне дисперсии ε(k) СР со сложной элементарной ячейкой

(см. вставку) и отношения эффективных масс в экстремумах

мини-зон от ширины первой ямы (d1).

(8dml)Al0.35Ga0.65As, толщина монослоя dml = 2.825�A.

Сверхрешетки отличаются друг от друга долей области

отрицательной эффективной массы в мини-зоне Бриллю-

эна, она уменьшается с ростом номера СР (см. таблицу,
рис. 2) от 40 до 15%. Количество парциальных мини-зон,

существенных в законе дисперсии, при этом увеличи-

вается от 3 (СР-1: d1 = 6dml) до 11 (СР-6: d1 = 11dml).
Заметим, что негармонический закон дисперсии может

быть реализован и в СР с простой элементарной

ячейкой, и именно в таких СР экспериментально

наблюдались абсолютная отрицательная проводимость

(АОП) [5,6] и блоховские колебания [7,8,14].

3.2. Статическая вольт-амперная
характеристика и абсолютная
отрицательная проводимость
в сверхрешетке

Как известно [1], в чисто статическом поле СР имеет

вольт-амперную характеристику (ВАХ) N-типа, что свя-

зано с брэгговскими отражениями электронов от границ

мини-зон. В СР с гармоническим законом дисперсии

и в τ -приближении ток определяется известным вы-

ражением

j(E) = σ0
E

1 + (E/E∗)2
, (14)

где E∗ = edE/~ — критическое напряжение, при ко-

тором достигается максимум тока, σ0 — линейная

статическая проводимость СР. В предельном случае

сверхрешетки с параболическим законом дисперсии за-

висимость тока от напряжения меняется [2]:

j(E) = σ0

(

2

π

)2[

E −
πE∗

sh(E/E∗)

]

. (15)

Критическое напряжение, соответствующее максиму-

му тока, оказывается несколько больше: Ẽ∗ = 1.174E∗ .

В полях, превышающих критическое, дифференциальная

проводимость СР становится отрицательной.

Чтобы исследовать изменения взаимодействия между

статическим и гармоническим полями, рассмотрим СР в

поле (2) при E2 = 0. Переменное поле модулирует ста-

тическую проводимость СР, сдвигая область отрицатель-

ной дифференциальной проводимости (ОДП) (рис. 3)
и приводя к появлению новых областей ОДП. Это

явление известно и для объемных полупроводников, об-

ладающих статической ВАХ N-типа. Направление сдвига

зависит как от частоты поля (параметр ωτ ) [15,16],
так и от схемы включения структуры во внешнюю

цепь [17]. В полях, амплитуды которых сравнимы с

критическим полем E∗ (E∗ = ~/edτ для СР с гармо-

ническим и E∗ ≈ 1.174~/edτ для СР с параболическим

законами дисперсии [2]), не только дифференциальная,

но и полная статическая проводимость становится от-

рицательной. Это явление получило название абсолют-

ной отрицательной проводимости и наблюдалось как в

объемных полупроводниках [18,19], так и в сверхрешет-

ках [20].

На рис. 4 на плоскости амплитуд гармонического и

статического полей показаны области АОП (1) для СР с

гармоническим законом дисперсии (штриховые кривые)
и квазипараболическим законом дисперсии (СР-6 —

сплошные кривые). Граничные кривые областей (2)
соответствуют бестоковым состояниям ( jc = 0), в том

числе: тонкие кривые — неустойчивым, а толстые

кривые — устойчивым состояниям СР. На последних

нелинейные высокочастотная и статическая дифферен-

циальная проводимости положительны.

Так как состояния АОП неустойчивы, энергия пере-

менного поля будет передаваться статическому полю,

усиливая его. Поэтому в разомкнутой по постоянному

0 1 2 3
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3

1

2

W w1 1/

j
j

c
/

0
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Рис. 3. Вольт-амперные характеристики СР в присутствии пе-

ременного поля. 1 — СР с гармоническим законом дисперсии,

(2−5) — c квазипараболическим (β = 0.88). g1 : (1, 2) — 0,

3 — 1, 4 — 2.5. ω1τ = 4.
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Рис. 4. Границы области неустойчивости статического по-

ля Ec (1) и гармонического поля E1 (2) при E2 = 0 и для

второй компоненты бигармонического поля E2 при Ec = 0 (1).
Сплошная линия — СР-6 (квазипараболический закон дис-

персии), штриховая линия — СР-1 (гармонический закон

дисперсии). Участки кривых, показанные толстой линией, соот-

ветствуют устойчивым, тонкой — неустойчивым состояниям.

Штрихпунктирния линия — Reσ (ω1) = 0. ω1τ = 10. T = 10K.

току цепи будет возникать статическое напряжение,

целочисленно квантованное относительно частоты пере-

менного поля [21] с точностью до (ωτ )−1. Эти состоя-

ния соответствуют участкам кривых jc = 0, показанным

толстой линией.

Как видно из рис. 4, в СР с малой долей ОЭМ

области АОП заметно расширяются и появляются до-

полнительные участки устойчивых по статическому току

состояний с дробно квантованным статическим полем

ν�0 ≈
2

∑

α=1

µαωα ± τ −1. В СР с гармоническим зако-

ном дисперсии дробное квантование статического поля

возможно только при сильном легировании СР, когда

электрическое поле внутри СР становится многочастот-

ным [21].
Заметим, что, как и для СР с гармоническим зако-

ном дисперсии, области АОП совпадают с областями

неустойчивости слабого переменного поля (2 на рис. 4),
с частотой, не кратной частоте сильного поля.

Таким образом, уменьшение доли отрицательной мас-

сы в законе дисперсии не только не препятствует возник-

новению абсолютной и дифференциальной статической

отрицательных проводимостей, но и расширяет эти

области, приводя к дробному квантованию статического

поля.

3.3. Области неустойчивости гармонического
поля

Взаимодействие гармонического и статического по-

лей с произвольными амплитудами описывается про-

водимостями (8)−(12). Поглощаемая энергия в поле

Ec + E1 cos(ω1t) равна

jE = σcE2
c +

1

2
Reσ (ω1;�c , �1, ω1)E

2
1 . (16)

Первое слагаемое в (13) описывает потери статического

поля и рассмотрено в предыдущем параграфе, второе —

потери гармонического. При Reσ (ω1;�c , �1, ω1) < 0

возможно усиление гармонического поля. Границы этих

областей для СР-6 показаны штрихпунктирной кри-

вой на рис. 4. Наблюдается появление дополнитель-

ных областей неустойчивости гармонического поля при

�c < 1, отсутствовавших в СР с гармоническим законом

дисперсии. Они соответствуют резонансам в ν -х пар-

циальных мини-зонах: ν�c ≈ λ0ω1 ± τ −1 (λ0 = 1, 2, . . .;

ωτ ≫ 1). Согласно (9)−(13), в этих областях между

статическим и гармоническим полями идет малодисси-

пативный знакопеременный энергообмен, описываемый

соотношением

jcEc = −
1

2
Reσ (ω1;�c , �1, ω1)E

2
1 + O

(

1

ω1τ

)

≈ µ~ω1

j0ν
ed

J2
λ(νg1)

(ν�c − λ0ω1)τ

1 + (ν�c − λ0ω1)2τ 2
. (17)

Соотношение (16) показывает, что в указанных резо-

нансных областях при переходе между соседними ямами

в СР электрон либо набирает энергию ν~�c , двигаясь

против статического поля, и с вероятностью J2
λ(g1) из-

лучает λ квантов гармонического поля E1 (ν�c > µ0ω1)
либо поглощает их и сдвигается на ν периодов СР в на-

правлении статического поля, преодолевая потенциаль-

ный барьер высотой ν~�c (ν�c < λ0ω1). При таких пе-

реходах решетке передается лишь относительно неболь-

шой (∼ ~τ −1) избыток энергии, поэтому jcEc ≫ jE .
В этих полях в ν -й мини-зоне возникает относительно
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Рис. 5. Реальная часть проводимости на частоте ω1 для

СР с разной долей области ОЭМ. Обозначения кривых 1−4

соответствуют рис. 1, 5 — гармонический закон дисперсии.
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Рис. 6. Зависимости амплитуды пятой гармоники тока j5ω1

от амплитуды высокочастотного поля для СР с разной долей

области ОЭМ. k i d/π: 1 — СР-1, 2 — СР-3, 3 — СР-5,

4 — СР-6. ω1τ = 10.

большой ток

jν ∼
i j0νJ−λ0(νg1)

1 + i(ν�c − λ0ω1)τ

×

∞
∑

µ1=−∞

Jµ−λ0(νgα) exp[−iλ0(ω1t − δ1)] ∼ j0ν . (18)

Из рис. 5 видно, как изменяется реальная часть высо-

кочастотной проводимости под действием статического

поля в СР с разной долей ОЭМ. Если в сильных полях

(gc > 1) закон дисперсии слабо влияет на проводимость

переменного поля, то в меньших полях появляются

дополнительные области неустойчивости, отсутствовав-

шие в СР с гармоническим законом дисперсии (кривая 5

на рис. 5).
Усиление немонотонности проводимостей делает СР

с негармоническим законом дисперсии более привле-

кательными и для использования их в качестве умно-

жителей. В качестве иллюстрации на рис. 6 показаны

зависимости амплитуд токов на пятой гармонике от

безразмерной амплитуды поля E1. Заметно уменьшение

порогового напряжения для генерации гармоник тока

высокого порядка и увеличение их амплитуд в слабодис-

сипативных СР с малой долей ОЭМ в законе дисперсии.

4. Заключение

Исследованы статическая и высокочастотная прово-

димости СР с различной долей области отрицательной

эффективной массы в мини-зоне.

Показано, что:

— отклонение закона дисперсии электрона от гармо-

нического и соответствующее этому уменьшение доли

ОЭМ в мини-зоне Бриллюэна наиболее сильно влияет

на электронную проводимость СР с относительно ши-

рокими мини-зонами и (или) при низких температурах

(отношение 1/kBT ≫ 1);
— с уменьшением доли области отрицательных масс

в мини-зоне статическая ОДП сдвигается к большим

полям и появляются новые области ОДП, области

абсолютной отрицательной проводимости расширяются

и абсолютная величина АОП возрастает, понижается

пороговое напряжение генерации гармоник тока высо-

кочастотным переменным полем;

— АОП является причиной спонтанной генерации зна-

чительных статических полей в СР под воздействием

интенсивного высокочастотного гармонического поля

(ωτ ≫1), которые в СР с малой долей ОЭМ (негармо-
ническим законом дисперсии) могут быть как целочис-

ленно, так и дробно квантованы относительно частоты

переменного поля.

Работа выполнена при финансовой поддержке РАН,

РФФИ (грант № 13-02-00734).
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Abstract In this paper we investigate the conditions of forma-

tion of static and high-frequency negative conductivity of semi-

conductor superlattices with different size of the negative effective

mass region in the miniband. It has been shown that a decrease

of the negative mass region leads to an expansion of both negative

differential and absolute conductivity areas of the superlattice and

the appearance of additional harmonic field instability states. As

a result of static field instability in the superlattice placed in the

open circuit to direct current can be generated both integer and

fractionally quantized static fields.
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