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Обсуждаются три подхода к определению температуры плавления, понимаемой как температура тер-

мической неустойчивости двумерной гексагональной структуры: 1) приближение Найи, Изири и Ишии;

2) критерий Линдеманна; 3) критерий Борна. Для количественных оценок используется метод связывающих

орбиталей Харрисона. Рассмотрены графен, силицен, германен и 12 соединений A4B4 и A3B5. Показано, что

критерии Линдеманна и Борна приводят к близким и более реальным результатам, чем приближение Найи,

Изири и Ишии. Для грубой оценки
”
объемной“ и

”
поверхностной“ температур плавления предлагаются

соответственно следующие выражения: Tb ∼ 104 K/a2 и Ts ∼ 2Tb/3, где расстояние между ближайшими

соседями a задается в �A.

1. Введение

Расчет температуры плавления является одной из

непреходящих задач теории твердого тела, подходы к

решению которой весьма разнообразны [1–4]. Одним

из таковых является определение температуры терми-

ческой неустойчивости поверхности кристалла, пони-

маемой как температура начала плавления массивного

образца. Именно такой сценарий процесса плавления

рассматривался Мацубарой с сотр. для одномерной

модели и Г.Ц.К., и О.Ц.К. металлов [5–9]. При этом

сама температура плавления оказывалась сильно завы-

шенной [8], но тенденция ее изменения в ряду металлов

отражала экспериментальные результаты [9].
Интерес к

”
поверхностному плавлению“ и плавлению

низкоразмерных объектов значительно возрос в связи с

исследованиями термоупругих свойств графена [10,11].
В настоящей работе теория Мацубары будет использо-

вана для оценки температур плавления однослойного

графена и других теоретически возможных двумерных

гексагональных структур. Так как в настоящее время

какие-либо экспериментальные данные о температуре

плавления графена (не говоря о других структурах) от-

сутствуют, мы ограничимся здесь лишь самыми просты-

ми оценками. Более того, исходя из того обстоятельства,

что теоретические оценки дают сильно завышенные

значения температур плавления, мы ограничимся оцен-

ками относительными, так как главная цель настоящей

работы состоит в том, чтобы выяснить, как температура

плавления меняется в ряду двумерных гексагональных

соединений A4B4 и A3B5.

2. Приближение Найи–Изири–Ишии

В работе [8] Найи, Изири и Ишии предложили про-

стую формулу для оценки температуры плавления, кото-
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рая в слегка обобщенном виде может быть записана как

Tb(s) = γ
z b(s)Db(s)

ekB

, (1)

где Tb(s) — объемная (поверхностная) температура плав-
ления, Db(s) — глубина потенциальной ямы в потенци-

але Морзе для объемной (поверхностной) двухатомной

связи, z b(s) — число ближайших соседей для объемного

(поверхностного) атома, kB — постоянная Больцмана,

e — основание натурального логарифма, γ — мас-

штабный множитель (см. далее). При этом предпола-

галось, что колебания атомов изотропны, а амплитуды

этих колебаний много меньше постоянной решетки.

Для двумерной структуры это означает, что оценка (1)
может быть применена только для атомных смещений,

лежащих в плоскости. В дальнейшем формулу (1) будем
называть приближением Найи−Изири−Ишии.

Рассматривая графеновый лист конечных размеров и

пренебрегая для простоты релаксацией связей гранич-

ных атомов, т. е. полагая Ds ≈ Db, получим

Ts

Tb
=

z s

z b
=

2

3
. (2)

Для однолистного графена (Gr) принимаем за ре-

перные теоретические значения температур плавле-

ния Ts(Gr) = 3400K [12,13] и Tb(Gr) = 4900K [14]
(см. обсуждение этих результатов в [11]). Отношение

Ts(Gr)/Tb(Gr) ≈ 0.69, что отлично согласуется с оцен-

кой (2). Однако сами величины Ts и Tb, оцененные по

формуле (1), превосходят вышеприведенные реперные

температуры более чем на порядок. Действительно,

если, как и в работе [9], положить γ = 1 и принять

Db = 6 эВ [15], получим Tb(Gr) ≈ 7.7γ(Gr) · 104 K. Ес-

ли же считать Db = |Ebond(Gr)|, где энергия σ -свя-

зи |s p2〉-орбиталей соседних атомов углерода в рам-

ках метода связывающих орбиталей Харрисона [16–18]
равна Ebond = −2V2/3 (V2(> 0) — ковалентная энер-

гия — см. далее), то получим Db ≈ 8.21 эВ, что дает
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Tb(Gr) ≈ 10.5γ(Gr) · 104 K. Отметим, что приведенные

оценки Db вполне реальны, так как энергии связи алмаза

и графита приблизительно равны 7.2 эВ [19].1 Таким

образом, при использовании (1) и теории Харрисона

следует полагать γ(Gr) ∼ 0.05.

Были предприняты попытки модификации выраже-

ния (1). Так, например, в работе [9], где в явном виде

учитывались ангармонические эффекты, для Tb было

предложено более сложное выражение. Это выражение,

однако, можно свести к формуле (1), положив γ ≈ 0.885

и, главное, заменив координационное число z на эф-

фективное число ближайших соседей ζ , равное 2 и 4

соответственно для Г.Ц.К. (z = 12) и О.Ц.К. (z = 8) ме-

таллов. Мы полагаем, что для двумерной гексагональной

структуры замена z на ζ неприменима. Далее, во всех

цитированных работах Мацубары и соавт. использовался

потенциал Морзе, не слишком подходящий для описания

ковалентных связей. В работе [20] был выбран значи-

тельно более сложный модельный потенциал, с помо-

щью которого в рамках различных расчетных схем были

получены значения Tb(Gr) = 9730−12 840K. Таким об-

разом, путем перечисленных усложнений радикальных

улучшений теории добиться не удалось. Поэтому для

графеноподобных соединений мы будем использовать

выражение (1), но лишь для относительных оценок

типа (2).
В работе [18] было показано, что в пренебрежении

металличностью 2 энергия двухэлектронной связи может

быть представлена в виде

Ebond = −2V2

αc

(

1− 2

3
α2

c

)

. (3)

Здесь αc есть полярность связи по Харрисону [16,17],
ковалентная энергия V2 = η2(~

2/ma2), где для sp2-орби-

талей, образующих σ -связь, η2 = 3.26 [17], m — масса

свободного электрона, ~ — приведенная постоянная

Планка. Здесь и в дальнейшем мы игнорируем релакса-

цию и реконструкцию
”
поверхности“, в качестве которой

выступают края двумерного листа.

Тогда для соединений AB запишем

ξ ≡ Tb,s(AB)

Tb,s(Gr)
=

Ebond(AB)

Ebond(Gr)
, (4)

где мы положили γ(Gr) = γ(AB). В табл. 1 и 2 приве-

дены исходные данные и результаты расчета полярности

связи αc и ковалентной энергии V2, а на рис. 1 представ-

лена зависимость отношения ξ от ионности межатомных

связей по Филлипсу f i = 1− α3
c (см. [15]). Из рисунка

1 Заметим для сравнения, что для наиболее тугоплавких металлов

(Мо и W) значения Db не превышают 1 эВ. Несмотря на это, для

металлов с О.Ц.К. и Г.Ц.К. структурами значения Tb , рассчитанные по

формуле (1) при γ = 1, на порядок превышают экспериментальные [8].
2 Мы пренебрегаем металличностью, т. е. полагаем V1 = 0 в [18],

не только для простоты. Дело в том, что в работах Мацубары

и др. используются парные (двухчастичные) потенциалы. Учет же

металличности эквивалентен выходу за пределы двухчастичного вза-

имодействия [16].

Таблица 1. Расстояния между ближайшими соседями a ,
ковалентные энергии V2 , полярности связи по Харрисону αc ,

отношения τ = Tb(AB)/Tb(Gr) и ионности связей по Филлип-

су f i для соединений IV−IV

Соединение Gr Sl Gm SiC GeC GeSi

a ,�A 1.42 2.23 2.31 1.79 1.83 2.28

V2, эВ 12.32 5.00 4.66 7.75 7.42 4.78

αc 1 1 1 0.97 0.97 1

τ 1 0.41 0.38 0.63 0.60 0.39

f i 0 0 0 0.09 0.09 0

Примечание. Gr — графен, Sl — силицен, Gm — германен.

Таблица 2. Расстояния между ближайшими соседями a ,
ковалентные энергии V2 , полярности связи по Харрисону αc ,

отношения τ = Tb(AB)/Tb(Gr) и ионности связей по Филлип-

су f i для соединений III−V

Соединение BN BP BAs AlN AlP AlAs GaN GaP GaAs

a ,�A 1.45 1.87 1.93 (1.78) 2.28 2.34 (1.82) 2.23 2.29

V2 , эВ 11.82 7.10 6.67 7.84 4.78 4.54 7.50 5.00 4.74

αc 0.95 0.98 0.99 0.83 0.87 0.88 0.82 0.89 0.90

τ 0.96 0.58 0.54 − − − − − −

f i 0.14 0.06 0.03 0.43 0.34 0.31 0.45 0.295 0.27

Примечание. Значения длин связи a , стоящие вне скобок, взяты из

работы [21], значения в скобках — из [22].

следует, что имеются четыре группы соединений: 1) с ну-
левой ионностью (графен, силицен, германен и GeSi, у

которого αc ≈ 1); 2) с малой ионностью (BAs, BP, SiC,
GeC); 3) с промежуточной ионностью (GaAs, GaP, AlAs,
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Рис. 1. Зависимость отношения ξ = Tb,s (AB)/Ts,b(Gr) от ион-

ности АВ-связи по Филлипсу f i (Gr — графен, Sl — силицен,

Gm — германен).
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AlP); 4) соединения III−N (BN, AlN, GaN). Интересно

отметить, что, во-первых, разброс значений ξ внутри

групп максимален для первой группы и минимален для

четвертой. Во-вторых, только для соединений III−N от-

ношения ξ > 1, причем сами значения ξ довольно слабо

зависят от конкретного катиона. И наконец, величины ξ

для второй и третьей групп близки.

Отметим, что для гомополярных структур выраже-

ние (4) переходит в

ξ̄ =

(

a(Gr)

a(AB)

)2

, (5)

где a(A) — расстояние между ближайшими соседями

в структуре AA. Так как для силицена и германена

a(A) > a(Gr), ясно, что ξ < 1. То же можно сказать и

о практически гомополярном соединении GeSi.

3. Критерий Линдеманна
и температура Дебая

Согласно критерию Линдеманна [1,3,4], существует

максимальное значение отношения

1b(s) = a−1

√

〈

u2
b(s)

〉

, (6)

где 〈u2
b(s)〉 — среднее квадратичное смещение (СКС)

объемного (поверхностного) атома, a — межатомное

расстояние, которое и определяет температуру плавле-

ния Tb(s) для данной структуры. Аналогично [5], для вы-

соких температур положим 〈u2
b(s)〉 = kBTb(s)/z b(s)k0, где

k0 = (∂2Ebond/∂a2) есть силовая константа центрального

взаимодействия, которая, согласно [19], имеет вид

k0 =
4

a2
αcV2

(

2α2
c − 1

)

, (7)

где мы вновь пренебрегли металличностью и связали

СКС только с изменением длины AB-связи.3 С уче-

том (1) и (3) имеем

1b,s (AB) =
1

αc(AB)
√

2e/γ(AB)

√

1− 2α2
c (AB)/3

2α2
c (AB) − 1

. (8)

Теперь введем параметр δ = 1b,s (AB)/1b,s (Gr), опре-
деляемый с учетом (8) выражением

δ =

√
3

αc(AB)

√

1− 2α2
c (AB)/3

2α2
c (AB) − 1

, (9)

где, как и в (4), мы положили γ(Gr) = γ(AB), так

что 1(AB) = δ
√

γ(Gr)/6e. Легко видеть, что при αc = 1

3 В методе Харрисона нецентральное взаимодействие связано с вза-

имной разориентацией гибридизованных |s pk〉-орбиталей (k = 1, 2, 3),
входящих в σ -связь [16]. При этом межатомные расстояния не меня-

ются. Как следствие, СКС 〈u2b(s)
〉 определяет здесь по сути изменение

длины связи AB, а не собственные смещения атомов A и B.
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Рис. 2. Зависимость отношения δ = 1(AB)/1(Gr) от ионности
АВ-связи по Филлипсу f i (Gr — графен, Sl — силицен, Gm —

германен).

имеем δ = 1. Если принять за основу полученные в [20]
для графена значения 1(Gr) ≈ 0.14−0.26, то получим

γ ′(Gr) ≈ 0.3−1.1, что в среднем на порядок выше най-

денного в разд. 2 значения γ(Gr) ∼ 0.05. Зависимость

параметра δ от ионности f i представлена на рис. 2.

Из рис. 2 следует, что, в отличие от графика ξ( f i),
функция δ( f i) монотонно возрастает с увеличением

ионности связи AB. Еще раз подчеркнем, что речь

идет о СКС 〈u2
‖〉, лежащих в плоскости графенового

листа.

По расчетам [20], при температуре плавления отно-

шение χ ≡
√

〈u2
⊥〉/〈u2

‖〉 ≈ 4, где 〈u2
|⊥〉 — СКС, нормаль-

ные к плоскости графенового листа. Отсюда получаем

k‖
0/k⊥

0 ≈ 16, где k‖
0 = k0 (7), k⊥

0 — силовая константа,

описывающая реакцию σ -связи графенового листа на

смещение атома в перпендикулярном поверхности на-

правлении. Такое значение k‖
0/k⊥

0 представляется сильно

завышенным. Так, например, по данным [23,24], отноше-

ние k‖
0/k⊥

0 (или α/αz в обозначениях [23]) меньше 4. То-

гда χ < 2, что уже гораздо ближе к изотропной модели

Найи−Изири−Ишии. Добавим, что для поверхностных

СКС полубесконечного кристалла имеем χ2 < 2 [25].
Здесь интересно также отметить, что, по мнению ав-

торов работы [26], нормальное СКС мало влияет на

температуру плавления.

Перейдем теперь к оценкам температуры

Дебая 2. Для соединения AB температура

Дебая 2(AB) ∝
√

k0(AB)/MAB, где MAB =
= 2MAMB/(MA + MB) — приведенная масса атомов A

и B. Введем отношение θ = 2(AB)/2(Gr), которое, с
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Рис. 3. Зависимость отношения θ = 2(AB)/2(AB) от ионно-

сти АВ-связи по Филлипсу f i (Gr — графен, Sl — силицен,

Gm — германен).

учетом (7), имеет вид

θ =
a(Gr)

a(AB)

√

αc(AB)[2α2
c (AB) − 1]

MGr

MAB

V2(AB)

V2(Gr)
. (10)

Результаты расчета представлены на рис. 3, откуда сле-

дует, что все соединения по величине параметра θ могут

быть разбиты на три группы: а) с нулевой ионностью, где

разброс значений максимальный; б) с малой ионностью,

куда входят соединения бора и карбиды кремния и

германия; в) соединения галлия и алюминия. Вооб-

ще говоря, исходя только из величины отношения θ,

графен и силицен можно объединить с группой б),
германен — с группой в), при этом GeSi как бы

разделяет эти две расширенные группы. Такое разбиение

по величине θ диктуется, главным образом, отношением

MGe/MAB.

4. Критерий Борна

Согласно критерию Борна, температура плавления

твердотельной структуры определяется обращением в

нуль одного из модулей сдвига. Однако ни экспе-

рименты, ни теоретические экстраполяции не приво-

дят к обнулению упругих модулей, хотя, согласно

теории [6,7,27], характерные силовые константы при

температуре Tb уменьшаются в e раз. Известно, что

в квазигармоническом приближении температурная за-

висимость упругих постоянных c i j при T ≫ 2 мо-

жет быть представлена в виде c i j(T ) = c i j(0)(1 − pi jT ),

где pi j = −c−1
i j (dc i j/dT )T=0 > 0 [18,28]. Тогда, полагая

c i j(Tb)/e = c i j(0), найдем

Tb = (1− e−1)p−1
i j . (11)

Интересно отметить, что аналогичный способ определе-

ния температуры плавления применялся в [29], где для

металлов полагали c44(Tb) = 0.55c44(0).
Выберем в качестве c i j модуль всесторонне-

го сжатия B и воспользуемся выражением для

B−1(dB/dT) = −pB, полученным в [18] для двумерной

гомополярной гексагональной структуры. Пренебрегая

(как и выше) металличностью, получим

Tb = (1− e−1)
2V2

17kB

(12)

или

Tb =
21.44

a2
· 103 K, (13)

где расстояние между ближайшими соседями a изме-

ряется в �A. Тогда для графена получаем Tb ≈ 10 630K,

что практически совпадает с результатами рабо-

ты [20], но более чем в 2 раза превосходит значение

Tb(Gr) = 4900K [14]. Интересно отметить, что такое

же двукратное превышение вычисленных температур

плавления для трехмерных О.Ц.К. и Г.Ц.К. металлов

по сравнению с экспериментальными значениями от-

мечалось в работе [9]. В принципе, так же как при

записи уравнения (1), в формулу (13) можно ввести

масштабный множитель γ ′′(Gr) ∼ 0.5, который на по-

рядок выше введенного в разд. 2 множителя γ(Gr), но
вполне согласуется с приведенной в разд. 3 оценкой

γ ′(Gr) ≈ 0.3−1.1.

Вновь перейдем к относительным величинам, введя

параметр

τ =
Tb(AB)

Tb(Gr)
=

(

a(Gr)

a(AB)

)2

, (14)

что совпадает с выражением (5). Здесь нужно подчерк-

нуть, что исходные положения, приводящие к совпа-

дающим формулам (5) и (14), существенно различа-

ются: если формула (5) основывается на приближении

Найи, Изири и Ишии (1), то формула (14) возникает

из модифицированного критерия Борна (13). В обоих

случаях, однако, для численных оценок используется

метод связывающих орбиталей Харрисона.

Результаты расчета τ представлены в табл. 1 и 2 для

графена, силицена, германена и соединений с высокой

полярностью связи (αc ≥ 0.95). Из таблиц следует, что

по параметру τ все рассмотренные соединения делятся

на три группы: графен и нитрид бора (τ ∼ 1); SiC, GeC,
BP и BAs (τ ∼ 0.5−0.6); силицен, германен и GeSi

(τ ∼ 0.4).

5. Заключительные замечания

Итак, мы рассмотрели три различных подхода к

грубой, но простой оценке температуры плавления гек-
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сагональных двумерных структур. Оказалось, что, по-

видимому, критерии Линдеманна и Борна дают более до-

стоверные результаты, чем приближение Найи−Изири−
Ишии.4 Отсюда следует, что термическая неустойчи-

вость вызывается не разрывом межатомных связей, а

ослаблением (
”
смягчением“) их упругости.

Для быстрой оценки
”
объемной“ и

”
поверхностной“

температур плавления ковалентных структур (т. е. тер-
мической неустойчивости соответственно внутренней

области и краев двумерного листа) предлагаются сле-

дующие формулы:

Tb ∼ 104 K

a2
, Ts ∼

2

3
Tb, (15)

где расстояние между ближайшими соседями a задает-

ся в �A.

Может быть задан вопрос, почему Tb(Gr)=4900K [14]
и Ts(Gr) = 3400K [12,13] принимаются за реперные

температуры. Что касается Tb(Gr), то приведенное

значение хорошо коррелирует с температурами плавле-

ния графита (4000K [30]), фуллеренов (4000K [31]) и

нанотрубок (4800K [32]) (см. также обсуждение в [11]).
Со значением Ts(Gr) дело обстоит несколько сложнее:

так, например, по данным работы [33], отслоение графи-

товых листов начинается при 3000K, а в соответствии с

работой [34] на зигзагообразном крае графенового листа

реконструкция начинается при 2800K (здесь интересны

также исследования термической устойчивости малых

углеродных кластеров [35]). Подчеркнем, что все

приведенные температурные значения (за исключени-

ем [33]) получены теоретически, в основном, методами

молекулярной динамики. Какие-либо экспериментальные

данные отсутствуют даже для графена. Поэтому делать

окончательные выводы о справедливости тех или иных

подходов в такой ситуации было бы опрометчиво.

В заключение несколько слов об общей проблеме

устойчивости двумерных структур. Согласно классиче-

ским работам Пайерлса, Ландау [36] и Мермина [37],
двумерная периодическая структура неограниченной

площади существовать не может, так как тепловые флук-

туации ее разрушают. Однако в случае конечной площа-

ди существование структурного упорядочения уже до-

пускается [36]. Следует также подчеркнуть, что резуль-

таты работ [36,37] получены в гармоническом приближе-

нии, что заведомо недостаточно для описания кристалла

при высоких температурах. Более того, в [36,37] какие-
либо смещения атомов в нормальном по отношению

к листу направлении исключались. В графене подоб-

ные колебания, естественно, существуют. Более того,

в свободном графене имеются структурные искажения

(ripples), вызванные нормальными смещениями атомов

углерода, которые, строго говоря, выводят графен из

двумерного состояния. Таким образом, к реальному

графену выводы работ [36,37] впрямую не относятся.

4 В свете этого возникают определенные сомнения в том, что тем-

пературы плавления соединений III−N могут превышать температуру

плавления графена (рис. 1).

Работа выполнена частично при государственной фи-

нансовой поддержке ведущих университетов Российской

Федерации (субсидия 074-U01).
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Abstract The problem on melting temperature for two-

dimensional hexagonal structure considered as the temperature at

which thermo-instability occurs are discussed within 3 approaches:

(i) Naya−Iziri−Ishii approximation, (ii) Lindemann criterion, and

(iii) Born criterion. For the numerical estimations Harrison’s bond

orbital model is used. Graphene, silicone, germanene and 12 other

IV−IV and III−V compounds are considered. It is shown that

the Lindemann and Born criterions give similar and more realistic

results than the Naya−Iziri−Ishii approximation. For the crude

estimations of the
”
volume“ and

”
surface“ melting temperatures

the following expressions are proposed: Tb ∼ 104 K/a2 and

Ts ∼ 2Tb/3, where a is the nearest-neighbor distance in Å.
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