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Развита электростатическая модель ионизационного равновесия между водородоподобными акцепторами

и дырками v-зоны в кристаллических ковалентных полупроводниках p-типа. Область применимости

модели — вся изоляторная сторона фазового перехода изолятор−металл (перехода Мотта). Плотность

пространственного распределения атомов примесей (акцепторов и доноров), а также дырок по кристаллу

считалась пуассоновской, а флуктуации их электростатической потенциальной энергии — гауссовыми.

Модель учитывает эффект уменьшения энергии сродства ионизованного акцептора к дырке v-зоны,

обусловленный экранированием иона (по Дебаю−Хюккелю) как свободными дырками v-зоны, так и

локализованными, прыгающими между состояниями (0) и (−1) акцепторов в акцепторной зоне. Все доноры

находятся в зарядовом состоянии (+1) и в экранировании напрямую не участвуют, но обеспечивают общую

электрическую нейтральность образца. В квазиклассическом приближении получены аналитические выра-

жения для среднеквадратичной флуктуации энергии дырки v-зоны Wp и эффективной ширины акцепторной

зоны Wa . При расчете Wa учитывались только флуктуации, обусловленные кулоновским взаимодействием

двух ближайших по расстоянию точечных зарядов (ионов примесей и дырок). Показано, что Wp меньше, чем

Wa , так как электростатические флуктуации на масштабах, меньших средней дебройлевской длины волны

свободной дырки, не проявляются. Порог делокализации для дырок v-зоны определяется суммой порога

диффузионного протекания и обменной энергии дырок. Проведено вычисление концентрации свободных

дырок v-зоны при температуре Tj перехода от зонной электропроводности на постоянном токе к прыжковой

по акцепторным состояниям, получаемой из теоремы вириала. Определена зависимость дифференциальной

энергии термической ионизации акцепторов (при температуре 3Tj/2) от их концентрации N и степени ком-

пенсации K (отношение концентраций доноров и акцепторов). Без использования каких-либо подгоночных

параметров получено хорошее количественное согласие выполненных расчетов с данными по серии образцов

нейтронно-трансмутационно легированного германия p-типа вплоть до перехода Мотта.

1. Введение

Необходимость учета различия в дисперсиях электро-

статической потенциальной энергии (так называемого

потенциального рельефа) неподвижных ионов примесей

и подвижных электронов в c-зоне (зоне проводимо-

сти) и/или дырок в v-зоне (валентной зоне) для силь-

но легированных кристаллов отмечалась в литературе

давно [1–3]. Так, в работе [1] впервые показано, что

сужение оптической ширины запрещенной энергетиче-

ской зоны полупроводников вследствие их легирования

примесями происходит лишь тогда, когда дырки и(или)
электроны могут туннелировать под

”
горбы“ хаотиче-

ского потенциального рельефа потолка v-зоны и/или дна

c-зоны. Далее, в работе [4] (на основе представлений

из работы [5]) теоретически исследовалось проявление

флуктуационного электростатического потенциального

рельефа в перколяционной электропроводности компен-

сированных невырожденных полупроводников. Показа-

но, что потенциальный рельеф при уменьшении тем-

пературы увеличивается из-за уменьшения концентра-

ции подвижных носителей заряда (тока), экранирующих

электростатический потенциал примесей. Этот вывод

(cм. [4]), однако, противоречит идее, изложенной в

работе [6], о том, что при понижении температуры

длина волны де Бройля среднестатистической дырки в

v-зоне λdB увеличивается, и дырка
”
не замечает“ флук-

туаций потенциальной энергии на расстояниях порядка

λdB. Отметим, что в работе [6] явного аналитического

выражения для амплитуды флуктуационного потенциала

для дырок v-зоны (электронов c-зоны) не приводится

(см. также [7,8]).

В квазиклассическом приближении зонной теории

полупроводников (см., например, [9,10]) считается, что

потенциальная энергия среднестатистической дырки в

v-зоне мало изменяется на расстоянии порядка ее длины

волны λdB. При этом существует критический уровень

одноэлектронной энергии En (порог подвижности Emb

на рис. 1), ниже которого все квантовые состояния

электронов (или дырок с энергией Ep) в основном лока-

лизованы, а выше — в основном делокализованы [5–7].

Цель данной работы — в квазиклассическом при-

ближении аналитически исследовать влияние, которое

оказывают электростатические флуктуации потенциаль-
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Рис. 1. Зависимость плотности одноэлектронных состояний

g p в легированном водородоподобными акцепторами кри-

сталлическом полупроводнике p-типа от энергии дырки Ep

(и электрона En). На вставке — схема зависимости логарифма

удельной электрической проводимости ln σ на постоянном

токе от обратной температуры 1/T . При T = Tj зонная σp и

прыжковая σh электропроводности равны.

ной энергии на ионизационное равновесие в окрест-

ности температуры перехода от зонной электропро-

водности к прыжковой по примесям на постоянном

токе в легированных полупроводниках. Задача сравнения

результатов развитой теории с экспериментом реша-

ется на примере нейтронно-трансмутационно легиро-

ванного p-Ge : Ga, для которого проведен численный

расчет среднеквадратичных флуктуаций как энергети-

ческих уровней неподвижных водородоподобных акцеп-

торов, так и потенциальной энергии подвижных дырок

в v-зоне.

Схема температурной зависимости логарифма удель-

ной электрической проводимости ln σ от обратной тем-

пературы 1/T в области перехода от зонной прово-

димости к прыжковой для трехмерных ковалентных

кристаллических полупроводников p-типа показана на

вставке рис. 1. Эмпирически установлено, что электри-

ческая проводимость на постоянном токе может быть

представлена в виде

σ = σp + σh, (1)

где σp — зонная электропроводность, обусловленная

делокализованными дырками v-зоны кристаллической

матрицы, σh — прыжковая электропроводность, обу-

словленная прыжками дырок A0-зоны между акцептора-

ми в зарядовых состояниях (0) и (−1).
Режим зонной электропроводности дырок v-зоны (BC

режим; σ = σp) реализуется при высоких температурах

T > Tj . При этом в среднем дырки v-зоны большую

часть времени движутся
”
свободно“ посредством тун-

нелирования в кристаллической матрице между акта-

ми рассеяния на фононах и ионах примесей. Режим

прыжкового переноса дырок между акцепторами (HC
режим; σ = σh) реализуется при низких температурах

T < Tj . При этом в среднем дырки A0-зоны бо́льшую

часть времени локализованы и лишь изредка совершают

прыжки с электрически нейтральных акцепторов на

ионизованные. Дырки туннелируют между акцепторами

сквозь кристаллическую решетку (матрицу) благодаря

фононам, так что удельная прыжковая электропровод-

ность σh экспоненциально (от 1/T ) уменьшается при

понижении температуры. Заметим, что в окрестности

промежуточной температуры Tj , когда σp ≈ σh, среднее

время
”
оседлой жизни“ дырки в A0-зоне примерно равно

времени свободного
”
пролета“ дырки v-зоны между

столкновениями (этот режим миграции дырок услов-

но можно назвать
”
турбулентным“). При этом захват

дырок из v-зоны акцепторами в зарядовом состоянии

(−1) приводит к увеличению подвижности оставшихся

в v-зоне дырок вследствие уменьшения концентрации

рассеивающих их ионов [11–14].
Отметим, что в результате захвата акцепторами в

зарядовом состоянии (−1) дырок из v-зоны и теплового

выброса дырок с электрически нейтральных акцепторов

в v-зону зарядовые состояния неподвижных акцепторов

мигрируют в кристалле (даже если не реализуются

прыжки дырок между акцепторами). Далее не рассмат-

ривается возможность перехода дырки из v-зоны на ак-

цептор в зарядовом состоянии (0) с образованием акцеп-

тора в зарядовом состоянии (+1), а также возможность

прыжкового перехода дырки между двумя электрически

нейтральными акцепторами с образованием двух про-

тивоположно заряженных ионов. Эти две возможности

образования акцепторов в зарядовом состоянии (+1)
характерны для предельных случаев очень слабо ком-

пенсированных и, наоборот, очень сильно легированных

полупроводников p-типa [15].

2. Статистика дырок валентной
зоны и зарядовых состояний
водородоподобных примесей
в германии p-типа

Рассмотрим трехмерный кристалл германия p-типа.
Пусть p — концентрация дырок в v-зоне, N =
= N0 + N−1 — суммарная концентрация акцепторов в

зарядовых состояниях (0) и (−1), KN — концентрация

доноров, полностью находящихся в зарядовом состоя-

нии (+1). Тогда условие электрической нейтральности

кристалла имеет вид [16]

p = N−1 − KN, (2)

где 0 < K < 1 — степень компенсации акцепторов доно-

рами. (Электрический заряд дырок и ионов примесей на

2∗ Физика и техника полупроводников, 2016, том 50, вып. 6



740 Н.А. Поклонский, С.А. Вырко, О.Н. Поклонская, А.Г. Забродский

фоне кристаллической матрицы приводится в единицах

элементарного заряда e).
Средняя по кристаллическому образцу объема V кон-

центрация всех дырок в v-зоне [5,16–18]:

p =
1

V

+∞
∫

−∞

g p f p dEp, (3)

где V — объем кристаллического образца, g p —

энергетическая плотность состояний дырок,

f p = {1 + exp[(Ep − EF)/kBT ]}−1 — функция Ферми−
Дирака, Ep = Ekin + Up — полная энергия дырки

(сумма кинетической Ekin и потенциальной Up энергий),
EF < 0 — уровень Ферми (химический потенциал),
отсчитанный от потолка v-зоны (Ep = 0) нелегирован-

ного кристалла, kB — постоянная Больцмана, kBT —

тепловая энергия. На рис. 1 заштрихованы заполненные

электронами состояния v-зоны и зарядовые состояния

(−1) акцепторов; Emb < 0 — порог подвижности для

дырок v-зоны, стрелкой с кружком показан переход

дырки из акцепторной зоны в v-зону на уровень дрейфо-

вой подвижности Emb, выше которого (Ep > Emb) дырки

v-зоны делокализованы, En — одноэлектронная энергия.

Считается, что плотность распределения флуктуаций

потенциальной энергии Up дырки в v-зоне Gp трехмер-

ного кристалла гауссова [6]:

Gp =
1√

2πWp

exp

(

−
U2

p

2W 2
p

)

, (4)

где Wp — среднеквадратичная флуктуация энергии

дырки.

C учетом (4) в квазиклассическом приближении для

энергетической плотности состояний дырок в v-зоне g p

имеем [5,16,18]

g p =
V (2mp)

3/2

2π2~3

Ep
∫

−∞

√

Ep −Up Gp dUp, (5)

где mp — эффективная масса плотности состояний дыр-

ки в v-зоне германия, ~ = h/2π — постоянная Планка.

Эффективная масса дырки mp с учетом двух подзон

v-зоны германия (тяжелых (h) и легких (l) дырок)
равна [19]

mp = (m3/2
h + m3/2

l )2/3 ≈ 0.35m0,

где m0 — масса электрона в вакууме.

Средняя концентрация подвижных дырок v-зоны

(определяет наряду с дрейфовой подвижностью электри-

ческую проводимость на постоянном токе и стационар-

ный эффект Холла) есть

pmb =
1

V

+∞
∫

Emb

g p f p dEp, (6)

где Emb — порог дрейфовой подвижности (см. рис. 1),
g p дается формулой (5).

Средняя по объему кристаллического образца концен-

трация акцепторов в зарядовом состоянии (−1) записы-

вается так [20,21]:

N−1 = N

+∞
∫

−∞

f −1Ga d(Ea − Ea) = N f −1 = N(1 − f 0),

(7)

где Ga — плотность распределения энергии уровней

акцепторов Ea (относительно среднего значения Ea),
f −1 — вероятность того, что произвольный акцептор

с энергетическим уровнем Ea > 0 выше потолка v-зоны

(Ep = 0) ионизован, т. е. находится в зарядовом состоя-

нии (−1).
Согласно [22,23], вероятность f −1 имеет вид:

f −1 = 1− f 0 =
{

1 + βa exp
[

(Ea + EF)/kBT
]}

−1
, (8)

где βa = 4 — фактор вырождения уровня Ea с учетом

спина дырки, равного спину электрона, и двух подзон

для дырок в v-зоне германия; возбужденные состояния

акцепторов в зарядовом состоянии (0) не учитываем.

Входящую в формулу (7) плотность распределения

Ga уровней энергии акцепторов по кристаллу считаем

гауссовой (ср. с записью Ga в работе [24]):

Ga =
1√

2πWa

exp

(−(Ea − Ea)
2

2W 2
a

)

, (9)

где W 2
a — дисперсия (разброс) энергетических уровней

акцепторов, Wa и Ea — эффективная ширина и центр

A0-зоны (рис. 1).

3. Положение центра акцепторной
зоны и порога подвижности
для дырок v-зоны в запрещенной
энергетической зоне p-Ge

Следуя результатам работ [17,20,21], примем, что по-

ложение центра акцепторной зоны Ea относительно по-

толка v-зоны нелегированного кристалла определяется

разностью энергий конечного состояния (ионизованный
акцептор с экранирующим его облаком зарядов + дырка

в v-зоне на пороге ее подвижности Emb) и начального

состояния (электрически нейтральный акцептор):

Ea = Ia + Ecor + Emb, (10)

где Ia — энергетический уровень уединенного (оди-
ночного) акцептора; Ia = 11.32 мэВ для атома галлия,

замещающего в узле кристаллической решетки атом

германия [19,25]; Ecor < 0 — уменьшение энергии тер-

мической ионизации атомов галлия за счет корреляцион-

ного взаимодействия ионизованных атомов с экраниру-

ющим облаком зарядов, Emb = (Eper + Eexc) < 0 — порог

дрейфовой подвижности для дырок v-зоны; Eper < 0 —

энергетический порог диффузионного протекания для

Физика и техника полупроводников, 2016, том 50, вып. 6
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дырок v-зоны; Eexc < 0 — энергетический сдвиг потолка

v-зоны в глубь запрещенной зоны за счет обменного

взаимодействия дырок v-зоны.

Порог подвижности (уровень протекания в класси-

ческом приближении) — это значение энергии, при

котором локализованные состояния дырок v-зоны в

конденсированной системе сменяются делокализованны-

ми [26,27]. Если энергия дырки меньше порога подвиж-

ности, то дырка может двигаться только в ограниченной

области пространства. Если Wp ≪ Wa и порог подвиж-

ности Emb = 0 совпадает с потолком v-зоны (Ep = 0), то
формула (10) переходит в известную формулу [20,21].

Установим теперь зависимость входящих в форму-

лу (10) величин Ecor и Emb = Eper + Eexc от концентрации

примесей и температуры.

Суммарный электростатический потенциал иона (ак-
цептора в зарядовом состоянии (−1)) и экранирующего

его облака подвижных зарядов (дырок v-зоны и дырок

в акцепторной зоне) 8s на расстоянии r от иона в при-

ближении Дебая−Хюккеля [28,29] дается выражением

8s =
−e

4πεr(1 + ds/3s)
exp

(

ds − r
3s

)

, (11)

где e — элементарный заряд, ε = εrε0 — диэлектри-

ческая проницаемость нелегированного германия, обу-

словленная электронами v-зоны [21], εr = 15.4 — от-

носительная диэлектрическая проницаемость [30], ε0 —

электрическая постоянная, 3s — длина (радиус) экра-

нирования кулоновского поля иона примеси в прибли-

жении Дебая –Хюккеля, ds ≈ 0.554[(1 + K)N + p]−1/3 —

среднее расстояние между наиближайшими по расстоя-

нию акцепторами, донорами и дырками v-зоны, участ-

вующими в экранировании, а также в поддержании

электрической нейтральности и ионизационного равно-

весия [31–33].

Исходя из (11) следует [17,20,26,34], что энергия

электростатического взаимодействия ионизованного ак-

цептора с облаком экранирующих его зарядов равна

Eis = −e2/4πε(3s + ds). Энергия взаимодействия между
зарядами облака равна Ess = e2/16πε(3s + ds). Тогда

суммарная электростатическая энергия корреляции Ecor

системы
”
ион примеси + облако экранирующих зарядов“

равна

Ecor = Eis + Ess = − 3e2

16πε(3s + ds)
< 0. (12)

При получении (12) учтено, что среднестатистический

акцептор в зарядовом состоянии (−1) успевает собрать

вокруг себя облако экранирующих зарядов до акта захва-

та на него дырки из v-зоны (см. сопоставление данных

из работы [20] времени максвелловской релаксации ε/σp

и данных из работы [35] по времени жизни дырок в

p-Ge : Ga при T1 = 3Tj/2).

Длина статического экранирования кулоновского поля

иона примеси по формуле (11) с учетом дырок v-зоны

и прыгающих между акцепторами дырок определяется

выражением [36,37]

3−2
s =

e2

εkBT

(

p
ξp

+
Nh

ξh

)

, (13)

где p — концентрация дырок в v-зоне, Nh = N0N−1/N
= f 0 f −1N — эффективная концентрация прыгающих

между акцепторами в зарядовых состояниях (0) и (−1)
дырок [38–40]; ξp, ξh — безразмерные параметры;

ξp =
p

1

V

∫ +∞

−∞

g p f p(1− f p) dEp

≥ 1,

ξh =
f 0 f −1

∫ +∞

−∞

Ga f 0 f −1 d(Ea − Ea)

≥ 1.

Полагая, согласно данным работ [5,6,41], что недо-

ступная для диффузионного движения дырок v-зоны с

энергией Ep < Eper критическая доля объема полупро-

водника равна 0.17, имеем

Eper
∫

−∞

Gp dUp =
1√

2πWp

Eper
∫

−∞

exp

(

−
U2

p

2W 2
p

)

dUp = 0.17.

Отсюда находим уровень диффузионного протекания

дырок v-зоны в трехмерном кристаллическом образце

Eper ≈ −0.955Wp < 0. (14)

При увеличении концентрации дырок v-зоны ста-

новится существенным их обменное взаимодействие

(см. [26,34,42]). В результате потолок v-зоны сдвигается

в глубь запрещенной зоны, понижая порог дрейфовой

подвижности (см. формулу (10)) на величину

Eexc =

∫ EF

−∞

Eexc(Up)Gp(Up) dUp < 0, (15)

где Eexc(Up) — обменная энергия для одной дырки

v-зоны, Gp(Up) дается формулой (4). (Следуя резуль-

татам работ [26,34], в формуле (15) проведено усред-

нение по флуктуациям потенциальной энергии Up ды-

рок v-зоны.) При изотропном законе дисперсии сильно

вырожденного газа дырок в v-зоне обменная энергия

для дырки Eexc(Up) по Слэтеру [43,44], согласно [26,34],
имеет вид

Eexc(Up) = − 3e2

8π2ε~

√

2mp(EF −Up). (16)

В отсутствие флуктуаций (когда Wp → 0 и

Gp(Up) → δ(Up)) формула (15) с учетом (16) переходит

в формулу Слэтера [42–44]1 .

1 Обменная энергия по Слэтеру [44] в 2 раза больше обменной

энергии по Вигнеру−Зейтцу [45]. В работе [42] отмечено, что Eexc

слабо зависит от анизотропии эффективной массы в одной долине

c-зоны ковалентных кристаллических полупроводников.
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Итак, формулы (14) и (15) с учетом (16) дают порог

дрейфовой подвижности дырок v-зоны

Emb = Eper + Eexc < 0, (17)

для вычисления которого необходимо установить зави-

симость Wa и Wp от концентрации примесей и дырок, а

также от температуры.

Следуя результатам работ [17,46], примем, что пере-

ход изолятор−металл в пределе нулевой температуры

(T → 0) происходит, когда уровень Ферми EF пересекает

порог (уровень) дрейфовой подвижности Emb (равный
сумме уровня диффузионного протекания Eper и обмен-

ной энергии Eexc) дырок v-зоны, т. е. когда EF = Emb .

4. Эффективная ширина акцепторной
зоны и среднеквадратичная
флуктуация потенциальной энергии
дырки валентной зоны в условиях
ионизационного равновесия

Среднюю потенциальную энергию кулоновского вза-

имодействия любой точечной заряженной частицы с

ближайшими заряженными частицами при хаотическом

(пуассоновском) распределении всех их в кристалличе-

ской матрице можно записать в виде [16,47]

U =

3
∑

i=1

∞
∫

0

Ui(r)Pi (r) dr = 0, (18)

где Ui(r) = ±e2/(4πεr) — кулоновская энергия взаимо-

действия ближайших по расстоянию точечных частиц с

одинаковыми (знак +) и различными (знак −) электри-

ческими зарядами.

В формуле (18) вероятность [31,48]

Pi(r) dr = 4πr2C i exp

(

−4πr3

3

3
∑

i=1

C i

)

dr (19)

есть пуассоновская вероятность того, что ближайшая

к данной заряженной частице другая частица сорта i
(ионизованный акцептор (i = 1), дырка (i = 2) или

донор (i = 3)) расположена в сферическом слое ра-

диусом r и толщиной dr , причем в шаре объемом

4πr3/3 с центром на данной заряженной частице нет

других заряженных частиц; C1 = N−1 — концентра-

ция отрицательно заряженных акцепторов, C2 = p —

концентрация дырок (каждая с зарядом +e) в v-зоне

кристаллической матрицы, C3 = KN — концентрация

компенсирующих акцепторы неподвижных доноров, пол-

ностью находящихся в зарядовом состоянии (+1).
При учете уравнения электронейтральности (2) имеем:
∑3

i=1 C i = N−1 + p + KN = Nch, где Nch = 2N−1 — сум-

марная концентрация ионов примесей и дырок.

Эффективную ширину акцепторной зоны Wa опреде-

лим через дисперсии энергии акцепторов W 2
0 и W 2

−1 в

зарядовых состояниях (0) и (−1) как

Wa = (W 2
0 + W 2

−1)
1/2 ≈ W−1,

где учтено, что W0 ≪ W−1.

При учете кулоновского взаимодействия в кристалле

только ближайших по расстоянию двух точечных заря-

дов и соотношений (18) и (19) для Wa имеем [20,21,49]

Wa =
e2

4πε

(

∞
∫

0

1

r2

3
∑

i=1

Pi(r) dr

)1/2

≈ 2.64
e2

4πε
N1/3

ch , (20)

где сумма вероятностей несовместных событий

3
∑

i=1

Pi(r) dr = 4πr2Nch exp(−4πr3Nch/3) dr.

Среднее расстояние между ближайшими заряженны-

ми частицами в кристаллической матрице [31–33]:

dch =

∞
∫

0

r
3
∑

i=1

Pi(r) dr ≈ 0.554N−1/3
ch , (21)

где Nch = 2N−1 — концентрация всех заряженных ча-

стиц, удовлетворяющая условию электронейтрально-

сти (2).
Получим теперь выражение для среднеквадратичной

флуктуации Wp потенциальной энергии дырки v-зоны.

Формула (20) для среднеквадратичной флуктуации Wa

потенциальной энергии акцептора в зарядовом состоя-

нии (−1) записана для точечных
”
неподвижных“ частиц

с зарядом ±e при случайном (пуассоновском) распре-

делении их по кристаллу2. Однако дырка в v-зоне с

энергией выше Emb в среднем
”
не замечает“ флуктуаций

потенциальной энергии на пространственных масшта-

бах, меньших или сравнимых с ее средней длиной волны

(по де Бройлю) λp [6].
Пусть в объеме λ3p ≈ 2/p (где множитель 2 учи-

тывает, что по принципу Паули две дырки v-зоны с

противоположно направленными спинами могут одно-

временно занимать один и тот же объем ≈ λ3p), отвечаю-
щем длине волны среднестатистической дырки [50,51]
λp ≈ (p/2)−1/3, располагаются q = λ3p/d3

ch заряженных

частиц, каждая из которых локализована в области

с линейными размерами dch ≈ 0.554N−1/3
ch . Полагаем,

что потенциальная энергия Us каждой s -й заряженной

частицы имеет одинаковый закон распределения и сред-

няя потенциальная энергия рассматриваемой дырки из

v-зоны Up = (1/q)
∑

s Us . Используя соотношение для

2 Рассматривается случай классической акцепторной A0-зоны, т. е.

когда энергетический разброс уровней акцепторов из-за кулоновского

взаимодействия ближайших по расстоянию ионов и дырок v-зоны

много больше квантового уширения их уровней, обусловленного

конечностью времени локализации дырок на акцепторах.
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дисперсии среднего арифметического взаимно незави-

симых одинаково распределенных случайных величин

(см. [52,53] и Приложение I):

D[Up] =
1

q
D[Us ], (22)

где значения энергетических дисперсий D[Up] = W 2
p ,

D[Us ] = W 2
a , получаем

Wp =
1

q1/2
Wa =

(

dch

λp

)3/2

Wa ≈ 0.29

(

p
Nch

)1/2

Wa , (23)

где Wa определяется формулой (20), а dch — форму-

лой (21). Так как для полупроводника p-типа p < Nch,

то из (23) следует, что Wp < Wa .

Здесь отметим, что согласно (14), (17) и (23) ве-

личина порога дрейфовой подвижности Emb зависит от

концентрации дырок p в v-зоне с энергией выше уров-

ня подвижности, что не согласуется с рассуждениями,

представленными в работе [8].

5. Температура перехода от миграции
дырок в v-зоне к термически
активированным прыжкам дырок
между акцепторами

Согласно данным работы [54], характерная темпера-

тура Tj перехода от режима прыжковой электропро-

водности (HC) дырок по акцепторам к режиму зонной

электропроводности (BC) дырок v-зоны на постоянном

токе в кристаллическом полупроводнике p-типа (см.
вставку на рис. 1) при p ≪ K(1− K)N имеет вид

Tj =
0.728

kB

e2

4πε
(KN)1/3. (24)

В развитие работы [54] рассмотрим вывод формулы

для температуры Tj , когда концентрацией дырок p по

сравнению с концентрацией ионизованных акцепторов

N−1 пренебречь нельзя.

Если в равновесной системе частицы взаимодейству-

ют по закону Кулона, то согласно теореме вириала

(см., например, [55]) 2Ekin = −Utot, где Ekin — средняя

кинетическая энергия всех частиц, Utot — средняя потен-

циальная энергия кулоновского взаимодействия всех ча-

стиц. Считаем, что смена режимов миграции дырок при

T = Tj , когда σp ≈ σh, определяется равенством средней

кинетической энергии движения дырки в v-зоне 3kBT/2
половине средней потенциальной энергии этой дырки

в кулоновском поле ближайшего к ней ионизованного

акцептора U j , т. е.

3kBTj/2 = −U j/2. (25)

Для определения величины U j примем, что в полупро-

воднике p-типа акцепторы в зарядовых состояниях (−1)

и (0), доноры в зарядовом состоянии (+1) и все дырки

v-зоны распределены в кристалле случайным образом,

по закону Пуассона. Предполагаем, что событие сближе-

ния дырки с отрицательно заряженным ионом акцептора

определяется вероятностью, а не динамикой их взаи-

модействия. Тогда вероятность того, что на расстоянии

r от дырки в интервале (r, r + dr) находится взаимно

ближайший к ней отрицательно заряженный акцептор,

есть [47,56,57] (см. Приложение II, формула (П.II.6))

P j(r) dr = 4πr2(p + N−1) exp

(

−4π

3
r3(p + N−1)

)

dr,

(26)

где N−1 — концентрация ионизованных акцепторов,

т. е. акцепторов в зарядовом состоянии (−1), p —

концентрация дырок в v-зоне.

Заметим, что при получении формулы (26) использо-

валась аналогия с работой [58] в том, что при расчете

рассеяния дырки v-зоны на кулоновском потенциале

начало системы координат помещалось поочередно на

дырку и на ион примеси, а не только на ион примеси,

как это делается в расчете подвижности, восходящем к

формуле Резерфорда [59]. Это делает задачу рассеяния

дырки на ионе двухчастичной (см. также [60]). Точнее,
необходимо приписать каждому акту рассеяния вероят-

ность того, что рассеяние дырки v-зоны на ближайшем

центре рассеяния (ионе примеси) является двухчастич-

ным процессом. Если придерживаться допущения о

рассеянии на изолированном (уединенном) кулоновском

центре, как это делается во всех трактовках этой пробле-

мы для случая полупроводников [22,61], то необходимо

исключить возможность такой ситуации, когда дырка

рассеивается на одном ионе, но еще ближе к ней на-

ходится другой рассеивающий ион. Если рассеяние фак-

тически происходит только на ближайшем примесном

центре, а суммарный эффект взаимодействия со всеми

остальными рассеивателями в среднем равен нулю, то

такая процедура вполне уместна и даже требуется для

внутренней согласованности теории [62].
Средняя кулоновская энергия взаимодействия дырки

v-зоны с взаимно ближайшим к ней отрицательно заря-

женным акцептором при учете (26) имеет вид

U j =

∞
∫

0

Up(r)P j (r) dr

≈ −1.354
e2

4πεrε0

(

4π

3
(p + N−1)

)1/3

, (27)

где Up(r) = −e2/(4πεrε0r) — потенциальная энергия

дырки v-зоны, взаимодействующей по закону Кулона с

взаимно ближайшим по расстоянию к ней акцептором в

зарядовом состоянии (−1).
Подставляя выражение (27) в формулу (25), получаем

уравнение для нахождения температуры Tj , при которой

происходит резкий переход от прыжковой миграции
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дырок в A0-зоне к
”
свободному“ движению дырок в

v-зоне:

Tj ≈
0.728

kB

e2

4πεr ε0

[

p(Tj) + N−1(Tj)
]1/3

, (28)

где p(Tj) и N−1(Tj) зависят от Tj согласно условию

электронейтральности (2).
Заметим, что в невырожденном полупроводнике

в отсутствие флуктуаций (Wp → 0) из (4) следует

Gp(Up) → δ(Up). Тогда при T ≈ Tj концентрация по-

движных дырок в v-зоне p ≪ K(1− K)N, так что

N−1 = N+1 = KN, и формула (28) переходит в (24).

6. Интегральная и дифференциальная
энергии термической ионизации
акцепторов

Обычно энергия термической ионизации (активации)
определяется из измерений электропроводности на по-

стоянном токе и стационарного эффекта Холла, т. е. из

кинетических явлений.

Расчеты дифференциальной E1 и интегральной 〈E1〉
энергии активации примеси галлия проводились для

температуры T1 = 3Tj/2 (см. вставку на рис. 1), где

температура Tj дается выражением (28).
Рассмотрим методику определения интегральной

энергии термической ионизации акцептора 〈E1〉 [5,63,64].
Условие электронейтральности (2) при Wp ≪ kBT и

Wa ≪ kBT с учетом (3)−(9) для области низких тем-

ператур (T1 ≈ 3Tj/2), когда определяется термическая

энергия активации акцепторов и p ≪ K(1− K)N, можно

представить в виде стандартного выражения для слабо

легированного полупроводника [16,22,23]:

p =
pv(1− K)

βa K
exp

(

− Ia

kBT

)

, (29)

где pv = 2(2πmpkBT )3/2/(2π~)3; βa = 4.

Заметим, что обычно при описании ионизационного

равновесия в легированных полупроводниках
”
сохраня-

ют“ формулу (29), но вместо Ia записывают интеграль-

ную энергию термической ионизации акцептора 〈E1〉.
В работах [5,63,64] для области низких температур (ко-
гда kBT ≪ Wa , Wp) интегральная энергия термической

ионизации представлена в виде

〈E1〉 = Ia − e2N1/3

4πεrε0
F(K), (30)

где функция F(K) зависит от компенсации K и за-

дается в виде таблицы (в частности, F(0.1) = −1.19,

F(0.35) = −1.4, F(0.7) = −1.28. В работе [65] предло-

жена аналитическая формула для интегральной энергии

термической ионизации 〈E1〉 в области высоких темпе-

ратур (когда kBT > Wa , Wp) в виде

〈E1〉 = Ia − e2(K + 3)

8πεr ε0

[

e2K(1− K)N
εrε0kBT

]1/2

. (31)

Дифференциальная энергия активации (ионизации) E1

акцепторов имеет вид (см. также [17]):

E1 = −kB

d
[

ln
(

pmbT−3/2
)]

d(1/T )
, (32)

где концентрация pmb делокализованных в пределах

всего кристаллического образца дырок v-зоны дается

формулой (6). Заметим, что формула (32) справедлива

в окрестности температуры T1 = 3Tj/2, когда определя-

ется величина E1 при pmb ≪ K(1− K)N.

Если плотности состояний g p (дырок в v-зоне) и Ga

(дырок в акцепторной зоне), а также Ea не зависят

от температуры, то из (32) при pmb = p получается

формула для E1, приведенная в работе [17].

7. Расчет параметров ионизационного
равновесия в p-Ge : Ga и сравнение
с экспериментальными данными

Расчет по формулам (24) и (28) температуры Tj

как функции концентрации основной примеси (акцеп-
торов) N в сравнении с экспериментальными дан-

ными, полученными из работ [66–72] по нейтронно-

трансмутационному легированию кристаллов герма-

ния [73,74], показан на рис. 2.

На рис. 3−5 представлены результаты расчетов по

предложенной модели уровня Ферми EF (из уравне-

ния (2)), середины акцепторной зоны Ea (по форму-

ле (10) с учетом (12) и (13)), порога подвижности Emb

(по формуле (17) с учетом (14) и (15)), концентрации
дырок v-зоны p и pmb (по формулам (3) и (6)), а также

энергии термической ионизации акцепторов E1 (по фор-

муле (32)) в применении к кристаллическому германию

Рис. 2. Зависимость температуры Tj от концентрации N
атомов галлия в кристалле p-Ge : Ga при степени компенсации

K = 0.35. 1 — расчет по формуле (28), 2 — по формуле (24);
a, b, c — эксперимент: a — K = 0.4 [66,67], b — K = 0.35 [68],
c — K = 0.4 [69], d — K = 0.3 [70], e — K = 0.35 [71],
f — K = 0.35 [72].
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Рис. 3. Расчетные зависимости уровня Ферми EF < 0, по-

рога дрейфовой подвижности Emb < 0 и центра акцепторной

зоны Ea > 0 от концентрации N легирующей примеси (ато-
мов галлия) в кристалле германия p-типа при K = 0.35 и

T = Tj (N, K).

p-типа, легированному атомами галлия, со степенью

компенсации K = 0.35 при температуре T = Tj(N) (по
формуле (28)).

На рис. 3 показаны уровень Ферми EF, центр A0-зоны

Ea и порог подвижности дырок v-зоны Emb в зависимо-

сти от концентрации N легирующей примеси (атомов
галлия). Для сравнения был выполнен расчет EF, Ea

и Emb для K = 0.35 при температуре T = 1K, что

фактически соответствует пределу нулевой температу-

ры. Как следует из расчетов, равенство уровня Ферми

порогу дрейфовой подвижности (EF = Emb) для T = 1K

достигается
”
скачком“ при концентрации атомов галлия

N ≈ 2.5·1017 см−3. Эксперимент [72] (см. также [75,76])
для степени компенсации K = 0.35 дает в пределе нуле-

вой температуры (T → 0) значение критической концен-

трации, соответствующей переходу изолятор−металл

(переходу Мотта), NM ≈ 1.85·1017см−3. Из расчетов

следует, что полной ионизации акцепторов не про-

исходит (по крайней мере для степени компенсации

K = 0.35) и вблизи металлической стороны перехода

Мотта (N0/N ≈ 0.4 при T = 1K и N ≈ NM). Это, воз-
можно, объясняет магнитную активность дырок, квази-

локализованных в A0-зоне, атомов галлия в p-Ge [77,78],
учитывая особую роль акцепторных состояний примесей

в магнетизме полупроводниковых материалов [79].

На рис. 4 показаны расчеты выполненные по фор-

муле (6) концентрации pmb делокализованных дырок

v-зоны (с энергией Ep выше порога подвижности

Emb(Tj) = Eper + Eexc по формуле (17)) в зависимости

от концентрации N легирующей примеси при K = 0.35

в сравнении с экспериментальными данными [66,69,71]
измерений электрической проводимости на постоянном

токе и стационарного эффекта Холла в кристаллах

германия p-типа.
При анализе экспериментальных данных использова-

лось соотношение (1), учитывающее вклад зонной (σp)

и прыжковой (σh) электропроводностей в эксперимен-

тальное значение коэффициента Холла [22,61]:

RH =
Rpσ

2
p + Rhσ

2
h

(σp + σh)2
≈

Rpσ
2
p

(σp + σh)2
=

1

epH

σ 2
p

(σp + σh)2
,

(33)

где Rp = 1/epH — коэффициент Холла дырок в v-зоне

(при холл-факторе, равном единице в достаточно силь-

ном магнитном поле), Rh — коэффициент Холла дырок,

прыгающих по акцепторам (Rh ≪ Rp). Тогда, согласно
(33), определенное из измерений Холла эксперименталь-

ное значение концентрации дырок pH(Tj) при темпера-

туре T = Tj , когда σp ≈ σh, имеет вид [23]

pH(Tj) =
σ 2

p

(σp + σh)2
1

eRH

=
1

4eRH

. (34)

Из рис. 4 видно хорошее согласие расчетов кон-

центрации pmb дырок v-зоны (с энергией выше поро-

га подвижности Emb) по (6) при T = Tj с экспери-

ментальными данными для p-Ge : Ga с промежуточной

степенью компенсации K = 0.35. Здесь отметим, что,

согласно [80], в эффекте Холла участвуют подвижные

дырки (т. е. с энергией выше порога подвижности) с

концентрацией pmb (ср., однако, [81]). Согласно нашим

расчетам, в диапазоне концентраций атомов галлия,

указанном на рис. 4, концентрация подвижных дырок

pmb практически не отличается от полной концентрации

дырок p (отклонение (p − pmb)/p < 3%).
На рис. 5 показано сравнение дифференциальной

энергии активации E1, рассчитанной для температуры

T1 = 3Tj/2 путем численного дифференцирования pmb в

Рис. 4. Концентрация дырок pmb(Tj ) в v-зоне при температуре

T = Tj (N, K) в зависимости от концентрации N легирую-

щей примеси (атомов галлия) в кристалле германия p-типа
при K = 0.35. Линии — расчет по формуле (6): 1 — при

Wa > Wp > 0; 1′ — при Wa = 0, Wp = 0; 2 — предел полной

ионизации акцепторов p = (1− K)N; точки — эксперимент pH

при T = Tj (см. формулу (34)) из работ: a — [66], b — [71],
c — [69].
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Рис. 5. Дифференциальная энергия термической активации

E1 дырок из уровней акцепторов на порог подвижности

Emb в зависимости от концентрации N легирующей примеси

(атомов галлия) в кристалле германия p-типа для K = 0.35

при температуре T1 = 3Tj (N, K)/2: 1 — расчет E1 по фор-

муле (32), 2 — расчет интегральной энергии активации 〈E1〉
по формуле (30), модель [5,64], 3 — расчет интегральной

энергии активации 〈E1〉 по формуле (31), модель [65]; точки —

эксперимент: a — K = 0.4 [69], b — K = 0.27−0.43 [82],
c — K = 0.35 [71].

соответствии с выражением (32), с расчетами интеграль-

ной энергии термической ионизации акцептора 〈Ea〉 (29)
по моделям [5,64,65], а также с экспериментальными

данными [69,71,82], полученными из измерений эффекта

Холла и электропроводности. Экспериментальные зна-

чения E1 определялись вблизи температуры T1 = 3Tj/2

путем линейной аппроксимации концентрации дырок pH

(полученной из температурных зависимостей коэффици-

ента Холла RH в соответствии с формулой (33)), постро-
енной в аррениусовском масштабе: ln(pHT−3/2) — 1/T .
В заключение проведем расчет среднеквадратичной

флуктуации электростатической потенциальной энергии

иона акцептора W−1 ≈ Wa в сильно легированном вы-

рожденном кристалле германия p-типа, находящемся

на металлической стороне перехода изолятор−металл

(перехода Мотта). В работе [83] исследовалось уменьше-

ние термической ширины запрещенной энергетической

зоны 1Eg кристаллов p-Ge : In, Sb с концентрациями

индия N ≈ 4.5·1018−1019 см−3 и степенью компенса-

ции его сурьмой K ≈ 0.01−0.7 в области температур

T = 600−800K реализации собственной электропровод-

ности на постоянном токе. Ширина термической за-

прещенной зоны определялась по обращению в нуль

значения коэффициента Холла. Экстраполяция суже-

ния (уменьшения) ширины запрещенной зоны 1Eg к

температуре T = 300K дает 1Eg ≈ 60 мэВ. При этом

установлено, что на ширину термической запрещенной

зоны германия p-типа влияет в основном общая концен-

трация примесей, а степень компенсации не имеет зна-

чения. При температуре T = 300K все атомы примесей

ионизованы (p = (1− K)N; Nch = 2N) и концентрацией

электронов в c-зоне можно пренебречь по сравнению с

концентрацией дырок в v-зоне. (Энергия ионизации оди-

ночного атома индия как водородоподобного акцептора

Ia = 11.96 мэВ, сурьмы как водородоподобного донора

Id = 10.32 мэВ [19,25]). Тогда расчет по формуле (20)
при средней концентрации индия N ≈ 6·1018 см−3 (по
семи исследованным в работе [83] образцам) дает эф-

фективное сужение термической энергетической щели

германия 1Eg ≈ Wa = 57мэВ, что практически совпада-

ет с экспериментальным значением.

8. Заключение

В работе предложена квазиклассическая модель элек-

тростатических флуктуаций и ионизационного равно-

весия в легированных полупроводниковых кристаллах,

неупорядоченность которых обусловлена случайным

пространственным распределением ионов примесей и

подвижных дырок v-зоны (или электронов c-зоны).
Сравнение с экспериментом и численные расчеты

проведены на примере кристаллов германия p-типа,
нейтронно-трансмутационно легированных водородопо-

добными акцепторами (атомами галлия с концентрацией

N ≈ 5 · 1013−3 · 1017 см−3) при постоянной степени их

компенсации K ≈ 0.35 донорами.

Далее конкретизированы результаты данной работы.

Введено понятие взаимно ближайших по расстоянию

соседей (ионизованных акцепторов и подвижных дырок

v-зоны) при пуассоновском распределении их по кри-

сталлу. Исходя из понятия взаимно ближайших соседей

на основании теоремы вириала получено выражение для

температуры Tj , при которой заканчивается массовый

захват дырок из v-зоны на отрицательно заряженные

акцепторы и зонная электропроводность на постоянном

токе примерно равна прыжковой электропроводности

дырок между акцепторами. В квазиклассическом при-

ближении при расчете среднеквадратичной флуктуации

электростатической потенциальной энергии в кристалле

учитывались только флуктуации, обусловленные куло-

новским взаимодействием двух ближайших по расстоя-

нию
”
неподвижных“ точечных зарядов (ионов примесей

и дырок). Показано, что среднеквадратичная флуктуация

потенциальной энергии дырки v-зоны Wp меньше, чем

среднеквадратичная флуктуация энергии акцепторных

уровней Wa в запрещенной зоне полупроводника, так как

электростатические флуктуации на масштабах, меньших

средней дебройлевской длины волны дырки не проявля-

ются. В рамках предложенной модели дано теоретиче-

ское описание зависимости дифференциальной энергии

термической ионизации E1 атомов галлия в кристаллах

германия от их концентрации N вплоть до концентраци-

онного фазового перехода изолятор−металл (перехода
Мотта) с изоляторной стороны. Сравнение результатов

расчетов E1(N) без использования подгоночных пара-
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метров с экспериментальными данными для температу-

ры T1 = 3Tj/2 показывает их количественное согласие.

Рассчитанные концентрации подвижных дырок v-зоны

pmb при температуре Tj перехода от зонной проводи-

мости к прыжковой хорошо согласуются с известными

экспериментальными данными для кристаллов p-Ge : Ga.

Работа выполнена при поддержке программы

”
МатТех“ Республики Беларусь и Министерства образо-

вания и науки Российской федерации (грант Президента

РФ НЦ-347.2014.2).

Приложение I

Детали вывода выражения (22) представлены ниже.

Рассмотрим как изменяется среднеквадратичная флук-

туация W случайной величины U при измельчении

”
разбиения“ пространства (объема кристалла) [48,53].
В соответствии с рис. П.I.1 выберем в кристалле куб

со стороной λp. Разобьем выбранный куб на вообража-

емые
”
кристаллиты“ со стороной dch = λp/ζ , где ζ —

натуральное число.

Число кристаллитов в кубе равно q = λ3p/d3
ch = ζ 3.

Пусть s = 1, 2, . . . , q — номер кристаллита, и в кри-

сталлите с номером s случайная величина U принимает

среднее значение Us . Заметим, что, вообще говоря,

значения Us и Ut в соседних кристаллитах s и t нельзя

считать статистически независимыми. Поскольку число

таких близких соседей (пар соприкасающихся кристал-

литов) ∝ q, а число пар ∝ q2, то при больших q парами

близких соседей можно пренебречь. Пусть все случай-

ные величины Us распределены одинаково и попарно

статистически независимы.

Усредняя U по q кристаллитам (в рассматриваемом

кубе объемом λ3p), получаем выборочное среднее:

Up =
1

q

q
∑

s=1

Us .

Так как операция вычисления математического ожида-

ния M линейна и все Us имеют одинаковое математиче-

Рис. П.I.1. Выделенный в легированном кристалле фрагмент

в форме куба со стороной λp и
”
кристаллит“ в нем со сторо-

ной dch .

ское ожидание M[Us ], то

M[Up] = M

[

U1 + U2 + ... + Uq

q

]

=
qM[Us ]

q
= M[Us ].

Дисперсия D = W 2 случайной величины U по определе-

нию равна:

D[U ] = M
[

(U − M[U ])2
]

= M
[

U2 − 2UM[U ] + (M[U ])2
]

= M[U2] − (M[U ])2.

При этом выполняется соотношение

D[qU ] = M
[

(qU − M[qU ])2
]

=M
[

(qU)2
]

−
(

M[qU ]
)2

= q2D[U ].

Так как дисперсия суммы независимых случайных

величин равна сумме их дисперсий, а постоянный

множитель выносится из-под символа дисперсии D с

возведением в квадрат, причем все Us имеют одинаковую

дисперсию D[Us ], то получаем дисперсию выборочного

среднего:

D[Up] = D

[

U1 + U2 + ... + Uq

q

]

=
qD[Us ]

q2
=

D[Us ]

q
.

Итак, получено выражение (22): дисперсия выбороч-

ного среднего D[Up] равна дисперсии D[Us ] для любого

кристаллита s , деленной на q.

Приложение II

Пусть в кристаллической матрице полупроводника

p-типа равномерно распределены водородоподобные ак-

цепторы и дырки v-зоны. Акцептор может находится

в одном из двух зарядовых состояний Z = −1 и Z = 0

в единицах элементарного заряда e. (Формально дырка

v-зоны как квазичастица находится в зарядовом состоя-

нии Z = +1.) Зарядовые состояния неподвижных акцеп-

торов также распределены равномерно и мигрируют

по кристаллу. Рассмотрим взаимно ближайшие дырку

и отрицательно заряженный акцептор, нейтральные ак-

цепторы и компенсирующие доноры исключаются из

рассмотрения. Дырка v-зоны и ионизованный акцептор

называются взаимно ближайшими соседями (см., напри-
мер, [47,56,57]), если акцептор — это самый близкий

к этой дырке акцептор в зарядовом состоянии (−1) и

дырка — самая близкая дырка к этому ионизованному

акцептору.

Вероятность того, что в выделенном объеме V на-

ходится k частиц (ионов акцепторов или дырок), не

зависит от времени и расположения V в кристалле и

дается распределением Пуассона [32,33]:

P(k,V,C i ) =
1

k !
(VC i)

k exp(−VC i), (5.II.1)

где i = 1, 2; C1 = N−1 — средняя концентрация акцеп-

торов в зарядовом состоянии (−1), C2 = p — средняя

концентрация дырок v-зоны.
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Рис. П.II.1. Шары B ra и B rh радиуса r с центрами в

ионизованном акцепторе {a} (в точке с радиус-вектором ra)
и в дырке v-зоны {h} (в точке с радиус-вектором rh) со-

ответственно. В каждом шаре выброшена бесконечно малая

окрестность центра вместе с ионизованным акцептором или

дыркой, S — область вблизи граничной сферы шара B ra , точ-

нее S = {r ∈ E
3 | r < |r− ra | < r + dr}, где E

3 — трехмерное

евклидово пространство.

Рассмотрим вероятностное пространство, состоящее

из пар ({a}, {h}) частиц: {a} — отрицательно заряжен-

ный акцептор, {h} — дырка v-зоны. Пусть событие Ar

состоит из пар ({a}, {h}), у которых ионизованный ак-

цептор и дырка являются взаимно ближайшими соседя-

ми и расстояние |ra − rh| между этими ионом и дыркой

принадлежит интервалу [r, r + dr) (см. рис. П.II.1).
Вычислим вероятность P(Ar) события Ar . Для акцеп-

тора {a} введем случайное событие Ara ⊂ Ar , состоящее

из всех пар из Ar , содержащих этот акцептор {a}.
Случайное событие Ara является пересечением трех

независимых событий (обозначения на рис. П.II.1): A1 —

в шаре B ra нет дырок, A2 — в шаре B rh нет ионизован-

ных акцепторов, A3 — в области S есть хотя бы одна

дырка. Имеем

P(Ara) = P(A1)P(A2)P(A3). (5.II.2)

По формуле (П.II.1) вычисляем:

P(A1) = P(0, B ra , p) = exp

(

−4

3
πr3p

)

,

P(A2) = P(0, B rh, N−1) = exp

(

−4

3
πr3N−1

)

,

P(A3) = 1− P(0, S, p) ≈ 4πr2 dr p.

Следовательно, из (П.II.2) имеем

P(Ara) = 4πr2dr p exp

(

−4

3
πr3(p + N−1)

)

. (5.II.3)

Теперь просуммируем (П.II.3) по всем акцепто-

рам {a}, содержащимся в единичном объеме кристалла.

Это сводится к умножению правой части (П.II.3) на

концентрацию акцепторов N−1. Получаем

P(Ar)=C4πr2dr pN−1 exp

(

−4

3
πr3(p+N−1)

)

, (5.II.4)

где C — нормировочный множитель.

Условие нормировки функции (П.II.4) имеет вид

∞
∫

0

P(Ar ) = 1. (5.II.5)

Подставляя (П.II.4) в (П.II.5), находим нормировочный

множитель C = (p + N−1)/pN−1. В итоге получаем

P(Ar) = 4πr2dr(p + N−1) exp

(

−4

3
πr3(p + N−1)

)

.

(5.II.6)

Из (П.II.6) следует среднее расстояние между двумя

взаимно ближайшими ионизованным акцептором и дыр-

кой v-зоны

r−1,+1 =

∞
∫

0

rP(Ar) ≈ 0.554(p + N−1)
−1/3.
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Abstract An electrostatic model of ionization equilibrium be-

tween hydrogen-like acceptors and v-band holes in crystalline

covalent semiconductors of p-type is developed. Range of

applicability of the model is a whole insulator side of the

insulator−metal phase transition (Mott transition). The density

of spatial distribution of impurity atoms (acceptors and donors)

and holes over a crystal was assumed to be a Poisson one,

and fluctuations of their potential energy was assumed to be a

Gaussian. The model takes into account the effect of decrease

of energy of affinity of ionized acceptor to a v-band hole due

to the ion screening (after Debye−Hückel) by the free holes

in v-band and by the localized holes hopping between charge

states (0) and (−1) of acceptors in the acceptor band. All

donors are in the charge states (+1) and do not take part in

the screening directly, but provide the total electrical neutrality

of a sample. In the quasiclassical approximation the analytical

expressions for the root-mean-square fluctuation of v-band hole

Wp and the effective width of the acceptor band Wa are obtained.

At Wa calculation only fluctuations due to Coulomb interaction

of two nearest charged particles (impurity ions and holes) were

taken into account. It is shown that Wp is less than Wa

because the electrostatic fluctuations do not manifest themselves

at the scales smaller than the average de Broglie wavelength

of a free hole. The delocalization threshold for v-band holes

is determined by a sum of diffusion percolation threshold and

exchange energy of holes. The calculation of concentration of

free holes in v-band is performed at the temperature Tj of

transition from direct current band conduction to hopping via

acceptor states, which was obtained from the virial theorem.

The dependence of the differential energy of thermal ionization

of acceptors (at temperature 3Tj/2) on their concentration N and

compensation ratio K (donor to acceptor concentration ratio) is

determined. Up to Mott transition a good quantitative agreement

of the performed calculations with the data on series of neutron

transmutation doped samples of p-type germanium is achieved

without using any adjustable parameters.
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