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На основе полученного спинового гамильтониана исследовано магнитное состояние системы частиц с

”
высоким“ спином, равным 3/2, при наличии в системе изотропного обменного взаимодействия. Показано,

что при положительном значении вклада обменного взаимодействия реализуется неустойчивое нематическое

состояние, которое переходит в устойчивое ферромагнитное состояние
(
со средним значением спина

3
2

)
.

Спектр возбуждений в ферромагнитной фазе представляет собой трехкратно вырожденную бесщелевую

магнонную моду голдстоуновского типа. При отрицательном знаке обменного вклада антинематическое

состояние является устойчивым по отношению к переходу в ферромагнитное состояние, который является

запрещенным. При этом антинематик всегда находится в состоянии фазового перехода в неустойчивое

антиферромагнитное состояние, спектр возбуждений которого характеризуется одной невырожденной модой

голдстуоновского типа.

1. Введение

Системы частиц со спинами, отличными от 1/2, или

с так называемыми
”
высокими“ спинами, интенсивно

изучаются с начала 90-х годов и составляют целый пласт

теоретических исследований в области квантовых газов

и статистической физики. Эти системы обладают целым

рядом свойств, принципиально отличных от свойств ана-

логичным образом устроенных систем локализованных

1/2-спинов. Структура основного состояния, спектр воз-

буждений, поведение в критических точках — все носит

характер, совершенно непохожий на поведение магнит-

ных систем с половинным спином. Теоретические иссле-

дования анизотропных антиферромагнетиков со спином

частиц, равным 1 [1,2], было стимулировано эксперимен-

тами над конденсатом Бозе−Эйнштейна, удерживаемом

оптическими ловушками, которые не разрушают степени

свободы, обусловленной спином атомов, что позволяло

наблюдать макроскопические квантовые явления, свя-

занные с соориентацией спинов [1]. Были обнаружены

такие явления как фрагментация основного состояния,

когда наблюдается не одно, а несколько основных состо-

яний с различным магнитным упорядочением фазы [2,3].
Так, для систем со спинами j = 1 основным состоянием

является синглетное, хотя очень сильны магнитные

флуктуации с возникновением так называемой магнит-

ной или циклической [3]. Для систем со спинами j = 2

основным состоянием является ферромагнитное [4,5].
После успешного охлаждения атомных Бозе-систем и их

теоретического описания [6–8] были проведены экспери-

менты по охлаждению Ферми-системы, в частности K40,

когда 7 · 105 атомов было охлаждено до температуры

вырождения ниже 300 nK [9–12]. В Ферми-системе обна-

ружены новые явления, такие как чешуйчатая структура

пространственного распределения [13,14], подавление

упругих и неупругих соударений [15,16], существование

нуль-звука при низкой температуре [17,18].

Модельный гамильтониан, описывающий всю систему

попарно взаимодействующих бозонов, обычно содержит

слагаемое, введенное феноменологически, которое со-

держит сумму скалярных произведений спиновых опера-

торов в высоких степенях (биквадратное, бикубическое

и так далее) и зависящее от парного спина атомов.

Именно благодаря этим слагаемым удается объяснить

наличие в системе атомов нелинейных эффектов, кото-

рые являются причиной магнитных флуктуаций основ-

ного состояния.

В теории конденсированных сред начало исследо-

ваниям магнитных свойств систем частиц с высоким

спином задолго до экспериментального получения кон-

денсата Бозе−Эйнштейна в 1995 году положили работы

Халдейна [19,20]. Для описания антиферромагнитной

цепочки Халдэйн [19,20], а позже и его последователи

Аффлек, Кеннеди, Либ и Тасаки [21–23] использовали

подобный гамильтониан в рамках расширенной S = 1 —

модели с учетом биквадратного члена в обменном

взаимодействии с неопределенными коэффициентами,

с помощью которого анализировали промежуточные

фазы. Численным путем были получены различные фа-

зовые диаграммы переходов вблизи критической точки

с разными возможными сценариями развития событий,

которые напрямую зависят от соотношения коэффици-

ентов в исходном гамильтониане. В полуклассическом

приближении было найдено солитонное решение для

возбуждений, анализировались также промежуточные

фазы путем изучения расширенной S = 1-модели резо-

нирующих валентных связей с учетом биквадратного
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члена в обменном взаимодействии

HAKLT = J
∑

i

{
(ŝ i ŝ i+1) + β(ŝ i ŝ i+1)

2
}
.

Так в [21] показано, что такой гамильтониан допускает

существование решений при значении коэффициента

β = 1/3, в этом случае основное состояние представляет

собой устойчивую простую валентную связь (VBS), ко-
торое отделено от возбуждений щелью. Так как основное

состояние при β = 0 (как было показано в работе Хал-

дэйна [20]) проявляет линейную корреляцию дальнего

порядка и адиабатически связано с состоянием β = 1/3,

то в работе Шолльвека [23] делается заключение о том,

что фаза Халдэйна носит VBS-характер.

Все разнообразие фаз, теоретически предсказываемых

для спин-1-цепочки, напрямую связано со значениями

коэффициентов при билинейном и биквадратном чле-

нах в гамильтониане обменного взаимодействия, за-

писанном в спиновом представлении. Поэтому знание

точного вида гамильтониана, описывающего поведение

спин-1-системы, является принципиальным моментом

для статистического описания систем с
”
высоким“ спи-

ном и анализа критических явлений, происходящих в

таких системах. В работе [24–26] из первых принципов

был получен гамильтониан системы частиц с отличным

от 1/2 спином, здесь же были описаны возбуждения,

которые могут носить как линейный характер с спек-

тром возбуждений, отделенном щелью от основного

состояния, так и нелинейный характер с возможным

формированием иак называемого магнитного dark-bright

солитона [25,26], веденного и описанного Макановым

в работе
”
О полной интегрируемости и стохастизации

вдискретных динамических системах“ [27]. При этом

основное состояние описывается макроскопической вол-

новой функцией, выстроенной в соответствие с прави-

лами сложения угловых моментов, а точное значение

суммарного спина цепочки атомов равно единице, что

приводит к намагниченности, стремящейся к нулю.

Цель настоящей работы — изучение магнитных со-

стояний изотропного магнетика со спином магнитного

иона или атома, равного 3/2.

2. Спиновый гамильтониан
тождественных частиц
с произвольным спином

Универсальный вид гамильтониана обменного взаимо-

действия в спиновом представлении для системы тожде-

ственных частиц, обладающих произвольным спином s ,
подробно был получен в работе [24], который использо-

вался в работе [27] и в работе [28] для описания магнит-

ных состояний магнитных состояний системы тяжелых

дырок, характеризующихся спином 3/2 и интерпретации

эффекта гигантского отрицательного магнетосопротив-

ления (ОМС) в немагнитном кристалле, и в [29] для

описания магнитного состояния магнитных комплексов

со спином 3/2 в манганитах. В компактном изложении

эти рассуждения сводятся к следующим утверждениям:

1. Наличие перестановочной симметрии в системе

двух тождественных частиц с произвольным спином s
приводит к (2s + 1)-кратному вырождению по вели-

чине суммарного спина S собственного состояния, опи-

сываемого функцией 9kl(r1, ξ1, r2, ξ2), и отвечающего

гамильтониану Ĥ0(r1, r2) системы невзаимодействую-

щих частиц с энергией E0 = εk + εl . Полная функция

9kl(r1, ξ1, r2, ξ2) обладает свойством симметрии по от-

ношению к операции перестановки:

P̂1,29kl(r1, ξ1, r2, ξ2) = 9kl(r2, ξ2, r1, ξ1)

= (−1)2s9kl(r1, ξ1, r2, ξ2). (1)

Здесь операция полной перестановки индексов 1 и 2

включает в себя перестановку координат частиц 1 и 2

и значений проекций спинов на ось Z отдельных частиц:

P̂1,2 = P̂r 1,r 2 P̂s z1,s z2 .

2. Двухчастичная функция всегда может быть пред-

ставлена в виде простого произведения ее координатной

и спиновой частей

9kl(r1, ξ1, r2, ξ2) = 8kl(r1, r2) · Xkl(ξ1, ξ2), (2)

свойства симметрии которых по отношению к операции

перестановки следующие:

1) симметрия спиновой части определяется симмет-

рией коэффициентов Клебша−Гордана (см. [30]):

X(ξ1, ξ2) = |S, Sz 〉 =
∑

s 1z s 2z

CSSz
s 1s 1z s 2s 2z

|s, s1z 〉|s, s2z 〉,

где

CSSz
ss 1z ss 2z

= (−1)2s−SCSSz
ss 2z ss 1z

или

P̂s z1,s z2X(ξ1, ξ2) = (−1)2s−SX(ξ1, ξ2), (3)

где S — величина суммарного спина двух частиц, SZ —

его проекция на ось z , s1 = s2 = s , s1z = s2z — величина

спина и его проекция на ось z 1-ой и 2-й частицы

соответственно.

2) симметрия координатной части двухчастичной

функции (2) определяется как результат действия опе-

ратора перестановки на функцию (2) с учетом (1) и (3)

P̂1,29kl(r1, ξ1; r2, ξ2) = P̂r 1,r 28kl(r1, r2)P̂s z1,s z2X(ξ1, ξ2)

= (−1)2S9kl(r1, ξ1; r2, ξ2),

P̂r 1,r 28kl(r1, r2) · (−1)2s−SX(ξ1, ξ2)

= (−1)2S9kl(r1, ξ1; r2, ξ2),

следовательно

P̂r 1,r 28kl(r1, r2) = (−1)S8kl(r1, r2). (4)
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3. Первая поправка к энергии, обусловленная взаимо-

действием V̂ (r1, r2), заданном в координатном представ-

лении, однозначно определяется величиной суммарного

спина

E(1) = K + (−1)SA,

K = 〈φk(r1)φl(r2)|V̂ (r1, r2)|φl(r2)φk(r1)〉, (5)

A = 〈φl(r1)φk(r2)|V̂ (r1, r2)|φl(r2)φk(r1)〉,

где S — величина суммарного спина взаимодействую-

щих частиц, K —
”
прямой“ и A — обменный вклад,

при этом знак перед обменным вкладом определяется

свойством симметрии координатной части функции (2),
установленном в соотношении (4).
4. Гамильтониан строится в спиновом представлении

системы тождественных частиц, взаимодействие кото-

рых определено в координатном представлении. Для

этого выбирается оператор четности перестановки ρ̂i j ,

который, действуя в спиновом представлении непо-

средственно на спиновую часть функции (2), имел бы

собственное значение, соответствующее четности пере-

становки координатной части волновой функции (4)

ρ̂12X(ξ1, ξ2) = (−1)SX(ξ1, ξ2),

ρ̂12|S, Sz ; s1s2〉 = ρ̂12
∑

s z1s 2z

CSSz
s 1s 1z s 2s 2z

|s1, s1z 〉|s2, s2z 〉

= (−1)S |S, Sz ; s1s2〉. (6)

Таким образом, для системы (2s + 1) уравнений (6),
допускающей однозначное определение (2s + 1) свобод-

ных коэффициентов, оператор ρ̂12 выбирался в виде ряда

по степеням скалярных произведений операторов спина

взаимодействующих частиц

ρ̂12 = c2s(ŝ1 · ŝ2)
2s + c2s−1(ŝ1 · ŝ2)

2s−1 + . . .

+ c1(ŝ1 · ŝ2)
1 + c0, (7)

где ŝ1, ŝ2 — операторы спина 1-й и 2-й частицы соот-

ветственно. При подстановке (7) система (6) сводится

к системе (2s + 1) алгебраических уравнений, которая

однозначно определяет искомые коэффициенты в разло-

жении (7)






c2s

(
S(S + 1) − 2s(s + 1)

)2s
+ c2s−1

(
S(S + 1)

−2s(s +1)
)2s−1

+. . . c1

(
S(S+1)−2s(s +1)

)
+ c0

. . .

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
S

= (−1)S . (8)

Таким образом, гамильтониан пары тождественных ча-

стиц 1 и 2, действующий в спиновом пространстве,

определяется как

Ĥ12 = E0
12 + K12 + A1ρ̂12. (9)

Обобщая на случай системы частиц, обладающих

произвольным спином s , полный гамильтониан, учиты-

вающий парные взаимодействия, будет иметь вид: Ĥ =
=
∑
k<l

(E0
kl + Kkl + AklP̂) =

∑
k<l

E0
kl + Ĥint , а оператор взаи-

модействия может быть записан как

Ĥint =
∑

k<l

(Kkl + Akl ρ̂kl), (10)

где оператор четности однозначно определен выражени-

ем (7) с учетом решений (8).

Для системы частиц со спинами s = 1/2 оператор

четности для пары частиц

ρ̂12 =
1

2
(4ŝ1 · ŝ2 + 1)

гамильтониан (10) принимает известную форму

Гейзенберга−Дирака−ван-Флека

Ĥint1/2 =
∑

k<l

{
Kkl −

1

2
Akl(4ŝ1 · ŝ2 + 1)

}
. (11)

Для частицы с s = 1 оператор четности для пары

частиц

ρ̂12 = (ŝ1 · ŝ2)
2 + (ŝ1 · ŝ2)

1 − 1. (12)

Для системы частиц со спинами s = 1 гамильтони-

ан (10) принимает биквадратную форму [25]

Ĥint1 =
∑

k<l

{
Kkl + Akl

(
(ŝk · ŝ l)

2 + (ŝ1 · ŝ2)
1 − 1

)}
. (13)

Для системы частиц со спинами s = 3/2 оператор

четности имеет вид

ρ̂12 = −2

9
(ŝ1 · ŝ2)

3 − 11

18
(ŝ1 · ŝ2)

2 +
9

8
(ŝ1 · ŝ2)

1 +
67

32
,

(14)

гамильтониан (10) принимает бикубическую форму

Ĥint3/2 =
∑

k<l

{
Kkl + Akl

(
− 2

9
(ŝ1 · ŝ2)

3 − 11

18
(ŝ1 · ŝ2)

2

+
9

8
(ŝ1 · ŝ2)

1 +
67

32

)}
. (15)

Энергия взаимодействия пары частиц

Eexc
1,2 = A

{
− 2

9

(
1

2

(
S(S + 1) − 2s(s + 1)

))3

− 11

18

(
1

2

(
S(S + 1) − 2s(s + 1)

))2

+
9

8

(
1

2

(
S(S + 1) − 2s(s + 1)

))
+

67

32

}
. (16)
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Если константа обменного взаимодействия A > 0, то

выгодным состоянием является вырожденное симмет-

ричное состояние с суммарным спином S = 1, 3 и по-

правкой к энергии Eexc
i,i+1 = −Ai,i+1, тогда как в случае

A < 0 выгодным состоянием будет антисимметричное

вырожденное состояние с S = 0, 2 и поправкой к энер-

гии Eexc
i,i+1 = Ai,i+1.

Для системы частиц со спинами s = 2 оператор чет-

ности имеет вид

ρ̂12 =
1

36
(ŝ1 · ŝ2)

4 +
1

6
(ŝ1 · ŝ2)

3 − 13

6
(ŝ1 · ŝ2)

2

− 5

2
(ŝ1 · ŝ2)

1 − 1, (17)

тогда гамильтониан (10) принимает битетрическую

форму

Ĥint2 =
∑

k<l

{
Kkl + Akl

(
1

36
(ŝk · ŝ l)

4 +
1

6
(ŝk · ŝ l)

3

− 13

6
(ŝk · ŝ l)

2 − 5

2
(ŝk · ŝ l)

1 − 1

)}
. (18)

Собственное значение энергии взаимодействия пары

частиц будет

Eexc
1,2 =

A
6

{
1

6

(
S(S + 1) − 2s(s + 1)

2

)4

+

(
S(S+1)−2s(s +1)

2

)3

− 13

6

(
S(S + 1) − 2s(s + 1)

2

)2

− 15

(
S(S + 1) − 2s(s + 1)

2

)
− 6

}
. (19)

Если константа обменного взаимодействия A > 0, то

выгодным состоянием является вырожденное антисим-

метричное состояние с суммарным спином S = 3, 1 и

поправкой к энергии Eexc
i,i+1 = −Ai,i+1, тогда как в случае

A < 0 выгодным состоянием будет симметричное вы-

рожденное состояние с S = 0, 2, 4 и поправкой к энергии

Eexc
i,i+1 = Ai,i+1.

3. Основные состояния изотропного
спин-3/2-магнетика

Для изотропного магнетика со спином магнитного

иона S = 3/2 гамильтониан имеет вид (15) в котором

опущен вклад от прямого кулоновского взаимодействия,

не содержащего явной зависимости от спиновых опера-

торов

Ĥint3/2 =
∑

k<l

{
Akl

(
−2

9
(ŝk · ŝ l)

3 − 11

18
(ŝk · ŝ l)

2

+
9

8
(ŝk · ŝ l)

1 − 67

32

)}
, (20)

где ŝk — оператор спина k-го узла, а Akl — обменный

интеграл между ближайшими соседями.

Гамильтониан (20) запишем через набор неприводи-

мых комбинаций спиновых операторов Стивенса [31],
описывающие мультипольные моменты. Для спина 3/2

эти операторы подробно выписаны в работе [31] (см.
Приложение), тогда получим

Ĥint = − 1

2

∑

k<l

Akl

{
−2

9
Q̂3k · Q̂3l +

1

12
Q̂2k · Q̂2l

+
1

5
ĵk · ĵ l

}
. (21)

Здесь операторы

Q̂3k · Q̂3l =
1

10
Q̂0

3k · Q̂0
3l +

3

20

(
Q̂1

3k · Q̂1
3l +

̂̃Q
1

3k ·
̂̃Q
1

3l

)

+
3

2

(
Q̂2

3k · Q̂2
3l +

̂̃Q
2

3k ·
̂̃Q
2

3l

)
+
1

4

(
Q̂3

3k · Q̂3
3l +

̂̃Q
3

3k ·
̂̃Q
3

3l

)
,

Q̂2k · Q̂2l =
1

3
Q̂0

2k · Q̂0
2l +

(
Q̂1

2k · Q̂1
2l +

̂̃Q
1

2k ·
̂̃Q
1

2l

)

+

(
Q̂2

2k · Q̂2
2l +

̂̃Q
2

2k ·
̂̃Q
2

2l

)
.

Выделяя в гамильтониане (21) средние поля в расчете

на один узел и проводя диагонализацию на базисе

собственных спиновых состояний операторов проекции

моментов ĵ z k ≡ ŝ z k , получим одноузельный гамильтони-

ан в виде

Ĥ0 = −Aη

(
1

5
ĵ z +

1

36
Q̂0

2 +
1

45
Q̂0

3 +
1

18
Q̂3

3

)
, (22)

где η — координационное число (число ближайших со-

седей), A — обменный интеграл для ближайших соседей.

Здесь оператор квадрупольного момента Q̂0
2 = 3 ĵ2z − ĵ2,

оператор мультипольного момента Q̂0
3 = 5 ĵ3z − 41

4
ĵ z ,

оператор квадрупольного перехода Q̂3
3 = 1

2

(
ĵ3+ + ĵ3−

)
.

С помощью преобразования Боголюбова, применяе-

мого для набора одночастичных собственных состояний

{|3/2, j z 〉}

|χ+〉 = u|3/2, 3/2〉 + v|3/2,−3/2〉,

|χ−〉 = −v|3/2, 3/2〉 + u|3/2,−3/2〉,

|χ1/2〉 = |3/2, 1/2〉,

|χ−1/2〉 = |3/2,−1/2〉,

u2 + v2 = 1, (23)

проведем диагонализацию гамильтониана (22), и полагая

параметры u = cosφ, v = sinφ, где tgφ = v/u, найдем
собственные значения энергии, соответствующие состо-
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яниям (23)

E+ = Emin = −ηA
6

(
1

2
〈Q0

2〉 +
1

5

(
9〈 j z 〉 + 〈Q0

3〉
)
(u2 − v2)

+ 〈Q3
3〉2uv

)
=−ηA

6

(
1

2
〈Q0

2〉+
1

5

(
9〈 j z 〉 + 〈Q0

3〉
)
cos(2φ)

+ 〈Q3
3〉 sin(2φ)

)
,

E− = Emax = −ηA
6

(
1

2
〈Q0

2〉 −
1

5

(
9〈 j z 〉 + 〈Q0

3〉
)
(u2 − v2)

− 〈Q3
3〉2uv

)
= −ηA

6

(
1

2
〈Q0

2〉 −
1

5

(
9〈 j z 〉−〈Q0

3〉
)
cos(2φ)

− 〈Q3
3〉 sin(2φ)

)
, (24)

E1/2 =
ηA
2

(
1

6
〈Q0

2〉 −
1

5

(
〈 j z 〉 − 〈Q0

3〉
))

,

E−1/2 =
ηA
2

(
1

6
〈Q0

2〉 +
1

5

(
〈 j z 〉 − 〈Q0

3〉
))

.

Параметры u = cosφ, v = sinφ, в преобразованиях

Боголюбова будем выбирать так, чтобы состояние |χ+〉
соответствовало нормальному подуровню с минималь-

ным значением энергии, что справедливо при выполне-

нии условия

−3

5
ηA

((
〈 j z 〉 +

1

9
〈Q0

3〉
)
· sin(2φ) − 5

9
〈Q3

3〉 cos(2φ)

)
=0.

(25)

Принимая во внимание соотношения П.3, П.4 (см. при-
ложение 2), имеем усредненные по данному состоянию

значения мультипольных моментов

〈Q0
3〉 = 5〈( j z )

3〉 − 41

4
〈 j z 〉,

〈Q0
2〉 = 3〈( j z )

2〉 − 15

4
,

〈Q3
3〉 =

1

2

(
〈( j+)3〉 + 〈( j3+)〉

)
, (26)

которые для состояния |χ+〉 принимают значения

〈 j z 〉 =
3

2
(u2 − v2) =

3

2
cos 2φ,

〈Q0
3〉 = 5〈( j z )

3〉 − 41

4
〈( j z )〉 =

3

2
(u2 − v2) =

3

2
cos 2φ,

〈Q0
2〉 = 3〈( j z )

2〉 − 15

4
= 3(u2 + v2) = 3,

〈Q3
3〉 =

uv
2

(
〈3/2, 3/2|( j+)3|3/2,−3/2〉

+ 〈3/2,−3/2|( j−)3|3/2,−3/2〉
)

= 3uv = 3 sin 2φ,

(27)
где 〈 j z 〉 — среднее значение проекции спина на ось z в

расчете на одну частицу, 〈Q0
2〉 — средний квадрупольный

момент, 〈Q0
3〉 — средний октупольный момент, 〈Q3

3〉 —

среднее значение параметра квадрупольного перехода.

Подставляя (27) в (24), получаем выражения для

энергий соответствующих состояний

E+ = Emin = −3ηA
4

,

E+ = Emax =
ηA
4
,

E
±

1
2

=
ηA
4
, (28)

которые меняются в соответствии с преобразованием

Боголюбова (преобразования поворота с тангенсом угла

поворота, определяемым как tgφ = v/u).
Условие (25) экстремума состояния |χ+〉 с минималь-

ной энергией E преобразуется с учетом (26) к виду

E ′

+ =
η

5
A cos(2φ) sin(2φ) = 0, (29)

откуда вытекают следующие возможные решения, кото-

рые проанализируем для двух принципиально различаю-

щихся случаев значений обменного интеграла, A > 0 и

A < 0:

I. A > 0.

1) Первое решение определяется уравнением:

cos(2φ) = 0, откуда следует параметр φ1 = π
4
, который

определяет среднее значение спина с 〈 j z 〉 = 3
2
cos 2φ1

= 0, средний октупольный момент 〈Q0
3〉 = 3

2
cos 2φ1 = 0,

средний квадрупольный момент 〈Q0
2〉 = 3 и среднее

значение параметра квадрупольного перехода

〈Q3
3〉 = 3 sin(2φ1) = 3. Таким образом, первое решение

соответствует нематическому состоянию.

Для выяснения устойчивости указанного состояния

проверим знак второй поизводной по угловому парамет-

ру от E+ (28): E ′′
+ =

2η

5
A cos 4φ|φ1

= − 2η

5
A < 0. Таким

образом, указанное нематическое состояние является

неустойчивым. Этот вывод согласуется с результатом,

полученным тем же методом в недавно опубликованной

работе [32], если феноменологические константы, вве-

денные в этой работе, заменить на полученные из пер-

вых принципов в работе [24] коэффициенты: параметр

при бикубическом члене в (20) c3 = 2
9
, параметр при

биквадратном члене c2 = 11
18
, параметр при билинейном

(гейзенберговском) члене c3 = − 9
8
. Спектр возбуждений

в нематической фазе имеет вид в соответствии с [33]

ε1,2(k)=
3η

2
√
2
·

√√√√√

(
A − A(k)

)(
c2 − 5

4
c3

){
A
(
c2 − 5

4
c3

)
−

− 1
2

A(k)
(
c1 + 3

2
c2 + 63

16
c3

)}

=
η (A − A(k))

2
√
2

=
ηA

2
√
2

(
1− Re

∑

v

eikbv

)
,
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ε3(k) =
9η

4

√
c3

(
A − A(k)

){
c3

(
A − A(k)

)
− A(k)11

}

=
η
(
A − A(k)

)

6
=

ηA
6

(
1− Re

∑

v

eikbv

)
,

11 = c1 −
c2

2
+

103

16
c3 = 0, (30)

где k — волновой вектор магнона, bv — вектор решетки

по направлению к v-му ближайшему соседу, A(k) —
Фурье-образ обменного интеграла, щелевой параметр

11 = c1 − c2
2

+ 103
16

c3 =
(
− 9

8
− 11

36
+ 2

9
· 103

16

)
= 0, что от-

вечает, в соответствие с полученными в [32,33] общими
соотношениями, состоянию фазового перехода в ферро-

магнитную фазу. В угловой точке зоны Бриллюэна, то

есть при k = 0, где A(k) = −A

ε3(k) =
9η

4
A

√
c3

(
c1 −

c2

2
+

135

16
c3

)
=

9η

4
A
√

c312,

12 =

(
c1 −

c2

2
+

135

16
c3

)
=

2

9
, (31)

а условие c312 =
(
2
9

)2
> 0 обеспечивает устойчивость

нематической фазы по отношению к фазовому переходу
в антиферромагнитное состояние. Это условие выполня-

ется всегда, при любом знаке обменного интеграла A.
2) Второе решение (29) отвечает sin 2φ = 0, тогда

φ2 = 0, которое в соответствие с E ′′
+ =

2η

5
A cos 4φ

∣∣
φ2

=
2η

5
A > 0 является устойчивым. Это решение со-

ответствует ферромагнитному состоянию со сред-

ним значением спина, равным 〈 j z 〉 = 3
2
cos 2φ2 = 3

2
.

В этом состоянии средний квадрупольный момент

〈Q0
2〉 = 3, средний октупольный (мультипольный мо-

мент) 〈Q0
3〉 = 3

2
· cos 2φ2 = 3

2
, среднее значение квадру-

польного перехода 〈Q3
3〉 = 3 · sin(2φ2) = 0.

Рассмотрим спектр возбуждений в ферромагнитной
фазе. В приближении ближайших соседей в случае

изотропного магнетика три моды сливаются в одну

бесщелевую магнонную моду голдстоуновского типа [33]

ε1(k) =
3η

4

(
A − A(k)

)(
c1 +

3

2
c2 +

63

16
c3

)

=
η

2

(
A − A(k)

)
,

ε2(k) =
3η

4

{(
A − A(k)

)(
c2 −

5

4
c3

)
+ A11

}

=
η

2

(
A − A(k)

)
,

ε3(k) =
9η

4

{(
A − A(k)

)
c3 + A11

}
=

η

2

(
A − A(k)

)

=
ηA
2

(
1− Re

∑

v

eikbv

)
, (32)

где параметр 11 в данном случае точно равен нулю,

что означает в соответствие с полученными в [32,33]

общими соотношениями, где 11 = c1 − c2
2

+ 103
16

c3 = 0,

состояние фазового перехода из ферромагнитной в

нематическую фазу. На краю зоны Бриллюэна, то есть

при k = 0, где A(k) = −A, ε3(k) = 2
9

A = A12 > 0, что

обеспечивает устойчивость по отношению к фазовому

переходу из ферромагнитной в антинематическую фа-

зу [32,33]. Переход в антинематическую фазу невозмо-

жен, поскольку при ослаблении корреляций, то есть при

A → 0, система перейдет в парамагнитную разупорядо-

ченную фазу.

Эти выводы согласуются с оценкой, непосредственно

следующей из выражения (16) для точного значения

энергии пары частиц. Суммарный механический момент

остается максимальным и на фоне ферромагнитного

упорядочения могут распространяться спиновые волны

со спектром голдстоуновского, бесщелевого типа.

II. A < 0.

1) Первое решение φ1 = π
4
, определяющееся урав-

нением cos(2φ) = 0, является устойчивым, поскольку

E ′′
+ =

2η

5
A cos 4φ

∣∣
φ1

= − 2η

5
A > 0, оно соответствует ан-

тинематическому состоянию с учетом двух подреше-

ток 〈 j z 〉1 = 3
2
cos 2φ1 = 0, 〈Q0

2〉1 =3, 〈Q0
3〉1= 3

2
cos 2φ1=0,

〈Q3
3〉1= 3

2
sin(2φ1)=

3
2
, 〈 j z 〉2= 3

2
cos 2φ1=0, 〈Q0

2〉2=3,

〈Q0
3〉2 = 3

2
cos 2φ1 = 0, 〈Q3

3〉1 = 3
2
sin(2φ1) = − 3

2
.

Cпектр возбуждений в соответствии с [32] должен

составлять три полученные моды. Однако две первые

моды исчезают, и остается только одна бесщелевая мода

голдстоуновского типа

ε1,2=
3η

2
√
2
·

√√√√√

(
A + A(k)

)(
c2− 11

4
c3

){
A
(

c2+
11
4

c3

)
+

+ 1
2

A(k)
(

c1 − 5
2

c2 + 191
16

c3

)}

=
3η

2
√
2
·

√√√√√

(
A + A(k)

)(11
8
− 11

18

)
×

×
{
11
9

A + 1
8

A(k)
(
− 9

2
− 55

9
+ 191

18

)}

= 0,

ε3(k) =
9η

4

×
√

c3

(
A − A(k)

){
c3A − A(k)

(
c1 − 1

2
c2 + 119

16
c3

)}

=
η√
2

(
A − A(k)

)
. (33)

Эта мода такая же, как в рассмотренном выше случае

ферромагнитной фазы. Кроме того, для устойчивого

существования антинематической фазы требуется вы-

полнение двух условий, в соответствие с выводами [32]:
A11 > 0, A12 < 0. Первое условие не выполняется в
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принципе, так как 11 = 0, что соответствует фазово-

му переходу в антиферромагнитное состояние. Второе

действительно выполняется, поскольку A12 = 2
9

A < 0, и

обращается в ноль только при ослаблении корреляций,

то есть когда обменный интеграл стремится к нулю.

Таким образом, антинематическое состояние соответ-

ствует безразличному равновесию по отношению к пере-

ходу в антиферромагнитное состояние, в соответствии с

параметром A11 = 0, и абсолютно устойчиво по отноше-

нию к переходу в ферромагнитное состояние, который

является запрещенным, в соответствии с параметром

A12 < 0.

2) Второе решение φ2 = 0, отвечающее sin 2φ = 0,

которое в соответствие с E ′′
+ =

2η

5
A cos 4φ

∣∣
φ2

=
2η

5
A < 0

является неустойчивым и соответствует антисимметрич-

ному антиферромагнитному состоянию со следующими

параметрами для двух подрешеток, средним значением

спина, равным 〈 j z 〉I =
3
2
cos 2φ2= 3

2
и 〈 j z 〉II =− 3

2
cos 2φ2

= − 3
2
, средним квадрупольным моментом 〈Q0

2〉I =3 и

〈Q0
2〉II = 3, средним октупольным (мультипольным) мо-

ментом 〈Q0
3〉I = 3

2
· cos 2φ2 = 3

2
и 〈Q0

3〉II = − 3
2
· cos 2φ2

= − 3
2
, средним значением квадрупольного перехода

〈Q3
3〉I = 3 · sin(2φ2) = 0 и 〈Q3

3〉II = −3 · sin(2φ2) = 0 .

Подстановка соответствующих параметров из (20)

(параметр при бикубическом члене c3 = 2
9
, параметр

при биквадратном члене c2 = 11
18
, параметр при билиней-

ном (гейзенберговском) члене c1 = − 9
8
) в полученные

в [32] выражения для трех мод возбуждений анти-

ферромагнитного состояния, дает существование только

одной, третьей моды бесщелевого типа.

ε1 =
3η

4

√
(
A2 − A2(k)

)(5

2
c2 − c1 −

191

16
c3

)2

=
3η

4

√(
A2 − A2(k)

)
· 0 = 0,

ε2 =
3η

4

√
(
A2 − A2(k)

)(3

2
c2 − c1 −

147

16
c3

)2

=
3η

4

√(
A2 − A2(k)

)
· 0 = 0,

ε3 =
9η

4

√

A2(k)c2
3 − A2

(
1

2
c2 − c1 −

119

16
c3

)2

=
9η

4
· |A(k)|c3 =

η

2
· |A(k)|. (34)

Условие устойчивости антиферромагнитного состоя-

ния A11 < 0, A12 < 0, удовлетворяется только наполо-

вину, поскольку A11 = 0, что соответствует фазовому

переходу в антинематическую фазу и A12 < 0, что сви-

детельствует об устойчивости системы по отношению к

переходу в нематическое состояние.

Фазы 3/2-магнетика

Нематик Ферромагнетик

A11 < 0, A12 > 0 A12 > 0, A11 > 0

Антиферромагнетик Антинематик

A11 < 0, A12 < 0 A12 < 0, A11 > 0

В таблице показаны возможные для данной системы

фазовые переходы, где вертикальная линия означает

границу раздела фаз при A11 = 0, условие, которое

реализуется всегда и означает размытость границы для

фазовых переходов между ферромагнитным и нематиче-

ским состояниями, а также антиферромагнитным и анти-

нематическим состояниями. Горизонтальная линия озна-

чает непреодолимую границу раздела фаз при A12 = 0,

поскольку в зависимости от знака обменного интеграла

этот параметр A12 = 2
9

A, либо строго положителен,

если обменный интеграл имеет положительный знак,

либо строго отрицателен в обратном случае. Таким

образом, реализуются только два из возможных фазовых

переходов, устойчивый ферромагнетик — неустойчи-

вый нематик, при положительном значении обменно-

го интеграла; и неустойчивый антиферромагнетик —

устойчивый антинематик, при отрицательном параметре

обменного взаимодействия.

4. Заключение

Обменное взаимодействие, определяющее спиновую

конфигурацию, является результатом кулоновского вза-

имодействия зарядов, перераспределенных в реальном

пространстве в соответствие с закономерностями ин-

терференции состояний, определенных в координатном

пространстве. В силу однозначной связи четностей пе-

рестановок в координатной и спиновых частях волно-

вой функции устанавливается спиновая конфигурация,

однозначно соответствующая знаку обменного куло-

новского взаимодействия. В этом смысле, основным

параметром, определяющим магнитное упорядочение в

системах тождественных частиц, является обменный

интеграл. Знак, с которым обменный интеграл входит

в выражение для полной энергии, определяется четно-

стью перестановки координатной части полной волновой

функции, которая, в силу однозначной связи с четностью

спиновой части, может быть выражена оператором,

включающем в себя скалярные произведения спиновых

операторов, взятые в
”
высоких“ степенях — биквад-

ратные, бикубические вклады и т. д. с соответствую-

щими коэффициентами. При этом обменный интеграл

входит общим множителем в результирующий спино-

вый гамильтониан. Коэффициенты при билинейном, би-

квадратном, бикубическом и т. д. члене определяются

однозначно из соответствующего условия четности. Та-

ким образом, понятие отдельно взятого биквадратного,

или бикубического обменного взаимодействия теряет

смысл, поскольку определяется обменным взаимодей-

ствием, вычисленным в координатном пространстве.
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Магнитные состояния изотропного магнетика с
”
высоким“ S = 3/2 спином ионов 1345

В настоящей работе показано, что в изотропном маг-

нетике со спином 3/2 переходы возможны только между

состояниями, относящимися к одному знаку обменно-

го интеграла, то есть ферромогнетик−нематик, либо

антиферромагнетик−антинематик, если не существует

механизмов, меняющих знак обменного взаимодействия,

которое, вообще говоря, сохраняет как параметр, зави-

симость от расстояния между частицами и при опреде-

ленных конфигурациях межцентровых перекрытий вол-

новых функций может менять свой знак [34,35]. Данные
выводы согласуются с результатами расчетов, выпол-

ненных в модели Блюма−Капеля в работе [36], где

получен гистерезис для возможного ферромагнитного,

либо антиферромагнитного состояния в нанопроволоке.

Приложение 1. Спиновые функции
двухчастичной системы

Приведем для справки все возможные спиновые функ-

ции состояний, полученные при сложении моментов 3/2.

Симметричные состояния

|J = 3, Jz = 3〉 = |3/2, 3/2〉|3/2, 3/2〉,

|J = 3, Jz = 2〉 =
1√
2

(|3/2, 3/2〉|3/2, 1/2〉

+ |3/2, 1/2〉|3/2, 3/2〉),

|J = 3, Jz = 1〉 = (|3/2, 3/2〉|3/2, −1/2〉

+ |3/2,−1/2〉|3/2, 3/2〉) 1
5

+ |3/2, 1/2〉|3/2, 1/2〉
√

3

5
,

|J = 3, Jz = 0〉 = (|3/2, 1/2〉|3/2, −1/2〉

+ |3/2,−1/2〉|3/2, 1/2〉) 3

2
√
5

+ (|3/2, 3/2〉|3/2,−3/2〉

+ |3/2,−3/2〉|3/2, 3/2〉) 1

2
√
5
.

|J = 1, Jz = 1〉 = −
√

2

5
|3/2, 1/2〉|3/2, 1/2〉

+

√
3

10
(|3/2, 3/2〉|3/2,−1/2〉 + |3/2,−1/2〉|3/2, 3/2〉),

|J = 1, Jz = 0〉 =
3

2
√
5

(|3/2, 3/2〉|3/2,−3/2〉

+ |3/2,−3/2〉|3/2, 3/2〉) − 1

2
√
5

(|3/2, 1/2〉|3/2, −1/2〉

+|3/2,−1/2〉|3/2, 1/2〉). (П1)

Антисимметричные состояния

|J = 2, Jz = 2〉 =
1√
2

(|3/2, 3/2〉|3/2, 1/2〉

− |3/2, 1/2〉|3/2, 3/2〉),

|J = 2, Jz = 1〉 =
1√
2

(|3/2, 3/2〉|3/2,−1/2〉

− |3/2,−1/2〉|3/2, 3/2〉),

|J = 2, Jz = 0〉 =
1

2
(|3/2, 1/2〉|3/2,−1/2〉

− |3/2,−1/2〉|3/2, 1/2〉) +
1

2
(|3/2, 3/2〉|3/2,−3/2〉

− |3/2,−3/2〉|3/2, 3/2〉,

|J = 0, Jz = 0〉 =
1

2
(|3/2, 3/2〉|3/2,−3/2〉

− |3/2,−3/2〉|3/2, 3/2〉) − 1

2
(|3/2, 1/2〉|3/2,−1/2〉

− |3/2,−1/2〉|3/2, 1/2〉). (П2)

Приложение 2. Операторы Стивенса

Квадрупольные

Q̂ 0
2 = 3 ĵ2z − ĵ2,

Q̂ 1
2 =

{
ĵ z , ĵx

}
,

˜̂Q 1
2 =

{
ĵ z , ĵy

}
,

Q̂ 2
2 =

1

2
( ĵ+2 + ĵ−2),

˜̂Q 2
2 =

1

2i
( ĵ+2 − ĵ−2). (П3)

Здесь фигурными скобками обозначены антикоммутато-

ры операторов, например
{

ĵ z , ĵx
}

= ĵ z ĵx + ĵx ĵ z .

Октупольные

Q̂ 0
3 = 5 ĵ3z − 3 ĵ2 ĵ z + ĵ z ,

Q̂ 1
3 =

1

2

{(
5 ĵ2z − ĵ2 − 1

2

)
, ĵx

}
,

˜̂Q 1
3 =

1

2

{(
5 ĵ2z − ĵ2 − 1

2

)
, ĵy

}
,

Q̂ 2
3 =

1

4
{ ĵ z , ( ĵ2+ + ĵ2−)},

˜̂Q 2
3 =

1

4i
{ ĵ z , ( ĵ2+ + ĵ2−)},

Q̂ 3
3 =

1

2
( ĵ3+ + ĵ3−),

˜̂Q 3
3 =

1

2i
( ĵ3+ − ĵ3−). (П4)
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