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В приближении пограничного слоя исследована структура течения однородной жидкости у границы

раздела с пористой средой, насыщенной той же жидкостью. Пористая среда описана моделью Бринкмана.

Получены автомодельные уравнения движения в форме уравнения Блазиуса и их численные решения.

Найдено выражение для силы, действующей со стороны потока на пористую среду.

Введение

Задачи о взаимодействии смежных потоков жидкости

имеют широкий спектр технологических, экологических,

геофизических и биологических приложений [1,2], и

обширную историю изучения, начиная с неустойчиво-

стей Кельвина−Гельмгольца, Рэлея−Тейлора, волнах на

границах раздела [3,4] и др. Аналогичные задачи форму-

лируются для течений в пористой среде [5]. Существен-

ные результаты в описании взаимодействия смежных

течений получены в рамках приближения пограничного

слоя на границе раздела [6–9].

В развитии тематики о системах с границами раздела

существенный интерес представляет изучение взаимо-

действия стационарного потока однородной жидкости с

фильтрационным течением при сопутствующем тепло-

и массопереносе через границу жидкости и пористой

среды [10]. Для описания таких систем наряду с разны-

ми моделями фильтрации применяется большое число

вариантов граничных условий [11–14], и известно, что

расчеты стационарных потоков в рамках различных

подходов могут быть согласованы между собой варьиро-

ванием эмпирических параметров [10]. В работах [10–14]
исследуются процессы переноса в плоскопараллельном

течении. Взаимодействие внешнего течения с потоком в

пористой среде может быть описано также и в прибли-

жении пограничного слоя, основной особенностью кото-

рого является ненулевое значение компоненты скорости,

нормальной к границе раздела [15]. Однако простейшая

модель фильтрации (закон Дарси) не допускает форми-

рования вязкого пограничного слоя в течении, и позво-

ляет адекватно описать только процессы теплопередачи

и диффузии растворенной примеси [2,16–19]. С другой

стороны, в модели Бринкмана [2,20] вязкий пограничный

слой возможен [11,19]. В рамках этого подхода ранее

изучены, в частности, температурные пограничные слои

в смежных пористых средах с различными параметра-

ми [21]. Настоящая работа исследует структуру поля

скорости в вязком пограничном слое в пористой среде

Бринкмана на границе с внешним течением.

Постановка задачи

Рассматривается двумерное течение жидкости, смеж-

ной с пористой средой, насыщенной той же жидкостью,

в отсутствие внешних сил (рис. 1). Внешнее течение,

имеющее вдали от границы раздела скорость U∞, увле-

кает жидкость, содержащуюся в пористой среде, благо-

даря вязкому трению на границе. Характерная скорость

фильтрационного потока при этом равна

Up,∞ =
Da

ϕ
U∞, Da =

K
L2
,

где Da — безразмерное число Дарси, ϕ, K — пористость

и абсолютная проницаемость среды соответственно, L —

характерный линейный размер задачи, нижний индекс p
здесь и далее отмечает величины, относящиеся к пори-

стой среде.

Полная система уравнений гидродинамики описыва-

емой задачи включает уравнения Навье−Стокса для

внешнего течения и уравнения Бринкмана для пористой

среды [2,20] и имеет вид

∂v

∂t
+ (v∇)v = −

1

ρ
∇P + ν1v,

div v = 0,

∂vp

∂t
+ (vp∇)vp = −

1

ρ
∇P p + νeff1(ϕvp) −

ν

K
ϕvp,

div vp = 0, (1)

где v = {u, v}— скорость течения жидкости, P — давле-

ние, ρ, ν — плотность и кинематическая вязкость жидко-

сти соответственно. Уравнение Бринкмана отличается от

уравнения Навье−Стокса наличием слагаемого, описы-

вающего вязкую силу сопротивления пористого скелета,

которая определяется законом Дарси. При этом вводится

величина νeff — эффективная кинематическая вязкость в

пористой среде, которая описывает диффузию импульса

с учетом микроскопической структуры среды. Для нее

в соответствии с работами [12,13] принято значение

νeff = ν/ϕ. Инерционные слагаемые в пористой среде

62



О структуре поля скорости стационарного течения вблизи границы раздела однородной жидкости... 63

Pure f luid

y

Porous layer

x

j, K

U x( )

Рис. 1. Конфигурация рассматриваемой системы.

пренебрежимо малы для большинства случаев [2,22],
однако в настоящей работе они не исключаются. Это

связано с потенциальной необходимостью их учета при

описании сред с высокими значениями пористости ϕ ∼ 1

и проницаемости [2].
Система (1) дополняется условиями на границе разде-

ла y = 0 [12,13]
v = ϕvp,

P − 2ρν
∂v

∂y
= P p = 2ρνeff ϕ

∂v p

∂y
, (2)

∂u
∂y

−
νeff

ν
ϕ
∂up

∂y
= −

β

K1/2
ϕup,

где β — эмпирический параметр, определяемый свой-

ствами пористой матрицы и геометрией пор на микро-

уровне. Система уравнений замыкается условиями вдали

от границы:

y → +∞ : u → U∞, v → 0,

y → −∞ : u(p) →
Da

ϕ
U∞, v(p) → 0.

Выбор модели Бринкмана для описания течения в по-

ристой среде обусловлен тем, что эта модель успешно

описывает среды с высокой пористостью, а также позво-

ляет разрешить профиль скорости в переходной области

у границы раздела. Уравнение Бринкмана и граничные

условия (2) могут быть получены прямым осреднением

уравнений Навье−Стокса на масштабе пор [12,13,23],
что обусловливает их высокую физическую достовер-

ность по сравнению с известными эмпирическими усло-

виями для модели Дарси [2,11,14].
Выбор масштабов для входящих в уравнения величин

[v] = U∞, [x , y ] = L, [t] =
L

U∞

, [P] = ρU2
∞

определяет безразмерные уравнения модели

∂v

∂t
+ (v∇)v = −∇P +

1

Re
1v,

div v = 0,

∂vp

∂t
+ (vp∇)vp = −∇P p +

1

Re
1vp −

ϕ

Da, Re
vp,

div vp = 0, (3)

а также условия на границе раздела

v = ϕvp, P − 2
∂v

∂y
= P p − 2

∂v p

∂y
,

∂u
∂y

−
∂up

∂y
= −

βϕ

Da1/2
up, (4)

и на удалении от нее

y → +∞ : u → 1, v → 0,

y → −∞ : up →
Da

ϕ
, v p → 0. (5)

Помимо числа Дарси, управляющим параметром задачи

является число Рейнольдса Re = U∞L/ν .

Приближение пограничного слоя

Предположение, что основное изменение скорости

происходит в пределах тонкой переходной области с

характерной шириной δ вблизи границы раздела, позво-

ляет применить к модели (3)−(5) подход Прандтля [15].
С учетом стационарности рассматриваемого течения

уравнения в приближении пограничного слоя принима-

ют следующий вид:

u
∂u
∂x

+ v
∂u
∂y

=
1

Re

∂2u
∂y2

,

∂u
∂x

+
∂v

∂y
= 0,

up
∂up

∂x
+ v p

∂up

∂y
=

1

Re

∂2up

∂y2
−

ϕ

Da, Re
up,

∂up

∂x
+
∂v p

∂y
= 0.

Здесь дополнительно учтено, что скорость течения вдали

от границы раздела не зависит от продольной коор-

динаты. Это позволяет исключить градиент давления

из уравнения для внешнего течения. Для течения в

пористом слое продольный градиент давления имеет

величину порядка Re−1, и им можно пренебречь. Гранич-

ные условия (4) в приближении Прандтля незначительно

видоизменяются ввиду малости поперечного градиента

давления [15]:

v = ϕvp,
∂v

∂y
=
∂v p

∂y
,

∂u
∂y

−
∂up

∂y
= −

βϕ

Da1/2
up. (7)

В условии (5) при y → −∞ можно пренебречь также

скоростью фильтрационного течения, поскольку она
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имеет величину порядка Da. С учетом этого условия

принимают окончательный вид

y → +∞ : u → 1, v → 0,

y → −∞ : up → 0, v p → 0. (8)

Дальнейшее исследование и поиск автомодельного

решения удобно проводить в терминах функции тока.

Задание ее соотношениями (частные производные по

координатам x , y обозначены нижними индексами)

u = ψy , v = −ψx

преобразует задачу (6)−(8) к виду

ψyψxy − ψxψyy =
1

Re
ψyyy ,

ψp,yψp,xy − ψp,xψp,yy =
1

Re
ψp,yyy −

ϕ

DaRe
ψp,y , (9)

с граничными условиями

y = 0 : ψy = ϕψp,y ψx = ϕψp,x ,

ψxy = ψp,xy , ψyy − ψp,yy = −
βϕ

Da1/2
ψp,y ,

ψy(+∞) → 1, ψp,y (−∞) → 0. (10)

Уравнения (9) допускают автомодельное преобразова-

ние

ξ = Axay, ψ = Bxb f (ξ),

где f — новая неизвестная функция. Поскольку функции

тока связаны граничными условиями (10), это преобра-

зование совпадает для обоих уравнений. Однако запись

уравнения для пористой среды в автомодельной форме

оказывается возможна только в предположении, что

проницаемость зависит от x по степенному закону:

K = K0

(

x
L

)c

, Da = Da0 x c .

Применение указанных преобразований к задаче

(9), (10) однозначно определяет показатели степени

a = −1/2, b = 1/2 и c = 1. Соответственно толщина

пограничного слоя в обеих средах оказывается пропор-

циональной x1/2, как и для классической задачи Блазиуса

и связанных с ней [6,15].
При задании автомодельной переменной и функции

тока в форме

ξ =

(

ϕ

Da0 x

)1/2

y, ψ =
2

Re

(

ϕx
Da0

)1/2

f (ξ),

уравнения (10) максимально упрощаются:

f ′′′ + f f ′′ = 0,

f ′′′

p + f p f ′′

p − f ′

p = 0, (11)

штрихом обозначено дифференцирование по перемен-

ной ξ . Граничные условия переписываются в виде

ξ = 0 : f = ϕ f p, f ′ = ϕ f ′

p,

f ′′ − f ′′

p = −βϕ1/2 f ′

p,

f ′′′ − f ′′′

p = ϕ f ′

p − βϕ1/2 f f ′

p,

f ′(+∞) →
Da0Re

2ϕ
, f ′

p(−∞) → 0. (12)

Дополнительное четвертое условие на границе раздела

получено из уравнений (11). Оно требуется для замы-

кания задачи, поскольку условие для ψxy в автомодель-

ной форме удовлетворяется тождественно. Основным

управляющим параметром задачи (11), (12) является

произведение числа Дарси и числа Рейнольдса

RD = Da0 Re,

которое входит только в граничное условие при

ξ → +∞. Продольная и поперечная компоненты скоро-

сти в терминах f определяются соотношениями

u ∝ f ′, v ∝ ξ f ′ − f .

Уравнение для течения однородной жидкости во

внешнем потоке совпадает с классическим уравнением

Блазиуса. Уравнение для пористой среды по структуре

также подобно последнему, но содержит дополнитель-

ное линейное слагаемое, обусловленное силой трения

в среде. Нелинейное слагаемое в данном уравнении

является квадратичным, что, наряду с условием для

f ′

p(−∞), определяет его пренебрежимо малый вклад

в решение ввиду малой скорости фильтрации вдали

от границы раздела. Однако в пределах переходной

области скорость течения быстро возрастает, и поэтому

нелинейное слагаемое становится значимым.

Структура профиля течения

Для уравнений (11) доступен анализ асимптотическо-

го поведения решения вдали от границы раздела. Во

внешнем течении функция тока и скорость при ξ → +∞
экспоненциально стремятся к предельной зависимости:

f (ξ) ≈ c + aξ + φ(ξ),

φ(ξ) ∝
1

ξ2
exp

(

−
a
2
ξ2

)

, (13)

тогда как в пористой среде при ξ → −∞ течение за-

тухает также экспоненциально, но медленнее, чем во

внешнем потоке

f p(ξ) ≈ c + φp(ξ),

φp(ξ) ∝ exp(cξ). (14)
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Рис. 2. Профили продольной компоненты скорости в погра-

ничном слое на границе между жидкостью и пористой средой

при различных значениях параметра RD (a), нормированные
на RD профили продольной компоненты скорости (b), ϕ = 0.5,

β = 0.

Использование степенных разложений вблизи границы

раздела приводит к переопределенной системе урав-

нений для коэффициентов разложения, аналитическое

исследование которой затруднено. Построение полного

решения задачи производилось численно в ходе само-

согласованной итерационной процедуры, основанной на

решении уравнений (11) методом установления.

На рис. 2, a приведены профили продольной ком-

поненты скорости течения, вычисленные при разных

значениях параметра RD. Асимптотика численных ре-

шений согласуется с зависимостями (13) и (14), что

подтверждает достоверность использованного численно-

го метода. Толщина пограничного слоя δ во внешнем

течении оказывается существенно меньше по сравнению

с таковой в пористом слое, что также связано с асимп-

тотическим поведением решений. На рис. 2, b показаны

нормированные на RD профили скорости.

На рис. 3 приведены рассчитанные зависимости тол-

щины пограничного слоя в зависимости от парамет-

ра RD. Толщина пограничного слоя в однородной жид-

кости определялась по значению координаты ξ = δ,

где f ′(δ) = 0.99 f ′(+∞). В пористой среде за границу

слоя принята точка ξ = −δp, соответствующая значению

скорости f ′

p(−δp) = 0.01RD. Из графиков видно, что δ

уменьшается по мере роста управляющего параметра

0.1
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10210110010–110–2
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Рис. 3. Толщина пограничного слоя в однородной жидкости

и пористой среде в зависимости от параметра RD, ϕ = 0.5,

β = 0.
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Рис. 4. Сопоставление продольной (сплошные линии) и попе-

речной (штриховые линии) компоненты скорости при RD = 1

(кривые 1), 5 (кривые 2), ϕ = 0.5, β = 0.
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Рис. 5. Профили продольной компоненты скорости в погра-

ничном слое на границе между жидкостью и пористой средой

при различной пористости среды ϕ и β = 0 (a), при различных

значениях параметра β и пористости ϕ = 0.5 (b), RD = 1.

во внешней жидкости, тогда как в пористой среде

зависимость является немонотонной, что обусловлено

влиянием граничных условий и входящих в них пара-

метров задачи (пористости и β) на структуру и скорость

течения.

Рассчитанная поперечная компонента скорости в

непосредственной близости от границы раздела отри-

цательна (рис. 4), т. е. жидкость из внешнего потока

перетекает в пористую среду в пределах тонкой области.

Увеличение параметра RD приводит к уменьшению

толщины указанной области, пропорциональной δ, и

вызывает возрастание вертикальной скорости течения

в пределах пористого слоя по сравнению с внешним

течением.

Рассмотрено также влияние на структуру профиля

скорости пористости (рис. 5, a) и параметра β в гранич-

ных условиях (рис. 5, b). Увеличение пористости приво-

дит к росту толщины пограничного слоя в однородной

жидкости. Соответственно этому изменяется и значение

скорости течения на границе раздела. Параметр β не

влияет непосредственно на толщину пограничного слоя,

но играет существенную роль в структуре профиля

скорости и формировании силы вязкого трения.

Сила, действующая на пористую среду

Течение оказывает непосредственное воздействие на

пористую среду. Сила вязкого трения в рассматриваемой

системе складывается из поверхностной силы, связанной

с касательными напряжениями на границе раздела, и

объемной силы

F = FS + FV .

Поверхностная сила, приходящаяся на единицу шири-

ны потока на отрезке границы длиной L, равна

FS =

L
∫

0

[τ ]dx , τ = ρν

(

∂u
∂y

)

y=0

,

где [τ ] — скачок касательной компоненты вязких на-

пряжений при переходе через границу раздела, величина

скачка определяется последним из условий (2). При пе-

реходе к безразмерной функции тока скачок касательных

напряжений записывается в виде

[τ ] =
2βϕ2ρν2

K3/2
0

L3/2

x1/2
f ′

p(0),

а соответствующая компонента силы равна

FS =
4βϕ2ρν2L2

K3/2
0

f ′

p(0)ex . (15)

Следует отметить, что параметр β является определяю-

щим для значения этой силы. При β = 0 поверхностная

составляющая силы вязкого трения отсутствует.

Объемная сила трения определяется как [24]

FV =

L
∫

0

dx

0
∫

−∞

dy
ϕρνL
K0x

vp,

что при подстановке функции тока дает

FV x =
2ϕ2ρν2L3

K2
0

L
∫

0

dx
x

0
∫

−∞

dy f ′p(ξ),

FV y =
ϕ2ρν2L3

K2
0

L
∫

0

dx
x

0
∫

−∞

dy(ξ f ′

p(ξ) − f p(ξ)). (16)

Сумма (15) и (16) дает выражение для полной силы

трения, действующей на пористый слой. Видно, что
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объемная компонента не зависит явным образом от

эмпирического параметра в граничных условиях, однако

зависимость силы от β является существенной, посколь-

ку его изменение приводит к выраженным изменениям

структуры профиля скорости и значения компонент

скорости течения на границе раздела.

Заключение

Для течения однородной жидкости, взаимодействую-

щего за счет вязкого трения с фильтрационным тече-

нием в смежной пористой среде, описываемой моделью

Бринкмана, может быть сформулирована автомодельная

задача нахождения профиля скорости течения в прибли-

жении пограничного слоя. При линейной зависимости

проницаемости от продольной координаты функция тока

во внешнем течении определяется уравнением Блазиуса,

а в пористом слое — его модификацией, в которой

учитывается дополнительная сила сопротивления Дарси.

Толщина пограничных слоев определяется произведени-

ем числа Рейнольдса на число Дарси, которые выступа-

ют в задаче как единый управляющий параметр, а также

пористостью и эмпирическим параметром в граничных

условиях.

На основании решения в приближении пограничного

слоя определяется также сила трения, с которой поток

действует на пористую среду. Указанная сила состоит

из поверхностной компоненты, связанной со скачком

касательных напряжений на границе раздела, и объем-

ной компоненты, определяемой силой сопротивления

пористого скелета. На основании данного результата

может быть разработана новая методика для нахождения

параметра β, который в известных работах определяется

из сопоставления теоретически рассчитанных и экспери-

ментально измеренных профилей скорости.
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