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Найдены аналитические выражения для напряженности электрического поля в окрестности осциллирую-

щей сильно заряженной капли невязкой электропроводной жидкости и интенсивности электромагнитного

излучения от нее в линейном по амплитуде возмущения рельефа поверхности капли приближении. Проведе-

ны оценки интенсивности излучения по порядку величины. Показано, что интенсивность электромагнитного

излучения от шаровой молнии, объекта, который может моделироваться заряженной каплей, не связана с

осцилляциями ее поверхности.

Введение

Электромагнитное излучение заряженных капель гро-

зовых облаков уже давно стало предметом исследования

(см., например, [1–4]). Тем не менее большая часть

исследований выполнена для слабо заряженных капель,

что представляется странным, так как физический ме-

ханизм сбора электрических зарядов с отдельных ка-

пель грозовых облаков обычной молнией подразумевает

электрогидродинамическую неустойчивость капель [5]
по крайней мере в течение разряда. Помимо прочего,

наличие электромагнитного излучения от осцилирую-

щих заряженных облачных капель представляет ин-

терес уже в связи с проблемами радиолокационного

зондирования метеорологических объектов [6]. Поэтому

целесообразно провести исследование излучения сильно

заряженных (в смысле близости к порогу реализации

неустойчивости Релея [7,8]) капель. Этой проблеме и

посвящено настоящее исследование.

Постановка задачи

Пусть несущая заряд Q сферическая капля радиуса R
невязкой несжимаемой идеально проводящей жидкости

с плотностью ρ1, коэффициентом поверхностного натя-

жения σ находится в невязкой несжимаемой среде с

проницаемостью εex и плотностью ρ2.

Примем, что в жидкости из-за теплового движения

молекул [9] генерируется капиллярное волновое движе-

ние весьма малой (тепловой) амплитуды ξ ∝ √
κT/σ ,

где κ — постоянная Больцмана, T — абсолютная

температура [9]. При температурах порядка комнатной

тепловая амплитуда волн для всех жидкостей меньше

ангстрема. Такое волновое движение практически бес-

конечно малой амплитуды формирует искажение рав-

новесной сферической формы капли ξ(θ, ϕ, t). Причем

max |ξ(θ, ϕ, t)| ≪ R.
Будем решать задачу в сферической системе ко-

ординат с началом координат в центре масс капли,

ограничиваясь рассмотрением осесимметричных осцил-

ляций. Уравнение возмущенной капиллярным волновым

движением поверхности капли можно записать в виде

r(θ, t) = R + ξ(θ, t),

где ξ(θ, t) — волновое возмущение поверхности капли.

Движение жидкости в капле и среде будем пола-

гать потенциальным с гидродинамическими потенциала-

ми ψ j(r, t): V jψ j(r, t) = ∇ψ j(r, t), где значение индек-

са j = 1 относится к капле, а j = 2 — к среде.

Математическая формулировка задачи имеет вид

1ψ j(r, t) = 0,

1E(r, t) =
1

c2

∂2E(r, t)
∂t2

, divE(r, t) = 0,

r → 0 : ψ1(r, t) → 0, E(r, t) → 0,

P j(r, t) = P j0(r) − ρ j
∂ψ j(r, θ, t)

∂t
,

r = R + ξ :
∂ξ(θ, t)
∂t

=
∂ψ(r, t)
∂n

,

∂ψ1(r, t)
∂n1

=
∂ψ2(r, t)
∂n2

=
∂ψ(θ, t)
∂n

, (1)

1P0 − ρ1
∂ψ1

∂t
+ ρ2

∂ψ2

∂t
+

1

8πεex

(

Q
r2

)2

− σ

(

2

R
− 1

R2
(2 + Lθ)ξ

)

= 0,

(

τE(r, t)
)

= 0,

Lθ≡ 1
sin θ

∂
∂θ

(

sin θ ∂
∂θ

)

— осесимметричная угловая часть

оператора Лапласа в сферических координатах

P j(r, t) — гидродинамическое давление в жидкости и

среде, P j0 – константы интегрирования, 1P0 — перепад

давлений, E(r, t) — напряженность электрического

поля собственного заряда, τ — орт касательной к
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возмущенной поверхности капли. В качестве малого

параметра примем отношение амплитуды волнового

возмущения равновесной поверхности капли к

радиусу капли. Будем считать, что в безразмерных

переменных, в которых R = ρ = σ = 1, величины полей

скоростей течения жидкостей, вызванных осцилляциями

поверхности, имеют тот же порядок малости. Орт

нормали к поверхности капли n с точностью до малых

первого порядка определяется выражением

n = ∇F/∇F
∥

∥

∥

F=0
=

(

er − eθ
1

r
∂

∂θ
ξ(θ, t)

)

,

F(θ, t) = r − R − ξ(θ, t) = 0,

где er и eθ — орты сферической системы координат.

Введем также условия неизменности полного объема

(следствие несжимаемости жидкости), неподвижности

центра масс при осцилляциях, а также условие сохра-

нения заряда капли:

2π
∫

0

π
∫

0

R+ξ(θ,t)
∫

0

r2 sin θdrdθdϕ =
4

3
πR3,

π
∫

0

r
(

R + ξ(θ, t)
)2

dr sin θdθ = 0,

1

4π

2π
∫

0

π
∫

0

(n, E)
(

R + ξ(θ, t)
)2

sin θdθdϕ =
Q
εex

,

n1 и n2 — единичные векторы нормалей на грани-

це раздела, внешние по отношению к капле и среде

соответственно.

Решение первого порядка малости

Представим возмущение равновесной сферической

поверхности капли ξ(θ, t) в виде

ξ(θ, t) =

∞
∑

n=2

αnPn(µ) exp(−iωnt), µ ≡ cos θ,

ωn — частота капиллярных осцилляций n-й моды капли,

αn — амплитуда n-й моды осцилляций αn ∼ ξ(θ).
Аналогично будем искать гидродинамические потен-

циалы, удовлетворяющие граничным условиям:

ψ1(r, θ, t) =
∞
∑

n=2

AnrnPn(µ) exp(−iωnt),

ψ2(r, θ, t) =
∞
∑

n=2

Bn
1

rn+1
Pn(µ) exp(−iωnt). (2)

Коэффициенты An и Bn связаны с αn на основе кине-

матического условия и условия равенства нормальных

компонент поля скоростей на границе раздела сред

An = −αn
iωn

n
R1−n, Bn = αn

iωn

(n + 1)
Rn+2. (3)

Для вывода дисперсионного уравнения задачи про-

дифференцируем динамическое граничное условие по

времени (при θ = const) и с учетом (1) получим

−ρ1
∂2ψ1

∂t2
+ ρ2

∂2ψ2

∂t2
+

∂

∂t

(

1

8πεex

(

Q
r2

)2)

+
σ

R2
(2 + Lθ)

∂ψ1

∂t
= 0.

На основе расчета напряженности электрического поля,

вынесенного в Приложение (окончательное выражение

дает формула (П20)), легко найти давление электри-

ческого поля на поверхность капли. В линейном при-

ближении по амплитуде осцилляций отнесем его к

невозмущенной поверхности капли r = R. Представим

его в виде (см. Приложение)

Pq ≡ εex

8π

(

Q
ε2exR4

− 2
Q2

ε2exR5

×
∞
∑

n=2

αn exp(−iωnt)
(

G(kR)n(n + 1) + 2
)

Pn(µ)

)

,

G(kR) ≡ h(2)
n (kr)

∂r(rh(2)
n (kr))

∣

∣

∣

∣

r=R

,

где h(2)
n (kr) модифицированная сферическая функция

Бесселя третьего рода [10], k ≡ Reωn/c имеет смысл

волнового числа волны (см. Приложение), пояснение

будет дано ниже, сейчас можно отметить лишь, что

kR ≪ 1; оператор ∂r означает взятие производной по

аргументу r .

Продифференцировав это выражение для электриче-

ского давления по времени (при θ = const), подставив
результат и выражения (2), (3) в динамическое гранич-

ное условие, получим дисперсионное уравнение задачи

в виде

ω2
n =

σ

R2

n(n + 1)

[ρ2n + (n + 1)ρ1]

×
{

4W [G(kR)n(n + 1) + 2] + (n − 1)(n + 2)
}

, (4)

W ≡ Q2

16πεexσR3
,

где частота ωn оказывается комплексной.

Записывая сферическую функцию Бесселя третьего

рода в виде степенного ряда [10]

h(2)
n (z ) =

1

z
e−iz

n
∑

m=0

im+1 (2n − m)!

(n − m)!m!

1

(2z )n−m
, z = kr,
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представим G(z ) как

G(z ) ≡ h(2)
n (z )

∂(z h(2)
n (z ))
∂z

=

n
∑

m=0

(2n−m)!
(n−m)!m!

(2iz )m

n
∑

m=0

(2n−m)!
(n−m)!m!

2m(iz )m+1 +
n

∑

m=0

(2n−m)!(n−m)
(n−m)!m!

(2iz )m
.

Асимптотики Gn(z ) при малом значении z будут

Re[Gn(z )] ≈ −1

n
, Im[Gn(z )] ≈

[

2n(n − 1)!

(2n)!

]2

z 2n+1. (5)

Частоту ωn представим в виде ωn = Reωn + iImωn, где

Imωn — мнимая часть, обязанная своим появлением

в задаче об осцилляциях капли идеальной жидкости

затуханию колебаний из-за излучения электромагнитных

волн. Учтем, что она мала по сравнению с реальной

частью (Imωn ≪ Reωn). С учетом этого выражение

для квадрата частоты осцилляций перепишем в виде

ω2
n ≈ (Reωn)

2 + 2iReωnImωn. Тогда для реальной и мни-

мой частей частоты (4) при малом значении аргумента

z 0 = kR получим

(Reωn)
2 =

σ

R3

n(n + 1)(n − 1)

[(n + 1)ρ1 + ρ2n]
[(n + 2) − 4W ].

Imωn =
(n + 1)2

(ρ2n + (n + 1)ρ1)

Q2

4πεexR6

×
[

1

(2n − 1)!!

]2

z 2n+1
0

1

2Reωn
. (6)

Теперь k можно наделить физическим смыслом: это

волновое число электромагнитной волны, излучаемой

заряженной каплей, при ее осцилляциях. Учитывая,

что z 0 ≡ Reωn
c R и подставляя выражение для частоты

собственных колебаний, получим мнимую часть частоты

колебаний в виде

Imωn = 2W

[

1

(2n − 1)!!

]2
(n + 1)n+2nn(n − 1)n

[ρ2n + (n + 1)ρ1]n+1

× σ n+1

Rn+2c2n+1
[(n + 2) − 4W ]n. (7)

Электромагнитное излучение

Мнимая часть Imωn частоты колебаний (7) определяет
декремент затухания капиллярных волн η. Отметим,

что W характеризует устойчивость капли по отношению

к собственному заряду. Согласно критерию Релея [7,8],
неустойчивость сильно заряженной сферической капли

реализуется при W ≥ 1.

Выражение для мощности излучения на частоте ωn

можно записать в виде [1,11]

I = −dϑn

dt
≡ ηϑn,

ϑn — энергия поверхностных колебаний n-й моды,

которую на основе теоремы вириала [12] можно предста-

вить как удвоенную за период среднюю кинетическую

энергию движения жидкости в капле, связанную с n-й
модой:

ϑn =
2πR3ρ1α

2
n

n(2n + 1)
(Reωn)

2.

Выражение для интенсивности электромагнитного из-

лучения единичной осциллирующей заряженной капли

идеальной жидкости примет в итоге вид

I = 4πW

[

1

(2n − 1)!!

]2 nn(n − 1)n+1(n + 1)n+3ρ1

[(n + 1)ρ1 + ρ2n]n+2(2n + 1)

× σ n+2

c2n+1Rn

(

αn

R

)2

[(n + 2) − 4W ]n+1. (8)

Из (8) несложно видеть, что интенсивность излучения

убывает с ростом номера моды, так как квадрат факто-

риала, стоящий в знаменателе, растет с увеличением n
быстрее, чем степенная зависимость, стоящая в числи-

теле.

Можно рассмотреть два источника электромагнит-

ного излучения облака. Первый возможный источник

электромагнитного излучения связан с осцилляциями

мелких капель из диапазона наиболее часто встреча-

ющихся в облаке размеров от 3 до 30µm. Концен-

трация n таких капель в облаке ∼ 102 cm−3 [13]. Вто-
рой возможный источник электромагнитного излучения

связан, согласно [1], со свободно падающими в обла-

ке гидрометеорами, коагулирующими с более мелкими

капельками и потому непрерывно осциллирующими на

высоких модах и, следовательно, излучающими. Однако

в [1] на роль излучающих гидрометеоров предлагались

заряженные капли радиуса R = 1mm, концентрация ко-

торых в облаке, согласно данным наблюдений [13],
весьма мала ∼ 1m−3. В итоге оценки интенсивности

электромагнитного излучения из облака, основанные на

обсуждаемом механизме, проведенные для экстремаль-

ных численных значений зарядов и концентраций капель

с R = 1mm, по всей видимости, существенно завышены

Осцилляции облачных капель могут быть вызваны

различными причинами: коагуляцией, дроблением на

более мелкие в результате столкновительных процес-

сов или в результате реализации электростатической

неустойчивости, гидродинамическим и электрическим

взаимодействием близко пролетающих капель, аэроди-

намическим взаимодействием с развитой мелкомасштаб-

ной турбулентностью, характерной для грозовых обла-

ков [14–16]. Амплитуды колебаний облачных капель,

согласно данным натурных наблюдений [14,15], могут

достигать десятков процентов от радиуса капли. Иными
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Рис. 1. Зависимости интенсивности электромагнитного из-

лучения единичной заряженной каплей от радиуса равнове-

ликой сферической капли, рассчитанные при n = 2, εex = 1,

σ = 73 dyn/cm, ρ1 = 1 g/cm3, ρ2 = 1.3 · 10−3 g/cm3, αn = 0.1R .
На этом рисунке и на следующем кривая 1 соответствует

Q = 1.8 · 10−3 CGSE (∼ 0.9Wкр при R = 10 µm и ∼ 0.18Wкр

при R = 30 µm), кривая 2 — Q = 1.5 · 10−3 CGSE (∼ 0.87Wкр

при R = 10 µm и ∼ 0.15Wкр при R = 30 µm), кривая 3 —

Q = 1.2 · 10−3 CGSE (∼ 0.7Wкр при R = 10 µm и ∼ 0.12Wкр

при R = 30 µm).

словами, отношение (αn/R) можно принимать не завися-

щим от радиуса и имеющим величину порядка десятых

долей единицы. При нижеследующих оценках будем при-

нимать это отношение равным 0.1. Для численных оце-

нок примем εex = 1, n = 2, σ = 73 dyn/cm, ρ1 = 1 g/cm3,

ρ2 = 1.3 · 10−3 g/cm3, αn = 0.1R, Q = 1.8 · 10−3 CGSE

(∼ 0.9Wкр при R = 10µm и ∼ 0.18Wкр при R = 30µm).
Тогда из (8) при радиусе капли R = 12µm несложно

получить I ∼ 1 · 10−41 µW на частоте ≈ 400 kHz. Для

капли радиусом R = 20µm получим значение интенсив-

ности I ∼ 5 · 10−42 µW на частоте ≈ 300 kHz (рис. 1). Из

проведенных оценок и рис. 1 видно, что с увеличением

радиуса капли интенсивность излучения быстро растет

и, достигнув наибольшего значения, убывает на два

порядка величины при увеличении размера капли в два

раза. Наибольший вклад в излучение от облака будут

давать капли с размерами ∼ 10µm. (В проведенной

оценке мы принимали, что осцилляции всех капель

связаны с основной модой).
Интенсивность электромагнитного излучения из обла-

ка будет примерно в N раз больше, где N — количество

капель в облаке, если принять для оценки по порядку

величины, что все капли имеют одинаковый размер и

что все капли осциллируют синфазно. Это может иметь

место при резком изменении величины электрического

поля в облаке (изменение за характерное время, мень-

шее периода осцилляций капель), что имеет место при

разряде молнии. Если капли осциллируют независимо

друг от друга, с произвольными фазами, то интегральная

интенсивность излучения из облака будет больше, чем

интенсивность излучения одиночной капли в
√

N раз.

На рис. 2 приведены характеристики излучения в зави-

симости от заряда осциллирующей капли, рассчитанные

для капель разных размеров.

Расчеты показывают, что с увеличением размера кап-

ли частота излучения быстро снижается (рис. 3).

Казалось бы, механизм электромагнитного излучения,

предложенный в [1], может работать, если в его основу

I,
 1

0
W

–
4
1

m

1

2

3

0.5 1 1.5

0.5

1

1.5

2

2.5

Q, 10 CGSE–3

Рис. 2. Зависимости интенсивности электромагнитного из-

лучения единичной заряженной каплей от ее заряда, рассчи-

танные при тех же прочих значениях физических величин,

что и на рис. 1. На этом рисунке и на следующем кривая 1

соответствует R = 10 µm, кривая 2 — R = 11 µm, кривая 3 —

R = 12 µm.

w
2
, 
M

H
z

R, mm

5 10 15 20 25 30

0.5

1

1.5

2

Рис. 3. Зависимость частоты электромагнитного излучения

единичной заряженной каплей от радиуса сферической кап-

ли, рассчитанная при тех же прочих значениях физических

величин, что на рис. 1 и Q = 2.5 · 10−3 CGSE (∼ 0.8Wкр при

R = 3 µm и ∼ 0.03Wкр при R = 30 µm).
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Рис. 4. Зависимости интенсивности электромагнитного из-

лучения шаровой молнии от ее заряда, рассчитанные при

n = 2, εex = 1, σ = 73 dyn/cm, ρ2 = 1.2 · 10−3 g/cm3, αn = 0.1R,
R = 15 cm. На этом рисунке и на следующем кривая 1 со-

ответствует ρ1/ρ2 = 0.8, кривая 2 — ρ1/ρ2 = 1, кривая 3 —

ρ1/ρ2 = 1.2.
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Рис. 5. Зависимости интенсивности электромагнитного излу-

чения шаровой молнии от ее радиуса, рассчитанные при тех

же прочих значениях физических величин, что на рис. 4 и

Q = 1.5 · 103 CGSE (∼ 0.78Wкр при R = 10 cm и ∼ 0.2Wкр при

R = 25 cm).

положить на порядок более мелкие гидрометеоры с

R = 100µm, концентрация которых в облаке, согласно

данным наблюдений [13], достаточно высока ∼ 103 m−3.

Высока и скорость их свободного падения ≈ 78 cm/s. Но,

как показывают численные оценки, интенсивность элек-

тромагнитного излучения гидрометеоров много меньше

интенсивности излучения осциллирующих на основной

моде мелких капель.

Интересно отметить, что интенсивность излучения

капли, согласно (8), быстро уменьшается с ростом номе-

ра моды. В расчетах показано, что с увеличением номера

моды на единицу мощность излучения уменьшается по

порядку в ∼ 10−15, поэтому связывать фоновое излу-

чение облаков с излучением высоких мод осцилляций

гидрометеоров (высокие моды могут возбуждаться при

столкновениях гидрометеоров с мелкими капельками)
не приходится.

Шаровая молния

Применим вышеизложенные теоретические размыш-

ления к еще одному малоизученному объекту: к шаровой

молнии (ШМ) [17]. Согласно утверждениям наблюдате-

лей ее существования в естественных условиях, изредка

отмечается ее способность излучать весьма интенсивные

электромагнитные волны. Об этом сообщают авторы

монографий и обзоров, посвященных этому феномену,

изданные в разных странах в разное время (см., напри-
мер, [17–26]). Проблему сформулируем в виде вопроса:

могут ли быть источником излучения ШМ осцилляции

ее поверхности?

Как физический объект ШМ имеет плотность порядка

плотности окружающего воздуха, радиус около 20 cm,

достаточно большой электрический заряд, чтобы по-

средством его поражать людей и животных (достаточно
вспомнить классический случай с Рихманом, сподвижни-

ком М.В. Ломоносова), коэффициентом поверхностного

натяжения величиной порядка такового у воды (на сей

счет имеются физически разумные оценки, на основании

различных ее проявлений). То есть ШМ, плавающая в

воздухе над землей, может вести себя как заряженная

капля, висящая в электростатическом подвесе. И мо-

жет излучать электромагнитные волны как заряженная

капля, за счет осцилляций поверхности. Если это так,

то полученное выражение (8) применимо и к ШМ. По

сравнению с каплей ШМ имеет существенно больший

размер, заряд и существенно меньшую плотность. Как

эти обстоятельства скажутся на ее возможном электро-

магнитном излучении?

На рис. 4, 5 приведены графики, рассчитанные по (8)
для интенсивности излучения ШМ. Видно, что, несмотря

на существенно большие значения заряда и радиуса

ШМ по сравнению с каплей, интенсивность излучения

ШМ, вызванная осцилляциями ее поверхности, ничтож-

но мала. Численные расчеты показывают, что частота

излучения ШМ при указанном механизме будет весьма

мала из-за большого радиуса и малой плотности ШМ.

Таким образом, можно прийти к выводу, что источник

электромагнитного излучения ШМ не связан с осцилля-

циями ее поверхности.

Так как излучают ускоренно движущиеся электриче-

ские заряды, то возможно, что излучение ШМ связано

с движением вещества ШМ, несущего объемный заряд

Во всяком случае о наличии движущейся внутренней

структуры ШМ сообщают примерно 13% очевидцев,

видевших ШМ с близкого расстояния. Они говорят о

хаотически движущихся светящихся точках, о перепле-

тенных светящихся линиях, о движущихся в объеме ШМ

маленьких светящихся шариках [17]. Переплетенные

светящиеся линии могут быть в силу инерционности

зрительного восприятия следами быстро движущихся

точек. Во всяком случае, вопрос об электомагнитном

излучении ШМ остается открытым.

Cледует отметить, что согласно общей теории элек-

тромагнитного излучения [11], полное излучение состо-
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ит из трех компонент, пропорциональных различным

степеням отношения линейных размеров излучающей

системы к длине излучаемой волны (которое предпола-

гается малым): дипольной, квадрупольной и магнитно-

дипольной. Самая интенсивная компонента — диполь-

ная, затем идет квадрупольная и самая слабая магнитно-

дипольная. Они различаются на много порядков ве-

личины. Квадрупольное излучение фиксируется, когда

равна нулю интенсивность дипольного. Именно этот

случай реализуется в рассматриваемом случае. Диполь-

ное излучение у нас (как во всех расчетах линейного

приближения [1–4]) отсутствует в силу условия непо-

движности центра масс. Оно может проявиться лишь в

более высоких порядках асимптотических расчетов.

Заключение

Электромагнитное излучение заряженных облаков

естественного происхождения может быть частично объ-

яснено электромагнитным излучением, обнаруживаемом

в расчетах линейного по амплитудам мод приближении,

генерируемом капиллярными осцилляциями капель, со-

ставляющих облако.

Возможное электромагнитное излучение ШМ не свя-

зано с осцилляциями ее поверхности.

Приложение. Расчет напряженности
электрического поля у поверхности
осциллирующей заряженной капли

Для нахождения электрического поля заряженной

проводящей сферической капли, поверхность которой

возмущена осесимметричным капиллярным волновым

движением, необходимо решить систему уравнений, со-

держащую условие неразрывности электрического поля

и волновое уравнение:

divE = 0, 1E =
1

c2

∂2E

∂t2
,

с граничными условиями

r → ∞ : E(r, t) → 0,

r = R + ξ(θ, t) : (τ , E(r, t)) = 0,

1

4π

∮

S

(n, E(1))dS =
Q
εex

.

Будем искать решения выписанных уравнений в сфе-

рических координатах с началом в центре масс капли в

виде

E(r, t) = E
(0)(r) + E

(1)(r, θ, t),

где E
(0)(r) — напряженность электрического поля в

окрестности невозмущенной сферы, E
(1)(r, θ, t) — до-

бавка к напряженности поля, вызванная капиллярны-

ми осцилляциями поверхности капли, имеющая тот

же порядок малости, что и возмущение поверхности

|E(1)| ∼ |ξ |.
В силу линейности выписанных уравнений и разложе-

ния E(r, t) на векторы E
(0) и E

(1) они будут решениями

систем уравнений, аналогичных выписанным. Решение

задачи нулевого приближения трудности не представля-

ет и хорошо известно из курса общей физики

E
(0) ≡ Q

εexr2
er . (П1)

Для отыскания напряженности поля в первом прибли-

жении необходимо решить систему уравнений

divE(1) = 0, 1E(1) =
1

c2

∂2E(1)

∂t2
,

с граничными условиями

r → ∞ : E
(1) → 0,

r = R + ξ(θ, t) : (τ , E(1)(r, t)) = 0,

∮

S

(n, E(1))dS = 0.

Представим вектор E
(1)(r, t) в виде разложения на три

ортогональных вектора [27]:

E
(1)(r, t) = N181(r, t) + N282(r, t) + N383(r, t), (П2)

где 8 j(r, t) — неизвестные скалярные функции, а век-

торные операторы-проекторы N j имеют вид [27]

N1 ≡ ∇, N2 ≡ ∇ × r, N3 ≡ ∇ × (∇ × r),

N
+
1 ≡ −∇, N

+
2 ≡ r× ∇, N

+
3 ≡ (r× ∇) × ∇

и удовлетворяют условиям ортогональности:

N
+
j · Nm = 0 при m 6= j, (П3)

верхний индекс
”
+“ означает эрмитово сопряжение.

С учетом свойства (П3) уравнение неразрывности

для E
(1) преобразуется в уравнение Лапласа для функ-

ции 81(r, t)

∇ · E(1) = −N
+
1 · E(1) = −N

+
1 · (N181 + N282 + N383)

= −N
+
1 · N181 ≡ ∇ · ∇81 ≡ 181 = 0. (П4)

Несложно убедиться, что операторы N j коммутируют

с оператором Лапласа, т. е. N j1 = 1N j , благодаря чему

векторное волновое уравнение для E
(1) преобразуется в

систему трех скалярных уравнений для 8 j(r, t). Подста-

вим разложение (П2) в волновое уравнение для E
(1) и,

пользуясь свойством коммутативности, приведем его к

виду
3

∑

j=1

N j

[

18 j(r, t) − 1

c2

∂28 j(r, t)
∂t2

]

= 0.
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Умножая слева полученное выражение последователь-

но на N
+
j и учитывая, что N

+
j · N j 6= 0, получим три

скалярных волновых уравнения для 8 j(r, t):

18 j(r, t) − 1

c2

∂28 j(r, t)
∂t2

= 0, j = 1, 2, 3. (П5)

Поскольку решается задача об излучении каплей

электромагнитных волн, естественно принять 8 ∼
∼ exp(−iωnt), где i — мнимая единица. При этом

уравнения (П5) сведутся к уравнениям Гельмгольца.

Из уравнения (П5) при значении индекса j = 1 и

уравнения (П4) получим (ω2
n/c2)81(r, t) = 0, и посколь-

ку частота колебаний отлична от нуля, то, следова-

тельно, скалярная функция 81(r, t) ≡ 0. Таким образом,

напряженность электрического поля E
(1)(r, t), создава-

емого колебаниями поверхности незаряженной капли,

будет чисто вихревым и будет описываться следующим

выражением:

E
(1)(r, t) = N282(r, t) + N383(r, t).

В сферической системе координат компоненты

E
(1)(r, t) имеют вид

N282(r, t) = 0 · er +
1

sin θ

∂82(r, t)
∂ϕ

eθ −
∂82(r, t)

∂ϕ
eϕ,

(П6)

N383(r, t) = − 1

r
Lθ83(r, t)er +

1

r
∂

∂r
r
∂83(r, t)

∂θ
eθ

+
1

r sin θ
∂

∂r
r
∂83(r, t)

∂ϕ
eϕ,

(П7)
где координата ϕ — азимутальный угол.

Функции 82(r, t) и 83(r, t) являются решениями урав-

нений Гельмгольца, имеющих вид

18α(r, t) − ω2
n

c2
8q(r, t) = 0, q = 2, 3. (П8)

В силу того, что рассматривается осесимметричная

задача, в выражениях (П6) и (П7) следует отбросить

слагаемые, содержащие производные по ϕ, тогда имеем

N282(r, t) = −∂82(r, t)
∂θ

eϕ,

N383(r, t) = −1

r
Lθ83(r, t)er +

1

r
∂

∂r
r
∂83(r, t)

∂θ
eθ,

(П9)
Решение уравнений (П8) для функций запишется в

виде

8q =
∑

n

D(q)
n h(2)

n (kr) exp(−iωnt)Pn(cos θ), (П10)

где h(2)
n ∗ lr) — сферическая функция Бесселя третьего

рода, выбираемая из тех соображений, чтобы в асимп-

тотике (r → ∞) электромагнитная волна расходилась;

k ≡ (ωn/c) — волновое число, c — скорость света.

Неизвестные константы D(q)
n в решениях (П10) опре-

деляются из граничных условий эквипотенциальности

поверхности капли и неизменности ее заряда. Заме-

тим, что для тороидальной компоненты поля E
(1)(r, t),

определяемой функцией 82(r, t), эти граничные условия

приведут к следующим соотношениям:

r(θ, t) = R + ξ(θ, t) : (N282(r, t), τ = 0, (П11)

∮

S

(N282(r, t), n)dS = 0, (П12)

где τ и n — единичные векторы касательной и нор-

мали к невозмущенной поверхности капли. При этом

вектором τ могут служить орты сферической системы

координат eθ и eϕ , а вектор нормали n будет совпадать

с ортом er .

Согласно (П9), тороидальная компонента поля

(N282(r, t)) имеет лишь составляющую ∼ eϕ , и, значит,

соотношения (П11) и (П12) при τ = eθ удовлетво-

ряются тождественно при любых константах D(2)
n в

решении (П10). Из условия (П11) при τ = eϕ получим

r = R :
∂82(r, t)

∂θ
= 0.

Поскольку это соотношение должно быть справедли-

вым при любом значении угла θ, необходимо потребо-

вать обращения в нуль всех констант D(2)
n в решении

для 82(r, t). Таким образом, поле E
(1)(r, t) полностью

определяется скалярной функцией 83(r, t):

E
(1)(r, t) = N383(r, t) ≡ ∇ × (∇ × r)83(r, t).

С учетом (П10) получим

E
(1)(r, t)=

∑

n

exp(−iωnt)

{

D(3)
n r−1h(2)

n (kr)n(n+1)Pn(µ)er

+

(

D(3)
n r−1h(2)

n (kr)+D(3)
n

∂h(2)
n (kr)

∂r

)

∂Pn(µ)

∂θ
eθ

}

. (П13)

Для определения неизвестной константы D(3)
n учтем,

что поверхность проводящей капли эквипотенциальна,

т. е. проекция вектора E на орт касательной к поверхно-

сти τ есть нуль

(

τ , E(r, t)
)

= 0. (П14)

Чтобы найти орт τ , сначала запишем орт нормали к

возмущенной поверхности капли

n = er −
1

r
∂

∂θ
ξ(θ, t)eθ . (П15)

В силу осевой симметрии задачи орт касательной к

параллелям совпадает с соответствующим ортом сфе-

рической системы координат τϕ = eϕ . Орт касательной
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в меридиональном направлении найдем, воспользовав-

шись векторным соотношением

τθ = n× τϕ .

С учетом (П15) выражение для орта касательной

запишется в виде

τθ = −1

r
∂ξ(θ, t)
∂θ

er − eθ. (П16)

Подставив (П16) и (П13) в (П14), перепишем условие

эквипотенциальности проводящей капли в виде

r = R : E(0)
r

1

r
∂ξ(θ, t)
∂θ

+ E(1)
θ

∂Pn(µ)

∂θ
= 0, (П17)

где E(0)
r и E(1)

θ — компоненты векторов напряженности

поля нулевого и первого порядков малости.

Подстановка выражений для E(1)
θ из (П13), E(0)

r ≡ E(0)

и возмущения поверхности капли ξ(θ, t) в виде ряда

по полиномам Лежандра в выражение (П17) позволяет

определить выражение для константы D(3)
n через ампли-

туду αn:

D(3)
n = −αn

Q
εexR2

1

∂r (rh(2)
n (kr))|r=R

. (П18)

Подставив (П18) в (П13), получим выражение для

напряженности электрического поля E
(1)(r, t):

E
(1)(r, t) = − Q

εexR2r

∞
∑

n=2

exp(−iωnt)αn

{

h(2)
n (kr)

∂r
(

rh(2)
n (kr)

)

|r=R

× n(n + 1)Pn(µ)er +
∂r

(

rh(2)
n (kr)

)

∂r
(

rh(2)
n (kr)

)

|r=R

∂Pn(µ)

∂r
eθ

}

.

(П19)
В итоге полная напряженность электрического поля,

создаваемая каплей, запишется в виде

E(r, t) =
Q

εexr2
er −

Q
εexR2r

∞
∑

n=2

exp(−iωnt)

× αn

{

h(2)
n (kr)

∂r

(

rh(2)
n (kr)

)

|r=R

n(n + 1)Pn(µ)er

+
∂r

(

rh(2)
n (kr)

)

∂r
(

rh(2)
n (kr)

)

|r=R

∂Pn(µ)

∂r
eθ

}

. (П20)
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