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Рассматриваются особенности сверхпроводящего состояния (s- и d-спаривание) в модели псевдощелевого
состояния, вызванного флуктуациями ближнего порядка „диэлектрического“ (AFM(SDW) или CDW) типа,
основанной на модели поверхности Ферми с „горячими точками“. Построена система рекуррентных уравне-
ний Горькова с учетом всех фейнмановских диаграмм теории возмущений по взаимодействию электрона с
флуктуациями ближнего порядка, вызывающими сильное рассеяние вблизи „горячих точек“. Анализируется
влияние немагнитных примесей на сверхпроводимость в таком псевдощелевом состоянии. Определены
критическая температура сверхпроводящего перехода и температурное поведение энергетической щели в
зависимости от эффективной ширины псевдощели, величины корреляционной длины флуктуаций ближнего
порядка и частоты рассеяния на примесях.

Работа выполнена при частичной поддержке гранта Российского фонда фундаментальных исследований
№ 02-02-16031, в рамках программ фундаментальных исследований Президиума РАН „Квантовая макро-
физика“ и Отделения физических наук РАН „Сильно коррелированные электроны в полупроводниках,
металлах, сверхпроводниках и магнитных материалах“, а также проекта Минпромнауки РФ „Исследование
коллективных и квантовых эффектов в конденсированных средах“.

Псевдощелевое состояние, наблюдаемое в широкой
области на фазовой диаграмме ВТСП-купратов, приво-
дит к многочисленным аномалиям их свойств как в
нормальном, так и в сверхпроводящем состоянии [1,2].
Представляется, что предпочтительным сценарием фор-
мирования псевдощелевого состояния в ВТСП-оксидах
является [2] картина, основанная на существовании
в этой области фазовой диаграммы сильного рассея-
ния носителей тока на флуктуациях ближнего поряд-
ка „диэлектрического“ типа (антиферромагнитных —
AFM(SDW) — или типа волн зарядовой плотности —
CDW). В импульсном пространстве это рассеяние про-
исходит в окрестности вектора антиферромагнетизма
Q = (π/a, π/a) (a — постоянная двумерной решетки)
и приводит к существенно нефермижидкостной пере-
стройке электронного спектра в окрестности так на-
зываемых „горячих точек“ на поверхности Ферми [2].
Данные экспериментов, проведенных в последнее время,
довольно убедительно свидетельствуют в пользу именно
такого сценария формирования псевдощели [3–5]. В рам-
ках описанной картины удается построить упрощенную
модель псевдощелевого состояния, описывающую основ-
ные особенности этого состояния [2] и учитывающую
вклад всех фейнмановских диаграмм теории возмущений
по рассеянию на (гауссовых) флуктуациях ближнего по-
рядка с характерным импульсом рассеяния из окрестно-
сти Q, определяемой соответствующей корреляционной
длиной ξ [6,7].

До сих пор большинство теоретических работ было
посвящено рассмотрению моделей псевдощелевого со-
стояния в нормальной фазе при T > Tc . В работах [8–11]

нами рассмотрена сверхпроводимость в упрощенной мо-
дели псевдощелевого состояния, основанной на предпо-
ложении о существовании „горячих“ (плоских) участков
на поверхности Ферми. В рамках этой модели было
построено разложение Гинзбурга–Ландау для различных
типов куперовского спаривания [8,10], а также про-
ведено исследование особенностей сверхпроводящего
состояния в области T < Tc на основе анализа решений
уравнений Горькова [9–11].

Построение разложения Гинзбурга–Ландау и анализ
сверхпроводящих свойств в непосредственной окрестно-
сти температуры сверхпроводящего перехода Tc в более
реалистической модели „горячих точек“ на поверхности
Ферми были проведены в работе [12]. Целью настоя-
щей работы является анализ в этой модели основных
свойств сверхпроводящего состояния (для различных
типов спаривания), возникающего на фоне псевдощели
„диэлектрической“ природы, в широкой области темпе-
ратур T < Tc, а также исследование влияния рассеяния
на немагнитных примесях на такую сверхпроводимость.

1. Модель „горячих точек“
и спаривательное взаимодействие

В модели „почти антиферромагнитной“ Ферми-
жидкости, активно используемой для объяснения ми-
кроскопического механизма ВТСП [13,14], вводится эф-
фективное взаимодействие электронов со спиновыми
флуктуациями, описываемое динамической восприимчи-
востью, характеризуемой подлежащими определению из
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Рис. 1. Поверхность Ферми с „горячими точками“, связанны-
ми импульсом рассеяния порядка Q = (π/a, π/a).

эксперимента корреляционной длиной спиновых флук-
туаций ξ , вектором антиферромагнитного упорядочения
в диэлектрической фазе Q = (π/a, π/a) и характерной
частотой спиновых флуктуаций ωsf [6]. Эта динамическая
восприимчивость, а следовательно, и эффективное взаи-
модействие имеют максимум в области q ∼ Q; соответ-
ственно квазичастицы из окрестности „горячих точек“
на поверхности Ферми (рис. 1) сильно рассеиваются на
вектор порядка Q за счет взаимодействия со спиновыми
флуктуациями, тогда как для частиц с импульсами
вдали от „горячих точек“ это взаимодействие является
достаточно слабым.

В области достаточно высоких температур 2πT � ωsf

можно пренебречь спиновой динамикой [6], ограничив-
шись статическим приближением. Существенное упро-
щение расчетов, позволяющее проанализировать вклады
высших порядков теории возмущений, достигается, если
перейти к модельному взаимодействию электронов со
спиновыми (или зарядовыми) флуктуациями следующе-
го вида [7]:

Veff(q) = W2 2ξ−1

ξ−2 + (qx −Qx)2

2ξ−1

ξ−2 + (qy −Qy)2 , (1)

где W — эффективный параметр размерности энергии.
В дальнейшем, как и в работах [6,7], параметры W
и ξ рассматриваются как феноменологические (опре-
деляемые из эксперимента). Выражение (1) качествен-
но аналогично статическому пределу взаимодействия,
рассматривавшегося в [13,14], и при соответствующем
выборе входящих в него параметров мало отличается
от него количественно в наиболее интересной обла-
сти |q−Q| < ξ−1, определяющей рассеяние в окрест-
ности „горячих точек“. Фактически, речь здесь идет
о замене реального взаимодействия с динамическими
флуктуациями ближнего порядка картиной рассеяния
электронов на статическом случайном (гауссовом) поле
таких флуктуаций. Наименее оправданным физически
является предположение о статическом (и гауссовом)

характере флуктуаций, которое может быть применимо
только при достаточно высоких температурах [6,7]. При
низких температурах, в том числе в сверхпроводящей
фазе, спиновая динамика, а также негауссов характер
флуктуаций могут оказаться весьма существенными и
для самой микроскопики куперовского спаривания в
рамках модели „почти антиферромагнитной“ Ферми-
жидкости [13,14]. Мы полагаем, однако, что рассматри-
ваемое нами статическое гауссово приближение может
оказаться достаточным для изучения качественного вли-
яния образования псевдощели на сверхпроводимость.

Спектр исходных (свободных) квазичастиц берется в
виде [6]

ξp = −2t(cos pxa + cos pya)−4t′ cos pxa cos pya−µ, (2)

где t — интеграл переноса между ближайшими соседя-
ми, а t′ — между вторыми ближайшими соседями на
квадратной решетке, a — параметр решетки, µ — хими-
ческий потенциал. Это выражение дает достаточно хо-
рошее приближение к результатам зонных расчетов для
реальных ВТСП-систем. Например, для YBa2Cu3O6+δ
имеем t = 0.25 eV, t′ = −0.45t [6]. Химический потенци-
ал µ фиксируется концентрацией носителей.

В пределе бесконечно большой корреляционной дли-
ны ξ →∞ модель рассеяния на флуктуациях ближнего
порядка рассматриваемого типа имеет точное реше-
ние [15]. При конечных ξ можно построить прибли-
женное решение [6,7], обобщающее одномерный подход,
предложенный в работе [16]. При этом удается (при-
ближенно) просуммировать весь диаграммный ряд для
одночастичной функции Грина электронов.

2. Уравнения Горькова
в сверхпроводнике с псевдощелью

Переходя к вопросу о сверхпроводимости в рассмат-
риваемой системе с развитыми флуктуациями ближнего
порядка, предположим, что сверхпроводящее спарива-
ние обусловлено потенциалом притяжения простейшего
(БКШ) вида

Vsc(p, p′) = −Ve(p) e(p′), (3)

где для e(p) принимаем

e(p)=

{
1 (s-спаривание),
cos(pxa)− cos(pya) (dx2−y2 -спаривание).

(4)

Константа притяжения V , как обычно, считается от-
личной от нуля в некотором слое шириной 2ωc в
окрестности уровня Ферми (ωc — характерная часто-
та квантов, обеспечивающая притяжение электронов).
В общем случае сверхпроводящая щель анизотропна
и имеет вид 1(p) = 1e(p). В дальнейшем, чтобы не
загромождать формулы, под щелью 1 будем понимать
именно 1(p), явно выписывая импульсную зависимость
только там, где это необходимо.
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Все последующее рассмотрение проводится в пред-
положении самоусредняемости энергетической щели
сверхпроводника по флуктуациям ближнего порядка,
что позволяет использовать стандартный подход теории
неупорядоченных сверхпроводников [17,18]. В условиях,
когда корреляционная длина ближнего порядка ξ � ξ0,
где ξ0 ∼ vF/10 — длина когерентности в теории БКШ
(т. е. когда флуктуации коррелируют на расстояниях
меньше характерного размера куперовских пар), пред-
положение о самоусредняемости 1 должно сохраняться,
нарушаясь только в области ξ > ξ0 [9–11].1

В сверхпроводящем состоянии теория возмущений
по взаимодействию с AFM-флуктуациями (1) должна
строиться на „свободных“ нормальных и аномальных
функциях Грина сверхпроводника

G00(εnp) = − i εn + ξp

ε2
n + ξ2

p + |1|2 ,

F+
00(εnp) =

1∗

ε2
n + ξ2

p + |1|2 , (5)

где εn = 2πT(n + 1/2).
Следуя работе [10], можно построить систему рекур-

рентных уравнений Горькова, учитывающих рассеяние
на флуктуациях ближнего порядка во всех порядках те-
ории возмущений. Вклад произвольной диаграммы N-го
порядка по взаимодействию (1) в полную нормальную
или аномальную функцию Грина имеет вид произведе-
ния N + 1 „свободных“ нормальных G0k j и аномальных
F+

0k j
функций Грина с определенным образом перенорми-

рованными частотами и щелями (см. далее). Здесь k j —
число линий взаимодействия, охватывающих данную j -ю
(от начала диаграммы) электронную линию. Как и в
нормальной фазе, вклад любой диаграммы определяется
набором целых чисел k j , а каждая диаграмма с пе-
ресечением линий взаимодействия оказывается равной
некоторой диаграмме того же порядка без пересечения
этих линий. Поэтому мы можем рассматривать лишь
диаграммы без пересечения линий взаимодействия, учи-
тывая вклад остальных диаграмм комбинаторными мно-
жителями s(k), которые приписываются линиям взаимо-
действия.

Комбинаторный множитель имеет вид

s(k) = k (6)

в рассматриваемом нами далее случае соизмеримых
флуктуаций с Q = (π/a, π/a) [16], если не учитывать
их спиновой структуры [6] (т. е. ограничиваться флук-
туациями CDW-типа). Если учесть спиновую структуру
взаимодействия в рамках модели „почти антиферромаг-
нитной“ Ферми-жидкости (спин-фермионная модель [6]),
то комбинаторика диаграмм становится более сложной.

1 Отсутствие самоусредняемости сверхпроводящей щели даже в
области ξ < ξ0, полученное в работе [11], связано, по-видимому, с спе-
цифическим характером модели ближнего порядка, использованной
в этой работе.

В частности, в этой модели существенно различаются
спиновые и зарядовые двухчастичные вершины. В ра-
боте [6] для спинового взаимодействия использовалась
изотропная модель Гейзенберга. Если в качестве мо-
дели этого взаимодействия принять модель Изинга,
то останутся лишь процессы рассеяния с сохранением
спина электрона, для которых справедлива соизмеримая
комбинаторика диаграмм (6) как для одночастичной
функции Грина, так и для спиновых и зарядовых вершин.
Поэтому в данной работе ограничимся рассмотрением
только случая соизмеримых (6) „изинговских“ спино-
вых флуктуаций (AFM, SDW) и соизмеримых зарядо-
вых флуктуаций (CDW). Подробности, относящиеся к
случаю несоизмеримых флуктуаций CDW-типа, можно
найти в [7,15,16].

Рассеяние на зарядовых флуктуациях нечувствительно
к спину электрона, и знак взаимодействия не зависит
от того, какую — зарядовую или спиновую (изменя-
ющую спин электрона) — вершину охватывает линия
взаимодействия. В случае же спиновых флуктуаций
линия взаимодействия с продольной компонентой спи-
на Sz, охватывающей спиновую вершину, изменяющую
направление спина, следует приписывать дополнитель-
ный множитель (−1) [6]. Это приводит к тому, что в
случае спиновых флуктуаций этот множитель необхо-
димо приписывать и взаимодействию, охватывающему
аномальные функции Грина.

В результате получаем диаграммный аналог уравне-
ний Горькова [19], приведенный на рис. 2, a. Здесь и
далее верхний знак относится к случаю зарядовых флук-
туаций, а нижний — к случаю спиновых. Соответственно
возникают два связанных рекуррентных уравнения для
нормальных и аномальных функций Грина

Gk = G0k + G0kG̃Gk −G0kF̃F+
k − F0kG̃∗F+

k − F0kF̃+Gk,

F+
k = F+

0k + F+
0kG̃Gk − F+

0kF̃F+
k + G∗0kG̃∗F+

k + G∗0kF̃+Gk,

(7)
где

G̃ = W2s(k + 1)Gk+1, F̃+ = ±W2s(k + 1)F+
k+1, (8)

G0k(εnp) = − i ε̃n + ξk

ε̃2
n + ξ2

k + |1̃|2
, F+

0k(εnp) =
1̃∗

ε̃2
n + ξ2

k + |1̃|2
.

(9)
Здесь

ξk =

{
ξp+Q при нечетных k,

ξp при четных k
(10)

и введены перенормированные частота ε̃ и щель 1̃,

ε̃n = ηk εn, 1̃ = ηk1k, ηk = 1 +
kvkκ√
ε2

n + |1k|2
, (11)

аналогичные тем, которые возникают при рассмотрении
сверхпроводников с примесями [19]. Здесь κ = ξ−1,

vk =

{
|vx(p + Q)|+ |vy(p + Q)| при нечетных k,

|vx(p)|+ |vy(p)| при четных k,
(12)
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где v(p) = ∂ξp/∂p — скорость свободной квазичастицы,
а неперенормированная щель имеет вид

1k =

{
1e(p + Q) при нечетных k,

1e(p) при четных k.
(13)

Из (7)–(11) легко получить систему рекуррентных
соотношений непосредственно для действительной и
мнимой частей нормальной функции Грина и для ано-
мальной функции Грина. Вводя обозначения

Im Gk = −εnJk, Re Gk = Rk, F+
k = 1∗k f k, (14)

получаем следующую систему рекуррентных уравнений
для Jk, Rk и f k :

Jk =
ηk + W2s(k + 1)Jk+1

dk
,

Rk = − ξk + W2s(k + 1)Rk+1

dk
,

f k =
ηk ±W2s(k + 1)(1∗k+1/1

∗
k) f k+1

dk
, (15)

где dk =ε2
n

(
ηk+W2s(k+1)Jk+1

)2+
(
ξk +W2s(k+1)Rk+1

)2

+ |1k|2
(
ηk ±W2s(k + 1)(1∗k+1/1

∗
k) f k+1

)2
.

Интересующие нас нормальная и аномальная функции
Грина сверхпроводника определяются через J0, R0 и f 0

Im G = −εnJ0, Re G = R0, F+ = 1∗e(p) f 0 (16)

и представляют собой полностью просуммированный
ряд теории возмущений по взаимодействию электрона
в сверхпроводнике с диэлектрическими флуктуациями
ближнего порядка.

Рассмотрим случай зарядовых флуктуаций. В случае
s-спаривания сверхпроводящая щель при перебросе на
вектор Q остается неизменной, т. е. e(p + Q) = e(p), так
же как в модели с плоскими участками на поверхности
Ферми, рассмотренной в работе [10]. Тогда оказывается,
что 1k+1 = 1k и рекуррентные соотношения для Jk

и f k полностью совпадают, так что Jk = f k . В слу-
чае dx2−y2 -спаривания сверхпроводящая щель при пере-
бросе на Q меняет знак (e(p + Q) = −e(p)), поэтому
1k+1 = −1k и рекуррентные соотношения для f k и Jk

различаются знаком перед вторым слагаемым.
Таким образом, изменение знака щели при перебросе

полностью эквивалентно смене знака перед вторым
слагаемым в рекуррентном уравнении для аномальной
функции Грина (последнее уравнение (15)), т. е. экви-
валентно переходу к случаю спиновых флуктуаций. По-
этому в случае спиновых флуктуаций виды спаривания
меняются местами. Случаю s-спаривания, когда щель
при перебросе неизменна, соответствуют рекуррентные
уравнения для Jk и f k, разливающиеся знаком, а в слу-
чае dx2−y2 -спаривания рекуррентные соотношения для
этих величин совпадают и Jk = f k .

Окончательно рекуррентное уравнение для аномаль-
ной функции Грина принимает вид

f k =
ηk ±W2s(k + 1) f k+1

dk
, (17)

где знак плюс соответствует случаю s-спаривания при
зарядовых (CDW) флуктуациях и dx2−y2 -спаривания при
спиновых (SDW), знак минус — случаю s-спаривания
при спиновых флуктуациях и dx2−y2 -спаривания при
зарядовых.

Такое же выделение двух классов (верхний и нижний
знаки (17)) качественно различных моделей влияния
псевдощели на сверхпроводимость возникает и при ана-
лизе сверхпроводящих свойств таких систем в окрест-
ности критической температуры (T ∼ Tc) на основе
построения разложения Гинзбурга–Ландау [12]. Вариант
рассеяния на спиновых флуктуациях и спаривания с
симметрией dx2−y2 -типа (соответствующий знаку плюс
в (17)), скорее всего, реализуется в высокотемператур-
ных сверхпроводниках на основе оксидов меди. Поэтому
в данной работе мы в основном остановимся на анализе
именного этого случая.

3. Сверхпроводник с примесями

При рассмотрении сверхпроводника с примесями в
псевдощелевом состоянии, считая беспорядок достаточ-
но слабым, ограничимся классом диаграмм, в которых
пунктирные линии рассеяния на примесях не пересека-
ются между собой и с волнистыми линиями рассеяния
на диэлектрических флуктуациях.2

Рассмотрим нормальную Ḡ00 и аномальную F̄00 функ-
ции Грина, определяемые диаграммным уравнением,
представленным на рис. 2, b, где под примесной линией
стоят полные, „одетые“ рассеянием на примесях и на
диэлектрических флуктуациях нормальная G и аномаль-
ная F функции Грина. В явной форме соответствующие
уравнения имеют вид

Ḡ00 = G00 + G00ḠḠ00 −G00F̄F̄+
00−F00Ḡ

∗F̄+
00−F00F̄

+Ḡ00,

F̄+
00 = F+

00 + F+
00ḠḠ00 − F+

00F̄F̄+
00 + G∗00Ḡ∗F̄+

00 + G∗00F̄+Ḡ00,

(18)
где

Ḡ = ρU2
∑

p

G, F̄+ = ρU2
∑

p

F+, (19)

ρ — концентрация примесей, U — их потенциал.
В отсутствие диэлектрических флуктуаций G = Ḡ00,

F = F̄00 и диаграммные уравнения на рис. 2, b и в (18)
переходят в обычные уравнения Горькова для сверхпро-
водников с примесями [19].

2 Это приближение фактически соответствует предположению о
самоусредняемости плотности состояний и сверхпроводящей щели в
случайном поле примесей и диэлектрических флуктуаций.
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Рис. 2. Диаграммное представление для рекуррентных уравнений Горькова (a) и уравнений для функции Грина Ḡ00, F̄00 (b).

Нормальные и аномальные функции Грина Ḡ00, F̄00,
определяемые уравнениями (18), имеют вид свободных
функций Грина (5) с перенормированной примесями
частотой и щелью3

Ḡ00 = − i ε̄n + ξp

ε̄2
n + ξ2

p + |1̄|2
, F̄+

00 =
1̄∗

ε̄2
n + ξ2

p + |1̄|2
, (20)

где
ε̄n = εn − ρU2

∑
p

Im G ≡ ηεεn,

1̄∗ = 1∗ + ρU2
∑

p

F+ ≡ η11
∗. (21)

Ренормирующие частоту и щель множители ηε и η1,
введенные в (21), зависят от рассеяния на диэлектриче-
ских флуктуациях, т. е. от W, однако эти множители не
зависят от импульса. Это позволяет построить теорию
возмущений по взаимодействию с диэлектрическими
флуктуациями на „одетых“ рассеянием на примесях
нормальной и аномальной функциях Грина Ḡ00, F̄00

аналогично тому, как это делалось на свободных функ-
циях Грина (5) в отсутствие примесей. Все результа-
ты, полученные в разделе 2 в отсутствие примесей,
воспроизводятся с учетом замены εn→ ηεεn, 1→ η11.
В результате система рекуррентных уравнений для Jk,
Rk и f k, определяемых (14), имеет такой же вид (15), как
и в отсутствие примесей. Необходимо лишь произвести
замену

ηk → ηεk =
(

1 +
kvkκ√

η2
ε ε

2
n + η2

1|1k|2

)
ηε (22)

3 Возникает также и перенормировка спектра ξ̄p = ξp + ρU2

×
∑

p
Re G, которая сводится к незначительной (как показывают чис-

ленные оценки) перенормировке химического потенциала и которой
мы в дальнейшем пренебрегаем.

в уравнении для мнимой части нормальной функции
Грина Jk и

ηk → η1k =
(

1 +
kvkκ√

η2
ε ε

2
n + η2

1|1k|2

)
η1 (23)

в уравнении для аномальной функции Грина f k . Инте-
ресующие нас нормальная и аномальная функции Грина
сверхпроводника снова определяются (16) через R0, J0

и f 0.
Рекуррентное уравнение для аномальной функции

Грина f k переписывается в виде (17) с учетом заме-
ны (23) в присутствии примесного рассеяния. Как уже
отмечалось выше, в данной работе мы ограничимся
анализом случаев, соответствующих знаку плюс в (17),
т. е. случаев s-спаривания и зарядовых флуктуаций и
d-спаривания и спиновых флуктуаций.

В случае s-спаривания и зарядовых флуктуаций
ηε = η1 и мы имеем

ηεk = η1k = ηε +
kvkκ√
ε2

n + |1k|2
, (24)

при этом, как и в отсутствие примесей, рекуррентные
уравнения для Jk и f k просто совпадают: Jk = f k .

В случае d-спаривания и спиновых флуктуаций вслед-
ствие анизотропии сверхпроводящей щели

∑
p F = 0

и η1 = 1; соответственно (22), (23) принимают вид

ηεk =
(

1 +
kvkκ√

η2
ε ε

2
n + 1k|2

)
ηε, η1k = 1 +

kvkκ√
η2
ε ε

2
n + |1k|2

.

(25)
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Ренормирующие коэффициенты ηε, η1 должны опреде-
ляться самосогласованно с рекурретной процедурой, так
что из (21) для этих коэффициентов получаем

ηε = 1 + ρU2
∑

p

J0, η1 = 1 + ρU2
∑

p

e(p) f 0. (26)

Такое самосогласование ренормирующих коэффици-
ентов и рекуррентной процедуры (15) приходится про-
водить для каждого значения мацубаровской частоты,
что сильно замедляет численный счет. Поэтому наряду
с описанной выше самосогласованной схемой учета
примесей и диэлектрических флуктуаций будем исполь-
зовать и более простое несамосогласованное прибли-
жение, в котором предполагается, что под примесными
линиями в диаграммных уравнениях на рис. 2, b стоят
свободные функции Грина G00 и F00.4 В этом прибли-
жении определение ренормирующих частоту и щель
коэффициентов не вызывает затруднения:

ηε = η1 = 1 +
γ0√

ε2
n + |1k|2

(s-спаривание),

ηε = 1 +
γ0√

ε2
n + |1k|2

, η1 = 1 (d-спаривание), (27)

где γ0 = πρU2N0(0) — частота рассеяния на примесях,
N0(0) — плотность состояний на поверхности Ферми в
отсутствие примесей и псевдощели.

4. Критическая температура
и температурная зависимость щели

Энергетическая щель сверхпроводника определяется
уравнением

1(p) = −T
∑

p′

∑
εn

Vsc(p, p′) F(εnp′). (28)

Аномальная функция Грина находится из (16) с по-
мощью рекуррентной процедуры (15). В результате с
учетом (4) уравнение (28) принимает вид

1 = VT
∑
|εn|<ωc

∑
p

f 0(εnp) e2(p). (29)

Уравнение для температуры сверхпроводящего пере-
хода Tc немедленно следует из (29) при 1→ 0

1 = VTc

∑
|εn|<ωc

∑
p

lim
1→0

f 0(εnp) e2(p). (30)

Переходя к численным расчетам, удобно задать мас-
штаб энергий (температур), характеризующий сверх-
проводящее состояние в нашей модели в отсутствие

4 Такое приближение и использовалось в работе [20] для анализа
влияния примесей на сверхпроводимость в предельно упрощенном
варианте модели псевдощелевого состояния с бесконечной корреля-
ционной длиной и поверхностью Ферми с полным „нестингом“.

псевдощелевых флуктуаций (W = 0). В этом случае
уравнение для соответствующей температуры сверхпро-
водящего перехода Tc0 имеет стандартный для теории
БКШ (в общем случае анизотропного спаривания) вид

1 =
2VT
π2

m̄∑
n=0

π∫
0

dpx

π∫
0

dpy
e2(p)
ξ2

p + ε2
n
, (31)

где m̄ = ωc/2πTc0 — безразмерный параметр обрезания
суммы по мацубаровским частотам. Все расчеты прово-
дились для типичного спектра квазичастиц в ВТСП (2)
с µ = −1.3t и t′/t = −0.4. Выбирая (достаточно произ-
вольно) ωc = 0.4t и Tc0 = 0.01t, можно легко подобрать
значение параметра спаривания V в (31), дающее такое
значение Tc0 для различных типов спаривания, перечис-
ленных в (4). Для s-спаривания получаем V/ta2 = 1, а
для dx2−y2 -спаривания имеем V/ta2 = 0.55 [12].

Типичные результаты численных расчетов температу-
ры сверхпроводящего перехода Tc для системы с псевдо-
щелью в отсутствие примесей, полученные с использо-

Рис. 3. Зависимость температуры сверхпроводящего перехода
от эффективной ширины псевдощели в случае d-спаривания
для κa = 0.2 и различных значений частоты рассеяния на
примесях. γ0/Tc0 = 0 (1), 0.18 (2), 0.64 (3). Сплошные линии —
самосогласованное решение, штриховые — несамосогласо-
ванное. На вставке — зависимость температуры сверхпро-
водящего перехода от эффективной ширины псевдощели для
s-спаривания и рассеяния на зарядовых (CDW) флуктуациях
(кривые s1 и s2) и для d-спаривания и рассеяния на спиновых
(AFM(SDW)) флуктуациях (кривые d1 и d2). Данные приве-
дены для значений обратной корреляционной длины κa = 0.2
(s1 и d1) и 0.5 (s2 и d2).
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Рис. 4. Зависимость температуры сверхпроводящего перехода
от частоты рассеяния на примесях в случае d-спаривания
для различных значений эффективной ширины псевдощели и
обратной корреляционной длины. W/Tc0 = 0 (1); W/Tc0 = 37,
κa = 0.5 (2); W/Tc0 = 37, κa = 0.2 (3). Сплошные линии —
самосогласованное решение, штриховые — несамосогласован-
ное. На вставке представлена зависимость отношения крити-
ческой частоты рассеяния на примесях к температуре сверх-
проводящего перехода от эффективной ширины псевдощели
для κa = 0.2 (1) и 0.5 (2). Пунктир — несамосогласованное
решение для κa = 0.2.

ванием описанных выше рекуррентных уравнений (15)
непосредственно из (30), представлены на вставке к
рис. 3. Псевдощелевые („диэлектрические“) флуктуации
приводят к существенному понижению температуры
сверхпроводящего перехода. При этом dx2−y2 -спаривание
подавляется заметно быстрее s-спаривания. В то же
время уменьшение корреляционной длины ξ (рост па-
раметра κ) псевдощелевых флуктуаций способствует
росту Tc . Эти результаты полностью совпадают с по-
лученными в той же модели псевдощелевого состояния
из анализа куперовской неустойчивости нормальной фа-
зы [12]. Качественно они аналогичны также полученным
ранее в модели „горячих участков“ [8,10]. Однако здесь
возникают и существенные отличия: в зависимости Tc от
ширины псевдощели W имеется характерная „полочка“
в области W < 10Tc0, а существенное подавление Tc

происходит на масштабе W ∼ 50Tc0.

На рис. 3, 4 приведены результаты расчетов темпера-
туры сверхпроводящего перехода в случае d-спаривания
с учетом рассеяния на немагнитных примесях, полу-

ченные из (30) с использованием рекуррентной про-
цедуры (15) как в случае самосогласованного с этой
процедурой расчета коэффициентов ηε , η1 (26) (сплош-
ные кривые), так и в случае несамосогласованного (27)
(штриховые кривые).

В присутствии примесного рассеяния диэлектриче-
ские флуктуации сильнее подавляют сверхпроводи-
мость, появляется критическое значение эффективной
ширины псевдощели, при котором температура сверх-
проводящего перехода Tc обращается в нуль (рис. 3).

Немагнитные примеси и в присутствии псевдощеле-
вых флуктуаций быстро подавляют сверхпроводимость
d-типа [20]. Зависимость температуры сверхпроводящего
перехода от частоты рассеяния на примесях (рис. 4)
оказывается достаточно близкой к стандартной кривой
Абрикосова–Горькова [21,22] в отсутствие псевдощели
(кривая 1). У увеличением псевдощели наблюдается
лишь незначительный рост критического значения ча-
стоты рассеяния (вставка на рис. 4) от стандартного
значения теории Абрикосова–Горькова γ0c/Tc = π/2γ
в отсутствие псевдощели до значений γ0c/Tc ≈ 1−1.1
вблизи критического значения ширины псевдощели, при
котором сверхпроводимость полностью подавляется.

В случае s-спаривания рассеяние на немагнитных
примесях слабо влияет на сверхпроводимость (вставка
на рис. 5). Незначительное подавление Tc при γ0 ∼ t
(рис. 5) связано в основном с общим падением плот-

Рис. 5. Зависимость температуры сверхпроводящего перехода
от частоты рассеяния на примесях в случае s-спаривания
для различных значений эффективной ширины псевдощели.
W/Tc0 = 0 (1); W/Tc0 = 37, κa = 0.2 (2). Сплошные линии —
самосогласованное решение, штриховые — несамосогласо-
ванное.
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Рис. 6. Температурная зависимость сверхпроводящей щели
в случае d-спаривания для κa = 0.2 и различных значений
эффективной ширины псевдощели и частоты рассеяния на при-
месях. W/Tc0 = 0, γ0/Tc0 = 0 (1); W/Tc0 = 0, γ0/Tc0 = 0.18 (2);
W/Tc0 = 37, γ0/Tc0 = 0 (3); W/Tc0 = 37, γ0/Tc0 = 0.18 (4).

ности состояний, которое вызывается уширением зоны
под действием такого сильного рассеяния на примесях.

На рис. 6 приведены температурные зависимости
сверхпроводящей щели d-типа, полученные из (29) с
использованием рекуррентной процедуры. Качественно
эти зависимости аналогичны получаемой в теории БКШ
(кривая 1 на рис. 6). Однако есть и отличие; в част-
ности, в присутствии примесного рассеяния с частотой,
соответствующей кривым 2 и 4 на рис. 6 (γ0 = 0.18Tc0),
с ростом ширины псевдощели W от нуля до кри-
тического значения, при котором сверхпроводимость
полностью подавляется, наблюдается двукратный рост
отношения 21(T = 0)/Tc . В случае сверхпроводимости
s-типа 21(T = 0)/Tc практически не зависит ни от часто-
ты рассеяния на примесях, ни от ширины псевдощели.

Следует отметить, что все приведенные результа-
ты, касающиеся сверхпроводящей щели, справедливы
в предположении самоусредняемости сверхпроводящего
параметра порядка (щели) по AFM-флуктуациям (сред-
неполевое приближение [9]), что верно при не слишком
больших значениях корреляционной длины ξ < ξ0, где
ξ0 — длина когерентности сверхпроводника (размер
куперовских пар при T = 0). При ξ � ξ0 возникают
существенные эффекты несамоусредняемости, проявля-
ющиеся в возникновении характерных „хвостов“ тем-

пературной зависимости усредненной щели в области
Tc < T < Tc0 [9,11].

Важнейшим вопросом при описании псевдощелевого
состояния реальных ВТСП-систем является поведение
физических характеристик при изменении концентрации
носителей. В нашей модели зависимость от концентра-
ции должна выражаться через соответствующую зависи-
мость эффективной ширины псевдощели W и корреля-
ционной длины ξ . К сожалению, такие зависимости из
эксперимента определяются лишь косвенным образом и
известны не очень хорошо [1,2]. Существенной может
оказаться и аналогичная зависимость величины Tc0, о
которой вообще ничего не известно. В очень грубом
приближении можно утверждать, что корреляционная
длина ξ в довольно широкой области концентраций
меняется не очень сильно, тогда как ширина псевдо-
щели W линейно уменьшается с ростом концентрации
носителей от величин порядка 103K вблизи области
диэлектрической фазы до величин порядка температуры
сверхпроводящего перехода при приближении к уров-
ню оптимального допирования, обращаясь в нуль при
несколько бо́льших концентрациях носителей (см. рис. 6
в обзоре [2], основанный на рис. 4 из [3], где приведена
подборка соответствующих данных для системы YBCO).
Пользуясь такой зависимостью, можно без труда пере-
считать приведенные выше зависимости от W в соот-
ветствующие зависимости от концентрации носителей.
В предельно упрощенном варианте нашей модели с бес-
конечной корреляционной длиной и поверхностью Фер-
ми с полным „нестингом“ в предположении линейной
зависимости от концентрации и для величины Tc0 такое
рассмотрение было проведено в недавней работе [20].
При этом качественно удалось полностью воспроизве-
сти типичный вид фазовой диаграммы ВТСП-купратов.
В то же время очевидная грубость модели и отсутствие
надежных экспериментальных сведений о концентраци-
онных зависимостях W, ξ и Tc0 не позволяют слишком
серьезно относиться к попыткам „усовершенствования“
этих качественных выводов.

Авторы признательны М.В. Садовскому за многочис-
ленные обсуждения и помощь в работе.
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