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Вычислены колебательные спектры UO2 и PuO2 в феноменологической модели жестких ионов, однофонон-

ные и взвешенные тепловыми числами заполнения двухфононные плотности частот. За счет различия масс

металла и кислорода на порядок величины акустические ветви обусловлены в основном колебаниями метал-

ла, оптические — кислорода. Это позволяет представить спектры в двух зонах Бриллюэна (ЗБ) — кристалла

и подрешетки кислорода, при этом число оптических ветвей уменьшается вдвое. Двухфононные плотности

состояний представляют собой два широких структурированных пика. Температурные зависимости верхнего

пика показывают тепловое уширение фононных линий L01 и L02 в верхней части оптических ветвей. Нижний

пик отвечает за тепловое уширение двух самых нижних оптических (T02, T01) и акустических (LA, TA)
ветвей.
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1. Введение

Физические свойства диоксидов урана UO2 и плу-

тония PuO2, являющихся тепловыделяющими элемен-

тами (ТВЭЛ) ядерных реакторов, исследуются уже

достаточно длительное время в широком интервале

температур [1]. В частности, значительное внимание

уделяется исследованиям динамики кристаллической ре-

шетки как экспериментальными [2–8], так и теорети-

ческими [2,9–14] методами. Уже в ранней работе [2]
колебательные спектры монокристаллов UO2 исследо-

вались методом когерентного однофононного рассеяния

медленных нейтронов. Там же вычислены фононные

спектры в моделях жестких и поляризуемых ионов,

некоторые термодинамические функции и факторы

Дебая−Уоллера. Отмечается, что модель жестких ионов

достаточно хорошо описывает основные особенности

фононных спектров; подобные модели и до настоящего

времени используются как для вычисления колебатель-

ных спектров, так и для моделирования термического и

барического поведения некоторых ТВЭЛ методами мо-

лекулярной динамики [15–18]. В цитированных работах

отмечалось наличие аномалий в температурном пове-

дении коэффициента теплового расширения, теплоем-

кости, проводимости при T ∼ 2000K, что объяснялось

ангармоническими эффектами, образованием кислород-

ных антифренкелевских дефектов и их возможными

взаимодействиями с поляронами. Указывалось также на

различную роль подрешеток металла и кислорода в

этих явлениях и некоторое сходство в поведении ряда

физических параметров MeO2 с аналогичными в супери-

онных кристаллах MeF2 щелочно-земельных фторидов с

решеткой флюорита.

В работе [19] развит метод исследования особенно-

стей фононных спектров кристаллов, составленных из

подрешеток различного типа Браве. Установлены меха-

низмы формирования фононных спектров, в частности,

возникновение квазивырождений за счет свертывания

спектров подрешеток, рассмотрены ситуации, когда фо-

нонный спектр какой-либо из подрешеток оказывается

близким к оптическим ветвям полного фононного спек-

тра. Оксиды металлов — актинидов MeO2, кристалли-

зующиеся в решетку флюорита и состоящие из атомов

с существенно различающимися массами, представляют

собой естественный объект для применения к ним

метода подрешеток. В [13,14] расчет фононных спектров

кристаллов MeO2 выполнен в модели Борна−Майера в

приближении
”
замороженных“ подрешеток, вычислены

также некоторые термодинамические функции, факторы

Дебая−Уоллера в зависимости от температуры.

Выше ∼ 1200K для MeO2 ясно наблюдается откло-

нение ряда термодинамических величин от квазигар-

монического поведения. Это отклонение обусловлено

ангармоническими эффектами, нелинейным поведением

решеточных констант, разупорядочением подрешетки

кислорода. Так, например, для UO2 методами молеку-

лярной динамики оценено, что в температурном интер-

вале между 1000K и 1500K достаточно существенным

оказывается ангармонический вклад в термодинамиче-

ские величины, в то время как выше 1500K основ-

ной вклад дают антифренкелевские дефекты кислоро-

да [7]. При вычислении интегральных интенсивностей

нейтронной дифракции на монокристаллах UO2 и ThO2

в предположении гармонической модели структурных

факторов в работах [20–22] наблюдалась систематиче-

ская разница между наблюдаемыми и вычисленными
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интенсивностями рефлексов, которая устранялась пу-

тем введения дополнительного параметра ангармонич-

ности в температурные факторы кислорода. Ангармо-

нические поправки учитывались также при вычислении

теплоемкости UO2 [23], объяснении аномалий факторов

Дебая−Уоллера в NpO2 [24], температурной зависи-

мости ширины линий комбинационного рассеяния в

CeO2 [25].

В настоящей работе представлены результаты вы-

числений однофононных и двухфононных плотностей

частот UO2 и PuO2 на основе феноменологической моде-

ли колебательных спектров [13,14]. Анализируются осо-

бенности спектров, температурные уширения фононных

частот, обусловленные ангармоническими эффектами.

2. Метод расчета

В расчетах использовалась модель жестких ионов

с потенциалом межионного взаимодействия Борна−
Майера−Хаггинса. Kак показано в [13,14], эта модель

достаточно хорошо описывает фононные спектры мно-

гих кристаллов MeF2 и MeO2 с решеткой флюорита, в

этих работах приведены оптимальные феноменологиче-

ские параметры межионных потенциалов. При вычисле-

нии однофононных полных и парциальных плотностей

состояний интегрирование и интерполирование по зоне

Бриллюэна производилось по методу тетраэдров [26].

Смещение и уширение фононных линий, обусловлен-

ные ангармонизмом, могут быть определены из реаль-

ной и мнимой частей фононной собственной энергии

соответственно. Выделяют три процесса, дающие вклад

в собственную энергию, согласно основному порядку

теории возмущений [27]: а) двухфононные процессы,

б) тепловые флуктуации, в) тепловое расширение, при

этом все три процесса вкладывают в смещение линии,

но только процесс а) вкладывает в ширину линии [27,28].
Функция затухания Ŵλ0(ω) фонона с квантовым числом

λ0 ≡ n(g0, j0) (g0 — волновой вектор и j0 — номер

ветви) и частотой ω пропорциональна [28]

Ŵλ0(ω) ∼ 6λ1λ2 |8(λ0, λ1, λ2)|
2[(1 + n1+ n2)δ(ω1+ ω2− ω)

+ (n2 − n1)δ(ω1 − ω2 − ω)] (1)

для ω > 0, где 8(λ0, λ1, λ2) — ангармоническая констан-

та третьего порядка и n1 = n(g1, j1) — число заполнения

для моды ω1 = n(g1, j1). Первое слагаемое в квадратных

скобках (1) описывает аннигиляцию фонона с квантовым

числом λ0 с последующим рождением двух фононов λ1
и λ2 (или наоборот) — так называемые суммарные

процессы; второе слагаемое описывает аннигиляцию

фонона λ0 совместно с другим λ2 и рождение третьего λ1
(или наоборот) — разностные процессы.

В работах [29,30] принято приближение независимо-

сти 8(λ0, λ1, λ2) от квантовых чисел λ0, λ1, λ2, и тогда

Ŵλ0(ω) пропорциональна двухфононной плотности со-

стояний, взвешенной тепловыми числами заполнения

Dg0(ω) = 6λ1λ26Gδ(g0, g1 + g2 + G)

× [(1+n1 +n2)δ(ω1 +ω2−ω)+(n2−n1)δ(ω1−ω2−ω)],
(2)

где G — вектор обратной решетки. В этом приближении

в [29] вычислены константы затухания фононов для

CaF2, SrF2, BaF2 в центре ЗБ и в [30] для CaF2 в

центре ЗБ и в точке X , показано качественное согласие

расчетов с экспериментом.

Методы вычислений многофононных плотностей со-

стояний обсуждались в ряде работ (см., например, [31] и
литературу в этой статье). Нами разработан программ-

ный комплекс на основе формулы (2), выполнены тесто-

вые расчеты для кристалла CaF2, которые качественно и

количественно согласуются с полученными в [30].

3. Фононный спектр. Однофононная
плотность состояний

В элементарной ячейке флюорита содержится три ча-

стицы — один атом металла и два атома кислорода. Со-

ответственно динамическая матрица {Dαβ(νµ)|K} имеет

размерность 9× 9 и может быть записана в виде блоков

трехмерных матриц D(νµ), каждый из которых отвечает

определенному типу атомов или взаимодействию между

ними

D̂(K) =

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

D(11) D(12) D(13)

D(21) D(22) D(23)

D(31) D(32) D(33)

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

∥

, (3)

где блок D(11) отвечает атомам металла, двумерный

блок — атомам кислорода; блоки D(12), D(13), D(21),
D(31) — взаимодействию металла и кислорода. Двумер-

ный блок представляет собой динамическую матрицу

простой кубической решетки, составленную атомами

кислорода с удвоенной элементарной ячейкой. При этом

в точке L зоны Бриллюэна кристалла D(22) = D(33),
D(23) = D(32) = 0. Таким образом, если отдельно диа-

гонализовать двумерный блок, то мы получим фонон-

ный спектр подрешетки кислорода, не взаимодейству-

ющей с подрешеткой металла, и в этом спектре будет

иметь место вырождение фононных ветвей в точке L,
обусловленное

”
свертыванием“ ветвей из ЗБ кислорода

в ЗБ кристалла.

Отдельная диагонализация блоков металла и блока

кислорода отвечает модели
”
замороженной“ подрешет-

ки, в которой D(12) = D(13), D(21) = D(31) = 0.
”
За-

мораживание“ не означает полного исключения вза-

имодействия подрешеток, взаимодействие между ни-

ми входит через силовые матрицы 8
( h
µµ

)

в диаго-

нальных элементах динамической матрицы. Фактиче-

ски при
”
замораживании“ подрешеток взаимодействие
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металл−кислород учитывается в первом порядке тео-

рии возмущений, второй порядок учитывается при

”
размораживании“ и учете недиагональных элементов

D(12), D(13), D(21), D(31) = 0.

Вычисления в модели
”
замороженных“ подреше-

ток [13,14] показали, что фононный спектр подрешетки

кислорода оказывается очень близким к оптическим вет-

вям полного фононного спектра, в то время как спектр

подрешетки металла располагается в области макси-

мумов плотности состояний акустических ветвей. Этот

результат показывает, что физически более оправданной

является модель
”
замораживания“ тяжелых химических

элементов, входящих в структуру кристалла. Заметим,

что в фононных спектрах подрешеток отсутствуют

акустические ветви, поскольку условия их реализации

выполняются для полной динамической матрицы, а не

ее отдельных блоков.

На рис. 1. представлены полная однофононная кри-

сталлическая плотность состояний (широкая серая ли-

ния), парциальные однофононные плотности состояний

подрешеток (жирная черная сплошная — Me; черными
точками — О). Парциальные плотности вычислены

без применения модели
”
замороженных“ подрешеток

с использованием полной динамической матрицы. Как

видно из рисунка, парциальные плотности практически

совпадают с полной, так что широкая серая линия

оказывается перекрытой жирной черной сплошной в

области акустических ветвей и черными точками в

Рис. 1. Полные кристаллические фононные плотности состо-

яний (широкие серые линии), парциальные плотности подре-

шеток (жирные черные сплошные — Me; черные точки — O)
для UO2 (a) и PuO2 (b).

Рис. 2. ЗБ кристаллической решетки (1) и подрешетки

кислорода (2) для кристаллов со структурой флюорита.

области оптических. Слабо различимый вклад колеба-

ний кислородной подрешетки имеется в акустической

области и столь же малозаметный вклад колебаний

металла — в оптической. Отметим, что плотность состо-

яний оптических колебаний полностью воспроизводит

плотность состояний кислородной подрешетки в модели

”
замороженной“ подрешетки металла [13,14], в то время

как для металла
”
замороженная“ модель приводит к

двухпиковой (как на рис. 1) плотности состояний, однако

интенсивности и положения пиков отличаются.

Анализ векторов поляризации показывает, что аку-

стические ветви в точке Ŵ ЗБ определяются на ∼ 90%

колебаниями атомов металла и на ∼ 10% — кислорода,

однако, по мере движения волнового вектора к границам

ЗБ, вклад в колебания атомов кислорода быстро убывает

и на границах ЗБ оказывается ≤ 0.1%. Та же самая

закономерность наблюдается и для оптических ветвей,

только роль атомов металла и кислорода меняется.

Такая уникальная особенность колебательных спектров

обусловлена различием на порядок масс атомов ме-

талла и кислорода. В этих условиях целесообразно

размещать акустические ветви колебательных спектров

в ЗБ кристалла и оптические ветви в ЗБ подрешетки

кислорода. Эти ЗБ с обозначенными симметричными

точками представлены на рис. 2.

На рис. 3 слева для UO2 и PuO2 представлен фрагмент

фононного спектра на линии Ŵ−L ЗБ кристалла с

решеткой флюорита. Спектр содержит 9 ветвей с учетом

вырождения поперечных акустических и оптических ча-

стот, поскольку в элементарной ячейке флюорита содер-

жится три частицы. Шесть оптических ветвей, с высокой

степенью точности определяемые колебаниями атомов

кислорода, представляют собой ветви оптических ко-
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Рис. 3. Фононные спектры UO2 (a, b) и PuO2 (c, d) в ЗБ кристалла (a, с), подрешетки кислорода (b, d).

лебаний простой кубической подрешетки кислорода,

”
свернутые“ в ЗБ кристалла. Справа для UO2 и PuO2

на рис. 3 представлены фрагменты фононных спектров,

где оптические ветви
”
развернуты“ из ЗБ кристалла в

ЗБ кислородной подрешетки. Здесь имеется только три

оптических ветви, как должно быть для простой решет-

ки Браве. Подобное представление фононных спектров

упрощает правила отбора для различных физических

процессов с участием фононов. Конечно, эти правила

отбора будут приближенными, с погрешностью порядка

вклада в оптические ветви колебаний металла.

Обращает на себя внимание сильная дисперсия фо-

нонных ветвей в оптической части фононного спектра

кристаллов. Отсюда широкая разрешенная полоса оп-

тических колебаний, что не характерно для кристаллов

с сильно различающимися массами анионов и катионов

(в a. u.: U — 238, Pu — 239, O — 16). В таких случаях

обычно оптические и акустические фононы разделены

широкой запрещенной полосой и в спектрах оптических

фононов наблюдается слабая дисперсия. Причина силь-

ной дисперсии оптических ветвей может быть объяснена

большим кулоновским взаимодействием между атомами

кислорода в соответствующей подрешетке. Уширение

полосы оптических фононов приводит к тому, что

численные значения частот в верхней части спектра

существенно отличаются от значений в нижней части —

появляются так называемые низкоэнергетические опти-

ческие фононы (НОФ). Эти фононы играют особую роль

в суперионной проводимости, как это отмечалось в ряде

работ [32–34]. НОФ имеют большие значения коэффи-

циентов затухания вблизи температуры суперионного

перехода, в работах [33,34] отмечается, что само появ-

ление НОФ определяется спецификой кристаллической

структуры, в частности наличием высокосимметричных

подрешеток или
”
генетической“ высокосимметричной

структуры.

4. Двухфононная плотность состояний

Вопрос о температурном интервале, в котором суще-

ственным оказывается ангармонизм, исследовался уже в

ранних работах [20–23]. При вычислении интегральных

интенсивностей нейтронной дифракции на монокристал-

лах UO2 и PuO2 [20] заметный ангармонизм колебаний

атомов кислорода наблюдался при T ∼ 1000◦C, что

привело к необходимости введения дополнительного

параметра ангармоничности в температурные факторы

кислорода при вычислении интенсивности рефлексов.

Средние координаты кислорода при этом оказались

равными 1
4

+ δ, 1
4

+ δ, 1
4

+ δ, δ = 0.016 (в единицах по-

стоянной решетки). В [21] эти результаты были пере-

смотрены на основе теоретических расчетов амплитуд

колебаний кислорода в UO2 в модели жестких ионов,

обращено внимание на асимметрию колебаний. В [22]
в структурные факторы нейтронной дифракции UO2

введен параметр ангармонизма третьего порядка, хоро-

шее согласие с экспериментом обеспечено при значении

β0 = −9.4× 10−12 erg ·�A
−3

. Близкая к этому значению

величина β0 = −7.3 eV ·�A
−3

использовалась в [33], что-
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бы обеспечить согласие теоретически вычисленной теп-

лоемкости с экспериментальной в интервале температур

выше 1273K. В экспериментах по рентгеновской и

нейтронной дифракции на монокристаллах UO2 [7] в

температурном интервале выше 1200K отмечены суще-

ственные отклонения от квазигармонического поведения

ряда тепловых характеристик — теплоемкости, теплово-

го расширения и др. С дальнейшим повышением темпе-

ратуры начинается разупорядочение кислородной под-

решетки. Эти закономерности позже были подтвержде-

ны теоретическими расчетами методами молекулярной

динамики [15–18]. В частности, для UO2 и PuO2 показа-

но [15], что разупорядочение кислородной подрешетки

существенно уже при 1500K, при 2000K достаточно

высока концентрация антифренкелевских дефектов.

На рис. 4, 5 представлены двухфононные плотности

состояний (2) UO2 и PuO2 соответственно при T = 0,

300, 1000K, при этом для UO2 (рис. 4) суммарные и

разностные процессы приведены к единой шкале, а для

PuO2 (рис. 5) эти процессы разнесены и даны в разных

масштабах, с тем чтобы на одном из примеров четче

показать структуру разностных процессов. В принятом

приближении функция затухания Ŵλ0(ω0) ∼ Dg0(ω0) за-

висит от фононной ветви через частоту ω0 и уста-

навливается точками пересечения вертикальных линий

(значения частот в Ŵ и X) с функциями двухфононных

плотностей на рис. 4 и 5.

В [9] выполнен теоретический расчет фононных спек-

тров UO2 и PuO2 с использованием методов функ-

ционала плотности и линейного отклика. Отмечается,

что имеет место высокий ангармонизм оптических ча-

стот. Особо выделяется наинизшая оптическая мода

(НОФ), которая имеет большую групповую скорость

в направлении (001) и смягчается при приближении

к границе ЗБ в точке X . Такая же закономерность

имеется и в наших расчетах. Экспериментальные ис-

следования ширин линий комбинационного рассеяния в

CeO2 [25], температурных и барических зависимостей

характеристик оптически активных частот в CaF2, SrF2,

BaF2 [29], исследование температурной зависимости

фононного спектра CaF2 в интервале от 300−1000◦C

методами неупругого рассеяния нейтронов [30] показа-

ли существенную зависимость частот и времен жизни

оптических фононов от температуры в суперионных

кристаллических соединениях MeO2 и MeF2 с решеткой

флюорита.

В работе [30] обсуждение экспериментальных дан-

ных для CaF2 проводилось на основе вычисленной

по формуле (2) двухфононной плотности состояний,

которая использовалась нами в качестве тестовой при

разработке программного комплекса. Отметим, что как

однофононная, так и двухфононная плотности состояний

CaF2 существенно отличаются от вычисленных нами

соответствующих плотностей состояния UO2 и PuO2.

Дело в том, что массы ионов в CaF2 отличаются лишь

вдвое (a. u.: Ca — 40, F — 19), а не на порядок,

как в UO2 и PuO2. Поэтому имеет место сильное

Рис. 4. Двухфононные плотности состояний UO2 для точек Ŵ,

X ЗБ в едином масштабе.

Рис. 5. Двухфононные плотности состояний PuO2 для точек Ŵ

и X ЗБ с различными масштабами для суммарных и разност-

ных процессов.
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перемешивание акустических и оптических ветвей в

области 150−300 cm−1, акустические ветви располага-

ются в достаточно широкой области 0−300 cm−1. В UO2

и PuO2 полоса акустических ветвей расположена в

более узкой области (0−180 cm−1), как это видно из

рис. 1, и между акустическими и оптическими ветвями

имеется запрещенная полоса. Описанные особенности

однофононных плотностей состояний определяют струк-

туру двухфононных. В CaF2 двухфононная плотность

состояний представляет собой один широкий структури-

рованный пик, в то время как в UO2 и PuO2 выделяются

два структурированных пика (рис. 4, 5).

Несмотря на обилие работ по ангармоническим эф-

фектам в кристаллах MeO2 и MeF2 систематические

количественные данные по ширинам фононных линий

имеются для ограниченного числа соединений, поэто-

му из полученных результатов можно сделать только

некоторые качественные выводы. Рассмотрение начнем

с точки Ŵ. Как это видно из рис. 4, 5, оптические моды

(T02+L02) и L01 оказываются в области широкого пика

двухфононной плотности состояний, мода T0 попадает в

область минимума между двумя пиками. В соответствии

с этим температурные ширины этих мод должны возрас-

тать с увеличением частоты. Подобная закономерность

наблюдалась и для CaF2 [30] как в эксперименте, так и

в теоретических расчетах двухфононной плотности ча-

стот. Температурная зависимость ширины рамановской

частоты, как это следует из графиков на рис. 4, 5,

оказывается близкой к линейной, качественно подобной

той, которая наблюдается для кристалла CeO2 [25].

В точке X две верхние частоты L01 и L02 оказывают-

ся в области широкого пика двухфононной плотности

состояний, что должно обеспечить их существенное

тепловое уширение. Нижние оптические частоты T01

и T02, а также акустические LA и TA группируют-

ся в окрестности низшего пика двухфононной плот-

ности состояний, который имеет достаточно резкие

структуры. Обсуждать конкретное расположение частот

относительно резких структур не имеет смысла по

двум причинам: а) результаты существенно зависят от

положения частот и, следовательно, от погрешностей

их вычислений; б) при самосогласованных расчетах

фонон-фононного взаимодействия произойдет уширение

и сглаживание резких структур плотностей состояний.

Поэтому в данном случае можно говорить лишь об

ожидаемом существенном ангармоническом уширении

акустических и нижних оптических фононных линий за

счет трехфононных процессов.

5. Заключение

Фононные спектры UO2 и PuO2 за счет различия масс

металла и кислорода на порядок величины обладают

уникальной особенностью — акустические ветви прак-

тически полностью обусловлены колебаниями металла,

оптические — кислорода. Это позволяет представить

фононные спектры в ЗБ соответствующих подрешеток,

перестроив их из ЗБ кристалла. Подрешетка металла

совпадает с решеткой кристаллографической группы

кристалла, поэтому акустические ветви не перестраи-

ваются. Подрешетка кислорода является простой куби-

ческой с объемом многогранника Дирихле−Вороного

(МДВ), вдвое меньшим МДВ кристаллической решетки,

соответственно объем ее ЗБ вдвое больше объема ЗБ

кристалла. Оптические фононные ветви в ЗБ кристал-

ла представляют собой свернутые в эту ЗБ оптиче-

ские ветви простой кубической решетки, так что в

ЗБ кристалла имеется 6 оптических ветвей, а в ЗБ

кислородной подрешетки — 3. Двухфононные плотности

состояний сформированы двумя широкими структури-

рованными пиками. Температурные зависимости верх-

них пиков показывают тепловое уширение фононных

линий L01 и L02 в верхней части оптических ветвей.

Нижний пик отвечает за тепловое уширение двух самых

нижних оптических T02, T01 (НОФ) и акустических LA

и TA ветвей.

Авторы признательны А.Н. Седельникову за помощь

при проведении вычислений.
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