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Впервые с помощью линейного анализа на морфологическую устойчивость и принципа максимума
производства энтропии рассчитана полная морфологическая диаграмма для неравновесно растущего из
раствора шарообразного зародыша при квадратичной зависимости локальной скорости роста от пересы-
щения. Проведено сравнение результатов с полученными ранее данными по росту сферической частицы при
линейной зависимости скорости роста от пыресыщения.

1. Введение

Вопросы, связанные с морфологической устойчиво-
стью и явлением сосуществования различных кристал-
лических форм при неравновесной кристаллизации, от-
носятся к числу важных как с теоретической, так и
с технологической точки зрения [1–3]. Одной из инте-
ресных задач, возникших в последнее время, является
разработка метода, с помощью которого можно было бы
рассчитывать и предсказывать вид полной морфологиче-
ской фазовой диаграммы (с границами метастабильных и
лабильных областей). В работах [4,5] для решения этой
задачи предложено использовать принцип максималь-
ности производства энтропии совместно с линейным
анализом на морфологическую устойчивость. Основной
идеей этих работ является то, что использование прин-
ципа максимума производства энтропии [6–8] приводит
к нахождению не спинодали (точки неустойчивости по
отношению к бесконечно малым возмущениям), а бино-
дали неравновесного морфологического перехода (точки
неустойчивости по отношению к малым, но конечным
возмущениям).

С помощью данного подхода ранее была рассмотре-
на наиболее простая задача о росте сферического и
цилиндрического кристалла в предположении бесконеч-
но быстрых кинетических процессов на поверхности
(диффузионный режим) [4,5]. В последующих работах
этот подход был распространен на кристаллизующиеся
системы с произвольной кинетикой поверхностных про-
цессов при линейной зависимости локальной скороcти
роста от пересыщения для сферической [9] и цилин-
дрической геометрии [10,11]. Обнаружено, что режим
роста кристалла оказывает существенное влияние на вид
морфологической диаграммы; в частности, при росте
сферической частицы в кинетическом и промежуточном
режиме число фаз, существующих при одних и тех же
условиях кристаллизации, может быть неограниченно
большим, тогда как при диффузионном режиме оно
оказывается ограниченным только двумя.

Однако помимо линейной зависимости скорости роста
от пересыщения достаточно распространенным случаем
при кристаллизации является также квадратичная за-
висимость (например, при дислокационном механизме
роста при небольших пересыщениях) [12,13]. Поэтому
отдельное исследование морфологической устойчивости
в этом случае представляется достаточно важным и
интересным.

Цель настоящей работы — рассмотрение задачи мор-
фологического отбора при неравновесном изотропном
росте шарообразного кристалла с произвольной ско-
ростью кинетических процессов на границе кристалл–
раствор при квадратичной зависимости локальной ско-
рости роста от пересыщения.

Работа состоит из трех частей. В первой рассмотрен
классический линейный анализ на морфологическую
устойчивость, который, однако, ранее не проводился для
рассматриваемой задачи роста кристалла из раствора.
Во второй и третьей частях с использованием полу-
ченных в первой части результатов впервые проведен
расчет производства энтропии при кристаллизации и
построены морфологические фазовые диаграммы нерав-
новесного роста кристалла.

2. Линейный анализ
на морфологическую устойчивость

Линейный анализ на морфологическую устойчивость
при квадратичной зависимости скорости роста от пе-
ресыщения был выполнен ранее лишь в случае роста
сферической частицы из расплава [14]. В случае роста
слабо искаженной сферической частицы из раствора
решение задачи имеет математические особенности,
поэтому кратко приведем его далее.

Рассматривается рост сферической частицы из рас-
твора. Считается, что свободная поверхностная энер-
гия и кинетический коэффициент изотропны. Перенос
вещества описывается с помощью уравнения Лапласа,
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Рис. 1. Разница между радиусами спинодалей 1RS/R∗ (сплош-
ная линия) и бинодалей 1Rb/R∗ (штриховая линия) в зависи-
мости от параметра α2. Разница рассчитана между радиусами,
найденными в случае квадратичной и линейной зависимостей
скорости роста от пересыщения. l = 2.

т. е. считается, что движущие силы малы [15]∣∣∣∣C∞ −Cint

C −Cint

∣∣∣∣ ≤ ∣∣∣∣C∞ −C0

C−C0

∣∣∣∣� 1, (1)

где C — плотность кристалла; C∞,Cint,C0 — кон-
центрации растворенного вещества вдали от кристалла,
у поверхности произвольного типа и равновесная кон-
центрация вблизи плоской границы соответственно.

Предполагается, что произвольное малое искажение
сферы можно разложить в ряд по сферическим гар-
моникам, и рассматривается поведение единственной
сферической гармоники Ylm.

Концентрация в растворе c(r, ϕ, θ) удовлетворяет сле-
дующим граничным условиям:

c(∞) = C∞, (2)

V ≡ Ṙ + δ̇Ylm =
D
C
∂c
∂r

∣∣∣∣
ρ

= β2
(Cint −Cint eq)2

C
, (3)

где ρ = R(t) + δ(t)Ylm(ϕ, θ) — уравнение поверхности
возмущенной сферы, R — радиус невозмущенной ча-
стицы, δ — амплитуда возмущения, V — локаль-
ная скорость роста, Ṙ≡ dR/dt, δ̇ ≡ dδ/dt, ϕ и θ —
сферические координаты, D — коэффициент диффу-
зии, β2 — кинетический коэффициент кристаллизации,
Cint eq = C0(1 + 0K) — равновесная концентрация рас-
творенного вещества вблизи поверхности произвольного
типа (в линейном порядке теории возмущений равна
C0
(
1 + 20/R + (l − 1)(l + 2)0δYlm(ϕ, θ)/R2

)
[15]), 0 —

капиллярная длина, пропорциональная поверхностному
натяжению, K — кривизна поверхности, Cint ≡ c|ρ .

Граничное условие (3) записано в предположении, что
концентрация растворенного вещества пренебрежимо
мала по сравнению с плотностью кристалла; данное
предположение значительно упрощает решение задачи,
при этом оно хорошо выполняется для многих реальных
кристаллизующихся из растворов систем.

Решение сформулированной выше задачи приводит к
следующему результату:

c(r, 2, ϕ) = C∞ −
R
r

(C∞ −C0)

×
(

1− R∗

R

(
1 +

χα2

2

))
− Rl

r l+1

(C∞ −C0)δYlm

1 + l+1
χ

×
[(

1− R∗

R

(
1 +

χα2

2

))(
1 +

2
χ

)
− 1

2
R∗

R
(l − 1)(l + 2)

]
,

(4)
где введены безразмерные параметры

α2 =
D
β2

1
R∗(C∞ −C0)

,

χ = −1 +

√
1 +

4
α2

R
R∗

(
1− R∗

R

)
,

R∗ = 20/1 — критический зародыш новой фазы [15],
1 = (C∞ −C0)/C0 — относительное пересыщение.

Из (3) и (4) можно получить

Ṙ =
D

CR
(C∞ −C0)

(
1− R∗

R

(
1 +

α2χ

2

))
, (5)

δ̇ =
D
C

(C∞ −C0)δ

R2
(

l+1
χ

+ 1
)

× (l − 1)
[

1− R∗

R

(
1 +

χα2

2
+

(l + 1)(l + 2)
2

)]
. (6)

Приравнивая δ̇ нулю, видим, что, как следует из вы-
ражения (6), возмущение будет возрастать, если радиус
кристалла будет больше критического размера

RS =
[( (l + 1)(l + 2)

2
+ 1
)

+

√
α2

(l + 1)(l + 2)
2

]
R∗. (7)

Выражение (7) с учетом метода определения является
уравнением спинодали (точки потери устойчивости от-
носительно возмущений формы с бесконечно малой ам-
плитудой) морфологического перехода: устойчивый (ша-
рообразный) рост–неустойчивый („дендритоподобный“,
„скелетный“) рост.

На рис. 1 показано различие между критическим
размером RS и радиусом спинодали в случае линейной
кинетики присоединения, найденным в работе [9]. Как
видно, нелинейность в (3) приводит к увеличению ра-
диуса потери устойчивости RS. Такое поведение может
быть объяснено тем, что при относительно небольших
пересыщениях (как раз здесь и рассматриваемых) значе-
ние скорости роста в случае ее линейной зависимости
от пересыщения будет больше, чем при квадратичной.
Поскольку локальная скорость роста является основным
дестабилизирующим фактором, ответственным за поте-
рю морфологической устойчивости [14,15], при рассмат-
риваемой квадратичной зависимости кристалл может
дольше оставаться устойчивым.
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3. Термодинамический анализ
на морфологическую устойчивость

Применим термодинамический подход к анализу
сформулированной выше задачи.

Локальное производство энтропии элемента объема
r 2d�dr , непосредственно примыкающего к границе кри-
сталла ρ и ограниченного телесным углом d�, запишет-
ся в виде [5,9]

6 ∼ C2V2

CintD
r 2drd�. (8)

Найдем разность (16) между производствами энтро-
пии в случаях роста возмущенного и невозмущенного
сферического кристалла. С использованием (8) выраже-
ние для 16 может быть записано в виде

16 ∼ C2

D

{
V2ρ2

Cint
− Ṙ2R2

CR

}
drd�

=
C2RṘ
CRD

{
2Ylm(Rδ̇ + Ṙδ)− RṘ

(
1− CR

Cint

)}
drd�, (9)

где CR — концентрация раствора вблизи
шарообразной частицы, исходя из (4) равная
C0 + (C∞ −C0)(1 + 0.5α2χ)R∗/R.

Подставив (5), (6) в (9), получим

16 ∼ (l + 1)χ
(l + 1 + χ)

[
1− R∗

R

(
1 +

χα2

2
+

(l + 1)(l + 2)
2

)]

+
[

1− R∗

R

(
1+

χα2

2

)]
−

(l −1)χ1
[
1− R∗

R

(
1+ χα2

2

)]
4(l +1+χ)

[
1+ 1R∗

R

(
1+ χα2

2

)]
×
{

l + 2 +
2
χ

( R
R∗
− 1− χα2

2

)}
. (10)

Численный анализ соотношения (10) показал, что
функция 16 в области определения [R∗,RS] является
возрастающей и пересекает нуль при размере сфериче-
ского кристалла, равном Rb. Таким образом, при раз-
мере кристалла, большем Rb, локальное производство
энтропии вблизи возмущенной поверхности оказывается
больше производства энтропии вблизи невозмущенной
поверхности кристалла. Следуя работам [4,5,9–11], дан-
ную точку будем считать бинодалью изучаемого морфо-
логического перехода.

График зависимости Rb от параметра α2 приведен на
рис. 2. Он построен с помощью численного решения
уравнения 16 = 0 в пакете MathCAD. Из рис. 2 следует,
что с ростом α2 радиус бинодали Rb изменяется в
относительно небольшом диапазоне, и это изменение
наиболее значительно для α2 вблизи 1.

В приближении 1� 1 можно пренебречь третьим
слагаемым в выражении (10); тогда на интервале воз-
можного изменения радиуса шара [R∗,RS] значение Rb

Рис. 2. График зависимости Rb (в единицах R∗) от пара-
метра α2. Сплошная линия — численное решение уравнения
16 = 0, где 16 определена в (10). Штриховая линия построена
с использованием аналитического выражения для радиуса
бинодали (11). Графики построены для 1 = 0.02, l = 2.

удается найти явно

Rb = R∗
{

1 +
l − 1
8l 2

[
4l(l + 1)(l + 2)− α2(l + 1)

+
√
α2

2(l + 1)2 + 8α2l(l 2 − 1)(l + 2)
]}

. (11)

Из рис. 2 видно, что приближение (11) позволяет
описать точное численное решение уравнения 16 = 0
для малых пересыщений с хорошей точностью. Дей-
ствительно, для 1 ≤ 0.1 отличие Rb, определенного
выражением (11), от численного решения уравнения
16 = 0 составляет не более 4%, причем наибольшее
расхождение наблюдается для больших номеров возму-
щающих гармоник при диффузионном режиме роста.

Необходимо отметить (рис. 1), что, как и в случае по-
тери устойчивости по отношению к бесконечно малому
возмущению, нелинейность в кинетике присоединения
приводит к увеличению радиуса бинодали (в расчете
использованы результаты [9]).

В приближении бесконечно быстрой поверхностной
кинетики (α2 → 0) уравнение (11) преобразуется к виду

Rb diff = (2l)−1R∗[l 3 + 2l 2 + l − 2].

Данный радиус бинодали Rb diff совпадает с получен-
ным ранее в работе [5].

При кинетическом режиме роста (α2 →∞) радиус
бинодали Rb выходит на асимптотическое значение Rb kin

Rb kin = R∗(l 2 + l − 1).

4. Морфологические диаграммы
неравновесно растущего
сферического кристалла

Полученные уравнения для спинодали (7) и для бино-
дали (11) можно использовать для построения полных
морфологических диаграмм (см., например, рис. 3). Вид-
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Рис. 3. Зависимость радиусов бинодали и спинодали в едини-
цах R∗ от параметра α2 для различных l . Штриховые линии —
бинодали, сплошные линии — спинодали.

Рис. 4. Зависимости радиусов RS, Rb и RI от параметра α2.
Радиус RS — сплошная линия, Rb — штриховая линия,
RI — пунктирная линия. Графики построены для l = 2.

но, что в диффузионной области (α2 < 0.1) метастабиль-
ные области, соответствующие различным гармоникам,
не пересекаются. В переходной области (0.1 < α2 < 1)
бинодаль гармоники (l + 1) и спинодаль гармоники l
пересекаются, в результате чего метастабильные обла-
сти соседних гармоник перекрываются. При дальнейшем
увеличении α2 возможно перекрытие трех и более мета-
стабильных областей. Как следствие в промежуточном
и кинетическом режиме в случае роста шара возможны
одновременное существование и развитие из шарового
зародыша большого числа кристаллов разной формы —
морфологических фаз (так, например, для α2 = 150 воз-
можно сосуществование шести морфологических фаз, а
для α2 = 1000 — девяти).

Исследуем, как изменяется масса кристалла вблизи
морфологического перехода сферическая частица−час-
тица с развивающимися возмущениями. Для этого рас-
смотрим разность между приростом массы кристалла
(или, другими словами, потоком вещества, поступа-
ющим из раствора к кристаллической поверхности)
в возмущенном (dN/dt)p и невозмущенном (dN/dt)n

случаях. Как и в предыдущем случае, данное изменение
будем рассчитывать за единицу времени для элемента
объема r 2d�dr вблизи кристаллической поверхности.

В результате получим

(dN/dt)p− (dN/dt)n

= (CVρ2 −CṘR2)drd� ∼ (2Ṙδ + Rδ̇)Ylmdrd�

∼ (l − 1)χ
( R

R∗
− 1− α2χ

2
− (l + 1)(l + 2)

2

)
+ 2(l + 1 + χ)

( R
R∗
− 1− α2χ

2

)
. (12)

Данная разность является возрастающей функцией
радиуса кристалла R и обращается в нуль в точке

RI = 0.5R∗l(l + 1). (13)

Интересно отметить, что в отличие от случая, рас-
смотренного в [9], RI не зависит от режима роста и
является функцией только возмущающей гармоники.

График зависимостей радиусов RS,Rb и RI от α2

приведен на рис. 4. Из него видно, что при любом
режиме роста размер, начиная с которого кристалл с
возмущенной поверхностью увеличивает массу с боль-
шей скоростью, чем с возмущенной, всегда меньше ради-
уса бинодали. Как следствие в точке морфологического

Рис. 5. Зависимости скорости наращивания массы dN/dt
от пересыщения 1 вблизи точки морфологического перехода.
l = 2.
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Рис. 6. Зависимости скорости наращивания массы dN/dt от
размера кристалла R вблизи точки морфологического перехо-
да. l = 2.

перехода, расположенной в зависимости от амплитуды
возмущения в интервале от Rb до RS, скорость нара-
щивания массы кристалла может лишь скачкообразно
увеличиваться.

На рис. 5 и 6 приведены некоторые примеры зави-
симостей скорости наращивания массы от размера кри-
сталла и пересыщения вблизи точки морфологического
перехода (точки биодали), построенные с использова-
нием формул (11) и (12) при фиксированной величине
амплитуды δ . Используя такого рода диаграммы, можно
сделать вывод как о поведении величины скачка измене-
ния скорости роста кристалла при изменении основных
параметров раствора, так и о месте самого перехода.
Прямое сравнение (даже качественное) этих зависимо-
стей с подобными зависимостями, полученными в [9]
для линейной кинетики присоединения, затруднено тем,
что безразмерные параметры, характеризующие режим
роста, различаются. Параметр α, использованный в ра-
боте [9], связан с α2 как α = α2β2(C∞ −C0)/β, где β —
кинетический коэффициент кристаллизации, введенный

в [9] и имеющий иную размерность по сравнению с β2.
Используя приведенную выше связь, можно сравнивать
поведение зависимостей типа зависимостей, представ-
ленных на рис. 5 и 6. На рис. 7 и 8 приведены
величины скачков изменения массы в точке бинодали
при линейной и квадратичной поверхностной кинетике в
случае, если безразмерный коэффициент β2(C∞ −C0)/β
равен 1 (при построении рис. 1 было использовано то
же значение). Видно, что величина скачков при морфо-
логическом переходе существенно зависит от механизма
присоединения на поверхности.

Рис. 7. Зависимость величины скачка скорости наращивания
массы (dN/dt)p − (dN/dt)n от параметра α2 при морфологиче-
ском переходе в точке Rb для квадратичной (сплошная линия)
и линейной (штриховая линия) зависимостей скорости роста
от пересыщения.

Рис. 8. Зависимость величины скачка скорости наращивания
массы (dN/dt)p − (dN/dt)n от номера возмущающей гармони-
ки l при морфологическом переходе в точке Rb для квадра-
тичной (1) и линейной (2) зависимостей скорости роста от
пересыщения.
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Таким образом, по результатам настоящей работы
можно сделать вывод, что нелинейность (квадратич-
ность) зависимости локальной скорости роста кристалла
от пересыщения приводит к значительным количествен-
ным поправкам к результатам линейного случая — как
для точки (радиуса) морфологического перехода, так и
для значения скачков в скорости роста кристалла.
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