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Определение фазово-полевой мобильности чистого никеля

по данным молекулярной динамики
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Получена температурная зависимость мобильности движения границы при направленном затвердевании

чистого никеля в рамках локально-неравновесной фазово-полевой модели с помощью оптимизации по резуль-

татам моделирования плоской границы методом молекулярной динамики. Термодинамические вычисления

движущих сил и процесса тепловыделения при затвердевании основаны на реальных потенциалах Гиббса

для никеля.
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Впервые понятие диффузной границы в описании меж-

фазных явлений появилось еще в работах Ван-дер-Ва-

альса, Ландау и Кана. Современным развитием этих

подходов в процессах затвердевания является метод

фазового поля [1] — эффективный способ описания

эволюции микроструктур при фазовых переходах. Од-

нако имеющиеся результаты моделирования процессов

направленного затвердевания расплава никеля с помо-

щью молекулярной динамики и на основе фазового

поля противоречат друг другу [2]. Действительно, при
направленном затвердевании чистого никеля молекуляр-

ная динамика демонстрирует нелинейную зависимость

скорости V движения фронта затвердевания от величи-

ны температуры Tg на фронте. Расчеты по фазовому

полю в той же задаче [2] приводят к линейной за-

висимости V (Tg). Причины существенных расхождений

результатов, на наш взгляд, состоят в использовании

феноменологических моделей фазового поля, не поз-

воляющих адекватно учесть как неравновесность про-

цессов [3], так и влияние температурных зависимостей

потенциалов Гиббса [4]. Термодинамически согласован-

ная модель затвердевания чистых веществ на осно-

ве локально-неравновесной термодинамики получена в

работе [5]. Цель настоящей работы — показать, что

при аккуратном выборе кинетического коэффициента

мобильности межфазной границы для модели [5] метод
фазового поля полностью воспроизводит кинетическую

кривую V (Tg) для направленного затвердевания распла-

ва чистого никеля.

Уравнения неизотермической локально-неравновес-

ной модели затвердевания чистых веществ [5] имеют

вид



















τϕϕ̈ + ϕ̇ = Mϕ

(

σ∇2ϕ −
Tm
T [W g ′(ϕ) + 1Gp′(ϕ)]

)

,

C pṪ + ∇J = −
(

W g ′(ϕ) + 1U p′(ϕ)
)

ϕ̇,

τT
∂
∂t J + J = −κ∇T,

(1)

где 1G, 1U — разности объемных плотностей Гибб-

са и внутренних энергий для твердой и жидкой фаз.

Кроме того, в уравнениях (1) использованы следующие

обозначения: T — температура, ϕ — фазовое поле,

g(ϕ) = ϕ2(1− ϕ)2 и p(ϕ) = ϕ2(3− 2ϕ) — модельные

функции, τϕ и τT — характерные времена релакса-

ции скорости изменения фазового поля и теплово-

го потока, J — тепловой поток, Tm — температура

равновесия фаз, κ — коэффициент теплопроводности,

C p — теплоемкость при постоянном давлении, Mϕ —

мобильность движения границы (мобильность фазового

поля). Локальная неравновесность модели связана с

наличием ненулевых времен релаксации. Коэффициен-

ты σ и W выражаются через коэффициент поверх-

ностного натяжения χ и ширину диффузной границы δ

как

σ = 6χδ и W =
12χ

δ
. (2)

Граничные условия на межфазной поверхности сле-

дуют из предела резкой границы [5]. Предел резкой

границы подразумевает существование малого пара-

метра δ = δ/L, где L — размер области, в кото-

рой происходит фазовый переход. Уравнения, полу-

ченные в нулевом порядке по δ, определяют про-

фили фазового поля ϕ0(ξ) и температуры T0(ξ) по

координате ξ внутри диффузной границы и имеют

вид







ϕ′′

0 =
2MϕσTm

Mϕσ−τϕV 2
1
T0

g ′(ϕ0),

T ′

0 = τTV 2

k−τTV 2C p

(

12χ
δ

g ′(ϕ0) + 1U p′(ϕ0)
)

ϕ′

0.
(3)

Условие разрешимости уравнений (3) сводится к урав-

нению на скорость движения фронта V и может быть
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Теплофизические параметры для фазово-полевого моделирования направленного затвердевания расплава чистого никеля [3]

Параметр Обозначение [размерность] Значение

Температура плавления Tm, [K] 1728

Ширина диффузной границы δ, [m] 1.127 · 10−9

Время релаксации скорости изменения
τϕ ,[s] 10−12

фазового поля

Время релаксации потока диффузии τT , [s] 10−14

Молярный объем νm, [m3/mol] 7.48 · 10−6

Cредний магнитный момент на атом β0 0.52

Критическая температура Tc , [K] 633

Коэффициент теплопроводности κ, [m2/s] 1.2 · 10−5

Коэффициент поверхностного натяжения χ, [J/m2] 0.326

представлено как

f =

∞
∫

−∞

Mϕσ

Mϕσ − τϕV 2

Tm

T0

1

6χ
1Gp′(ϕ0)ϕ

′

0dξ

−V

∞
∫

−∞

ϕ′2
0

Mϕσ − τϕV 2
dξ − τTV 3

×

∞
∫

−∞

[

ϕ′

0

(k − τTV 2C p)2

(

12χ

δ
g + 1U p′

)

×

ξ
∫

−∞

(12χg + δ1U p′)

(k − τTV 2C p)

ϕ′

0

δ
dξ ′
]

dξ = 0. (4)

Система (3), (4) совместно определяет движе-

ние фронта при направленном затвердевании распла-

ва чистых веществ. Потенциалы Гиббса для твердой

(FCC_A1) и жидкой фаз никеля вычислялись по рабо-

те [4]. Теплофизические параметры модели для никеля

взяты из работы [6] и приведены в таблице.

Мобильность движения границы Mϕ(T ) не измеряется
непосредственно в экспериментах. Для ее определения

требуется знание кинетики процесса V (Tg). Чтобы не

усложнять расчеты учетом переохлаждения на фрон-

те из-за кривизны дендритов, ограничимся кинетикой,

полученной для направленного затвердевания методом

молекулярной динамики.

Используя данные работы [2], представим мобиль-

ность движения границы в виде Mϕ = M0 exp(−E0/T ).
При заданных значениях M0, E0 система уравнений (3),
(4) может быть решена методом простой итерации. Для

этого уравнение фазового поля запишем в виде парабо-

лического уравнения с формальным
”
итерационным вре-

менем“ t, а уравнение для температуры проинтегрируем

непосредственно















ϕ̇0 = ϕ′′

0 −
2MϕσTm

Mϕσ−τϕV 2
1
T0

g ′(ϕ0),

T0 = T∞ +
∞
∫

ξ

(

τTV 2

k−τTV 2C p

(

12χ
δ

g ′(ϕ0) + 1U p′

)

ϕ′

0

)

dξ.

(5)
Граничные и начальные условия на фазовое поле выбе-

рем в виде

ϕ0(−∞) = 1, ϕ0(+∞) = 0,

ϕ0(−ξ) =
1

2

(

1− tanh(ξ)
)

,

а граничное условие для температурного поля как

T0(+∞) = Tg .

Решение задачи искалось численно на конечном интер-

вале, величина которого определялась условием обраще-

ния производных функций в нуль на границах. На каж-

дом временном шаге итерационного времени интеграл
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Рис. 1. Характерные профили скорости и температуры вблизи

диффузной границы при Tg = 1000K.
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Рис. 2. Поверхность целевой функции.

1000 17501250 1500

V
,
m

/s

0

50

200

100

150

Tg, K

MD [2]
= 335.6 m /J, = 2241.19 KM E0

3
0

M E0
3

0= 86.5 m /J, = 0 K

Рис. 3. Сравнение результатов моделирования по методу

молекулярной динамики из работы [2] (точки) со скоростями,

рассчитанными по пределу резкой границы работы [5], с уче-

том зависимости мобильности фазового поля от температуры

(сплошная линия) и без учета зависимости от температуры

(штриховая линия).

для температуры в выражении (6) вычислялся методом

трапеций по известным решениям ϕ0(ξ) и T0(ξ). Ско-
рость V выражалась из линейной части уравнения (4),
в результате чего для скорости получалась итераци-

онная схема вида V (n+1) = V (n) + f (V (n), T (n), ϕ(n)), где

V (n), T (n), ϕ(n) — значения функций на n-ом шаге ите-

рации. В качестве начального приближения V (0) исполь-

зовалась скорость при τϕ = 0 и τT = 0. Цикл вычисле-

ний повторялся до установления скорости. Характерные

профили фазового поля и температуры вблизи границы

представлены на рис. 1, откуда видно, что влияние нерав-

новесности на температуру приводит к ее изменению на

величину порядка сотых долей градуса, что связано с

малостью времени релаксации по температуре.

Для определения параметров мобильности M0, E0

использовался метод наименьших квадратов с целевой

функцией, построенной по значениям скорости дви-

жения фронта при затвердевании никеля в направле-

нии (100) [2]. Поверхность целевой функции иссле-

довалась численно с помощью пошагового перебора

переменных M0, E0 и представлена на рис. 2. Из

этого рисунка видно, что целевая функция является

унимодальной, поэтому для уточнения точки экстремума

использовался метод Нелдера−Мида [7]. В результате

численной оптимизации было получено следующее вы-

ражение для температурной зависимости мобильности

фазового поля:

Mϕ(T ) = 335.6e−2241.19/T m3/J. (6)

Соответствие между скоростями затвердевания для

моделирования по методу молекулярной динамики и

скоростями, рассчитанными по модели [5] c учетом

зависимости (6), представлено на рис. 3. Сравнение

соответствующих зависимостей позволяет говорить о

хорошем совпадении результатов двух подходов и устра-

няет имеющееся противоречие. Вывод о влиянии тем-

пературной зависимости мобильности движения фронта

на зависимость скорости фронта от переохлаждения

можно получить из графика скорости при Mϕ = const

на рис. 3. В этом случае график является выпуклым

книзу и совпадает с данными молекулярной динамики

только при малых переохлаждениях. Такое поведение

показывает отличие и преимущества модели фазового

поля [5] от модели, использованной в работе [2].

Работа выполнена по грантам РФФИ №13-02-01149A

и 14-29-10282офи_м.
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