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Представлены результаты математического моделирования мультипольной электронно-оптической систе-

мы. Электроды системы представляют собой четное число одинаковых частей одного кругового цилиндра

бесконечной длины, разрезанного параллельно образующей цилиндра. Для нахождения распределения

потенциала граничная задача для уравнения Лапласа решено методом разделения переменных в полярных

координатах. Все геометрические размеры системы и число электродов являются параметрами задачи.
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Введение

Электростатические мультипольные линзы широко

используются в различных современных электронно-

вакуумных приборах формирования и транспортировки

пучков заряженных частиц в ускорительной технике,

электронной микроскопии, например, растровых элек-

тронных микроскопах, масс-спектрометрах, для коррек-

тировки сферической и хроматической аберрации объек-

тива, для фокусировки или ускорения пучков заряжен-

ных частиц с малым значением первеанса [1–4].

Электростатические квадрупольные линзы часто пред-

почтительнее магнитных при фокусировки пучков заря-

женных частиц средних энергий. Кроме того, данный

вид линз используется для работы с ионными пучками,

так как оптическая сила электростатической линзы не

зависит от массы заряженной частицы, в отличии от

магнитной. В зависимости от назначения прибора могут
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использоваться как одиночные линзы, так и системы

корректирующих линз [5].

В последнее время значительный прогресс в высоко-

точном производстве и компьютерном управлении тех-

нологий производства электронно-оптических приборов

привел к созданию квадрупольно-октупольных систем

линз. Гексапольный корректор широко используется

для сканирующего туннельного электронного микроско-

па [6–8].

Для расчета дипольных, квадрупольных, секступоль-

ных, октупольных электростатических полей проводятся

как экспериментальные исследования [9], так и теорети-

ческие [10,11].

В настоящей работе моделируется электростатическая

мультипольная линза, состоящая из 2n электродов с

одинаковыми геометрическими параметрами, каждый из

которых представляет собой часть кругового цилиндра

бесконечной длины, и симметрично расположенных от-

носительно n плоскостей симметрии, пересекающихся

по оси данного цилиндра радиуса R1. На электродах

задан постоянный, одинаковый по модулю потенциал U0,

чередующийся по знаку на соседних электродах. В ка-

честве примера мультипольной линзы на рис. 1. пред-

ставлено сечение октупольной системы в плоскости,

перпендикулярной оси цилиндра.

Математическая модель

В силу того, что 2n электродов мультипольной линзы

представляют собой четное число одинаковых частей

одного кругового цилиндра бесконечной длины, раз-

резанного параллельно образующей, с чередующимися

по знаку потенциалами на соседних электродах, данная

система имеет n плоскостей симметриии n плоскостей

антисимметрии.

Для вычисления распределения электростатическо-

го потенциала используется метод разделения пере-

менных [12–14]. Зададим полярные координаты (r, α)
на плоскости так, чтобы поле, создаваемое данной
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мультипольной системой электродов, было симметрич-

но относительно аксиальных плоскостей α = (πk)/n и

антисимметрично относительно аксиальных плоскостей

α = π/2n + (πk)/n, k ∈ Z. Не ограничивая общность

задачи, зададим внешнюю границу рассматриваемой об-

ласти r = R2 c нулевым потенциалом. Таким образом,

достаточно рассмотреть сектор 0 ≤ α ≤ α2, 0 ≤ r ≤ R2,

α2 = π/2n (рис. 2).

Параметры системы: R1 — радиус цилиндра, задающе-

го электроды системы, R2 — радиус внешней границы

системы, (R1, α1) — координата края электрода, 2n —

число электродов, U0 — потенциал электрода.

Функция распределения электростатического потен-

циала U(r, α) удовлетворяет уравнению Лапласа с гра-

ничными условиями

1

r
∂

∂r

(

r
∂U
∂r

)

+
1

r2
∂2U
∂α2

= 0, (1)

U(R1, α) = U0, 0 ≤ α ≤ α1, (2)

U(R2, α) = 0, 0 ≤ α ≤ α2, (3)

U(r, α2) = 0, 0 ≤ r ≤ R2, (4)

∂U
∂α

∣

∣

∣

α=0
= 0, 0 ≤ r ≤ R2, (5)

где α = α2 = π/2n — плоскость антисимметрии.

Решение задачи

Для решения граничной задачи (1)−(5) разобьем всю

внутреннюю область системы (0 ≤ r ≤ R2, 0 ≤ α ≤ α2)
на четыре области:

1 — (0 ≤ α ≤ α1, 0 ≤ r ≤ R1);

2 — (α1 ≤ α ≤ α2, 0 ≤ r ≤ R1);

3 — (0 ≤ α ≤ α1, R1 ≤ r ≤ R2);

4 — (α1 ≤ α ≤ α2, R1 ≤ r ≤ R2).

Распределение потенциала U(r, α) = Ui(r, α)
(i = 1, 4) для каждой из указанных областей можно

представить в виде:

в первой области

U1(r, α) =

∞
∑

n=0

an

(

r
R1

)µn

cos(µnα)

+

∞
∫

0

b(λ)
ch(λα)

ch(λα1)
sin

(

λ ln
r

R1

)

dλ, (6)

во второй области

U2(r, α) =

∞
∑

k=1

ck

(

r
R1

)νk

sin
(

νk(α2 − α)
)

+

∞
∫

0

b(λ)
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(
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)

sh
(
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) sin

(

λ ln
r
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)

dλ, (7)

в третьей области

U3(r, α) =

∞
∑

n=0

an

(

r
R2

)µn

−
(

R2

r

)µn

(
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(
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+

∞
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m=1
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sin

(

βm ln
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, (8)

в четвертой области

U4(r, α) =

∞
∑

n=0

ck

(

r
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)νk

−
(

R2

r

)νk

(

R1
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−
(
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(
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)

, (9)

где

µn =
π(2n + 1)

2α1

, νk =
πk

α2 − α1

, βm =
πm

ln R1

R2

(10)

— собственные значения,

a0 = U0

2

π
, an = U0

(−1)n4

π(2n + 1)
(n ≥ 1) (11)

— коэффициенты разложения в ряд функции Фурье,

задаваемой граничным условием (2). Распределение

электростатического потенциала в виде (6)−(9) удо-

влетворяет уравнению Лапласа (1) и заданным гранич-

ным значениям (2)−(5). Непрерывность распределения

потенциала на границах раздела областей 1−2, 2−4,

3−4 тождественно удовлетворяется из разложений по

собственным функциям (6)−(9).
Условия непрерывности нормальной составляющей

вектора электрического поля на границе раздела обла-

стей 1−2, 2−4, 3−4 имеют вид

∂U1

∂α

∣

∣

∣

α=α1

=
∂U2

∂α

∣

∣

∣

α=α1

, 0 ≤ r ≤ R1, (12)

Журнал технической физики, 2017, том 87, вып. 5



774 Е.М. Виноградова, Н.В. Егоров, А.В. Старикова, М.И. Вараюнь

∂U2
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∣

∣

∣
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=
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∣

∣
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, α1 ≤ α ≤ α2, (13)
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∣

∣

∣
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=
∂U4

∂α

∣

∣

∣

α=α1

, R1 ≤ r ≤ R2, (14)

Выполнение условий (12)−(14) приводит к следую-

щей системе уравнений относительно неизвестных на-

боров коэффициентов b(λ), ck , dm, входящих в функции

распределения потенциала (6)−(9):

b(λ)[th λα1 + cth λ(α2−α1)] +
2

π

∞
∑

k=1

ck(−1)k νk

λ2 + ν2
k

=
2

π

∞
∑

n=0

an(−1)n µn

λ2 + µ2
n
, (15)

∞
∫

0

b(λ)(−1)k λ

ν2
k + λ2

dλ − ck
α2 − α1

1− (R1/R2)2νk

+

∞
∑

m=1

dm(−1)m+1 βm

ν2
k + β2

m

= 0, (16)

∞
∑

k=1

ck(−1)k νk

β2
m + ν2

k

+ dm(−1)m+1[th βmα1

+ cth βm(α2 − α1)] ln
√

R2/R1 =

∞
∑

n=0

an(−1)n µn

β2
m + µ2

k

.

(17)

Решение системы уравнений (15)−(17) определяет

значения неизвестных коэффициентов в разложении

функций распределения потенциала (6)−(9) во всей

области исследуемой системы.
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Результаты численных расчетов

В случае, если α1 = α2 = π/2n, решение граничной

задачи (1)−(5) значительно упрощается, так как вся

внутренняя область системы представляет собой об-

ласть 1 — (0 ≤ α ≤ α1; 0 ≤ r ≤ R1). Распределение

электростатического потенциала имеет вид

U1(r, α) =

∞
∑

n=0

an

(

r
R1

)µn

cos(µnα), (18)

где µn и an вычисляются по формулам (10), (11)
соответственно.
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При расчете распределения электростатического по-

тенциала по формуле (18) использовались следующие

параметры в безразмерных величинах: R1 = 1, U0 = 100.

На рис. 3 представлены эквипотенциальные линии

распределения потенциала во всей области квадруполь-

ной системы при n = 2.

На рис. 4 представлены эквипотенциальные линии

распределения потенциала во всей области секступоль-

ной системы при n = 3.

На рис. 5 представлены эквипотенциальные линии

распределения потенциала во всей области октупольной

системы при n = 4.

На рис. 6 представлены эквипотенциальные линии

распределения потенциала во всей области додекаполь-

ной системы при n = 6.

Заключение

В настоящей работе найдено распределение потенци-

ала во всей области электростатической мультипольной

системы, состоящей из произвольного четного числа

электродов с одинаковыми геометрическими парамет-

рами, каждый из которых представляет собой часть

кругового цилиндра бесконечной длины.

Для решения граничной задачи (1)−(5) использовался
метод разделения переменных в полярных координа-

тах. Для случая α1 6= α2 распределение электростати-

ческого потенциала представлено в виде разложений

по собственным функциям (6)−(11), а определение

неизвестных коэффициентов в разложениях потенциала

сведено к решению системы алгебраических уравнений

(15)−(17). Для случая α1 = α2 = π/2n аналитическое

решение граничной задачи имеет явный вид — (10),
(11), (18) и в соответствии с полученными формулами

представлены эквипотенциальные линии распределения

потенциала для четырех мультипольных систем (квадру-
польной, секступольной, октупольной, додекапольной).
Все геометрические размеры системы и значения по-

тенциалов на электродах представляют собой параметры

задачи.
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