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В рамках термодинамики фазовых равновесий с учетом поверхностных явлений получены новые

соотношения в интегральной форме для бинарных систем в случае, когда одна из фаз диспергирована

(до наноразмеров) внутри другой (матрицы). Полученные соотношения использованы для построения

размернозависимой фазовой диаграммы состояния в бинарной системе Mo−Ru, содержащей твердые

наночастицы с ОЦК- и ГПУ-структурами и жидкую фазу в условии равновесия. При проведении

расчетов последовательно учтены размерные зависимости характеристик чистых компонентов и параметра

межчастичного взаимодействия в фазах. Для макроскопического случая результаты расчета согласуются с

экспериментальными данными.
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1. Введение

Искривление поверхности, находящейся между сосу-

ществующими фазами, влияет на основные параметры

термодинамического равновесия в системе по сравне-

нию со случаем равновесия плоского слоя с окружа-

ющими фазами [1]. За последнее время актуальность

приобрели вопросы влияния искривления поверхности

на характеристики самих фаз, сосуществующих в рав-

новесных условиях. Особое внимание при этом привле-

кают ситуации, когда речь идет о размерах кривизны в

наноразмерном диапазоне. Такой интерес, в частности,

связан с эффектами по влиянию нановыделений (нано-
преципитатов) на важнейшие эксплутационные характе-

ристики промышленно значимых сплавов, в том числе

на жаропрочность, механические свойства и радиаци-

онную стойкость материалов, используемых в атомной

технике [2,3]. Бинарные сплавы Fe−Cr и многокомпо-

нентные сплавы на их основе, которые используются

широко для разработки перспективных типов стали, в

том числе европейской стали типа EUROFER, харак-

теризуются наличием наноразмерных фазовых выделе-

ний [4,5].
Решение подобных задач по установлению влияния на-

норазмерных эффектов на свойства гетерогенных систем

на данном этапе сопряжено с большими трудностями.

По этой причине во многих работах используют упро-

щенные подходы, связанные с теми или иными предпо-

ложениями, в том числе при учете межфазовой сегрега-

ции компонентов, размерной зависимости межфазного

натяжения, температуры равновесия, скачка энтропии

при фазовом переходе и ряда других параметров (см.
например, [6]).
По нашему мнению, на данном этапе надежным

фундаментом для установления влияния искривления

на основные параметры термодинамического равновесия

является классическая термодинамика фазовых равнове-

сий в системах с искривленными границами при строгом

учете поверхностных явлений [1,7–9].

Целью настоящей работы является получение соот-

ношений для определения состава фаз, расположенных

по разные стороны от искривленного поверхностного

слоя в бинарной системе в условиях равновесия в рам-

ках термодинамической теории фазовых равновесий с

учетом поверхностных явлений и проведение численных

расчетов для бинарной системы Mo−Ru.

2. Основные соотношения,
связывающие состав, температуру
и степень дисперсности в бинарной
системе

Рассмотрим бинарную систему, состоящую из двух

фаз (α, β) и искривленного поверхностного (межфазно-
го) слоя сферической формы между ними (σ ), находящу-

юся в равновесном состоянии. Выберем в качестве пере-

менных молярные доли компонентов в фазах x (α)
i , x (β)

i ,

в межфазном слое x (σ )
i , температуру T , давления P(α)

и P(β), а также радиус r , который является характери-

стикой степени дисперсности. В качестве разделяющей

поверхности выберем поверхность натяжения Гиббса [1].
Будем считать, что фазы α и β располагаются соответ-

ственно с вогнутой и выпуклой стороны от поверхности

натяжения. В ходе рассуждений будем использовать еще

одну разделяющую поверхность с радиусом re , называ-

емую эквимолекулярной разделяющей поверхностью [1]
и с ее использованием введем в рассмотрение параметр

Толмена δ = re − r .
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Для равновесного состояния термодинамический по-

тенциал g двухфазной (α, β) системы имеет глобальный

минимум. При этом должны выполняться соотношения

∂g(α)

∂x (α)
i

=
∂g(β)

∂x (β)
i

, (1)

g(α) − x (α)
i

∂g(α)

∂x (α)
i

= g(β) − x (β)
i

∂g(β)

∂x (β)
i

, (2)

где g(ξ) — термодинамический потенциал фазы ξ (на

моль), x (ξ)
i — молярная концентрация i-компонента в

фазе ξ (ξ = α, β, i = 1, 2).
Давления в сосуществующих фазах связаны соотно-

шением Кондо [1]

P(α) − P(β) =
2σx

rx
+

(

dσx

drx

)

∗

, (3)

где звездочка указывает, что производная относится к

мысленному перемещению разделяющей поверхности

(не к реальному физическому процессу). При выборе в

качестве разделяющей поверхности, поверхности натя-

жения
( dσx

dr x

)

= 0 будем иметь

dP(α) = dP(β) +
2

r
dσ −

2σ

r2
dr. (4)

Для двухкомпонентной двухфазной системы с искрив-

ленной границей, находящейся в равновесном состоя-

нии, используя (1) и (2) с учетом (4), можно получить

следующие соотношения

ωi dσ = − (s (σ )
i − s (α)

i )dT + (v
(σ )
iα − v

(α)
i )dP(α)

+ v
(σ )
iβ dP(β) − x (σ )

j g(σ )
j j dx (σ )

j + x (α)
j g(α)

j j dx (α)
j , (5)

(s (β)
i − s (α)

i )dT + v
(α)
i dP(α) − v

(β)
i dP(β)

= x (α)
j g(α)

j j dx (α)
j − x (β)

j g(β)
j j dx (β)

j . (6)

В этих выражениях σ — межфазное (поверхностное)
натяжение на границе фаз α и β, отнесенное к по-

верхности натяжения, s i , v i , ωi — парциальные зна-

чения энтропии, объема и поверхности в расчете на

моль для i-компонента соответственно, v
(σ )
iα и v

(σ )
iβ —

парциальные значения взаимно дополняющих друг друга

частей среднего молярного объема поверхностного слоя

для i-компонента v
(σ )
i , расположенные соответственно

со стороны α- и β-фаз, g j j ≡
∂2g

(∂x j )2
.

Для описания фазового равновесия двух конденсиро-

ванных фаз бинарной системы в макроскопическом слу-

чае (r = ∞) довольно часто используется условие по-

стоянства давления (P = const) и находятся уравнения,

выражающие зависимость состава фаз от температуры.

Таким образом теоретически строятся фазовые диаграм-

мы состояния с линиями ликвидуса и солидуса [10,11].

Обратимся к случаю, когда фиксируется давление в

фазе β (P(β) = const). Описание равновесия фаз прове-

дем для бинарной системы с заданной степенью дисперс-

ности (с постоянным, но конечным радиусом кривизны).
В связи с трудностями нахождения статистической

суммы раствора воспользуемся приближением ближай-

ших соседей и введем в рассмотрение энергетиче-

ский параметр, характеризующий взаимодействие ча-

стиц (энергия смешения) Q = z N0(2εi j − εii − ε j j)/2,
где εi j , εii , ε j j — средние значения энергии парного

взаимодействия соответствующих частиц, z — коорди-

национное число, N0 — число Авогадро. Для поэтапного

описания термодинамических свойств фаз обратимся

к разложению логарифмов коэффициентов активности

компонентов f i в ряд по степеням ξ = Q/RT . Если огра-

ничиться первым членом разложения ((ln f i)ξ=0) будем

иметь (идеальный раствор) g j j = RT/(x i x j). При удер-

жании в этом разложении члена с первой степенью ξ

(нулевое приближение теории регулярных растворов),
получаем g j j = RT [(x i x j)

−1 − 2Q/RT ] (напомним, что

x i + x j = 1). Вычисление этой производной в следую-

щем приближении не представляет трудностей.

В случае перехода к однокомпонентной системе

(x (α)
i = x (β)

i = x (σ )
i = 1, x (α)

j = x (β)
j = x (σ )

j = 0) из (4), (5)
и (6) получаются соотношения, описывающие соответ-

ствующие размерные эффекты, в том числе зависимости

поверхностного (межфазного) натяжения и температуры

фазового равновесия (например, температуры плавле-

ния) от размера [12,13].
Из исходных соотношений (4) и (6) в рамках модели

раствора, использованной в [3] (соответствует случаю

учета слагаемого
(

∂ ln f i
∂ξ

)

ξ=0
· ξ в разложении ln f i по

степеням ξ), будем иметь

(s (β)
0i − s (α)

0i )dT +
2v

(α)
0i

r
dσ = D(RT ln x (β)

i /x (α)
i )

+ 2Q(α)(1− x (α)
i )dx (α)

i − 2Q(β)(1− x (β)
i )dx (β)

i , (7)

где нижний индекс 0 указывает на принадлежность

соответствующей величины к чистым компонентам.

В первом слагаемом правой части этого выражения для

обозначения дифференциала по составу при неизменных

параметрах состояния, кроме состава, следуя Гиббсу, мы

использовали букву D.

В термодинамике фазовых равновесий в бинарных

и многокомпонентных системах для температур, выше

температуры Дебая, в том числе в расчетах, основанных

на подходе GALPHAD [6], допускается независимость от

температуры скачка энтропии 1s (α→β)
0i = s (β)

0i − s (α)
0i при

α → β фазовом переходе. Воспользуемся этим допуще-

нием и для конденсированных фаз вдали от критических

условий предположим независимость параметра квази-

химического взаимодействия Q от давления, что уже

использовано во втором слагаемом в левой части (7).
Отметим, что при этих допущениях сохраняются раз-
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мерные зависимости энтропии, объема и поверхности

чистых компонентов.

С учетом изложенного выше будем иметь первую

систему из двух уравнений

2v
(α)
0i (r)

r
[σ − σ0i(r, T0i)] =

[

s (β)
0i (r) − s (α)

0i (r)
]

[T0i(r) − T ]

+ RT ln
x (β)

i

x (α)
i

+ Q(β)(r)(1 − x (β)
i )2 − Q(α)(r)(1 − x (α)

i )2,

(8)

2v
(α)
0 j (r)

r
[σ − σ0 j(r, T0 j)]=

[

s (β)
0 j (r) − s (α)

0 j (r)
]

[T0 j(r) − T ]

+ RT ln
1− x (β)

i

1− x (α)
i

+ Q(β)(r)(x (β)
i )2 − Q(α)(r)(x (α)

i )2, (9)

где T0i(r), T0 j и σ0i(r, T0i), σ0 j(r, T0 j) — температуры

равновесия α- и β-фаз для компонентов и межфазные

натяжения компонентов i и j при этих температурах,

которые зависят от размера.

Уравнения (8) и (9) для межфазного натяжения на

границе α и β фаз не имеют аналогов для плоских

поверхностей и при r → ∞, они переходят в соот-

ношения, связывающие состав сосуществующих фаз с

температурой в макроскопической системе в рамках

теории регулярных растворов (уравнения линий ликви-

дуса и солидуса) [10,11]. Если дополнительно (к усло-

вию P(β) = const) зафиксировать температуру и принять

независимость межфазного натяжения и молярного объ-

ема от размера в приближении идеальных растворов,

из исходных соотношений аналогичным образом можно

получить известную формулу Оствальда−Фройндлиха

по растворимости малых кристаллов [14].
Следующую систему из двух уравнений можно полу-

чить с использованием исходных соотношений (5), (6)
и (4). Предварительно преобразуем первые сомножи-

тели в первых двух слагаемых в правой части соот-

ношения (5). Воспользуемся очевидным соотношением

v
(σ )
i = v

(σ )
0i = v

(σ )
0iα + v

(σ )
0iβ и учтем, что второе слагаемое

в случае, когда поверхность имеет сферическую форму,

выражается в виде [12]

v
(σ )
0iβ =

v
(σ )
0i − v

(α)
0i

v
(β)
0i − v

(α)
0i

v
(β)
0i + ω0iδ0i

(

1 +
δ0i

r
+

1

3

δ20i

r2

)

, (10)

где δ0i — параметр Толмена для i-компонента.
Из (5), (6) и (4) следует для однокомпонентной системы

s (σ )
0i − s (α)

0i = −ω0i

(

dσ0i

dT

)

P(β)

+
(

s (β)
0i − s (α)

0i

)

×

[

v
(σ )
0i − v

(α)
0i

v
(β)
0i − v

(α)
0i

+
ω0iδ0i

v
(α)
0i

(

1 +
δ0i

r
+

1

3

δ20i

r2

)

]

. (11)

В макроскопической системе, как показано в [1], учет
условий равновесия плоского поверхностного слоя с

прилегающими фазами равносилен выбору эквимоле-

кулярной разделяющей поверхности (r = re). В таком

случае δ = re − r = re − re = 0 и в квадратных скобках

в (11) отличным от нуля остается первое слагаемое. При

этом из (11) следует выражение для температурного

коэффициента поверхностного (межфазного) натяжения

в макроскопическом случае

ω0i∞
dσ0i∞

dT
=
(

s (β)
0i∞−

(α)
0i∞

) v
(σ )
0i∞ − v

(α)
0i∞

v
(β)
0i∞ − v

(α)
0i∞

−
(

s (σ )
0i∞ − s (α)

0i∞

)

,

(12)

которое было получено в [1] (индекс
”
∞“ указывает на

условие r = ∞).
С учетом изложенного выше (в случае разложения

ln f i до члена с первой степенью ξ = Q/RT ), будем

иметь

ω0i dσ = D

{

RT ln

[

K(σα)
i /K(βα)ρ0i

i

]}

+ 2
[

Q(σ )x (σ )
j dx (σ )

j

− (1− ρ̄0i)Q
(α)x (α)

j dx (α)
j − Q(β)x (β)

j dx (β)
j

]

, (13)

где K(σα)
i = x (σ )

i /x (α)
i , K(βα)

i = x (β)
i /x (α)

i , K(σα)
i , K(βα)

i —

коэффициенты распределения i-компонента между сосу-

ществующими фазами,

ρ0i =
v

(σ )
0i − v

(α)
0i

v
(β)
0i − v

(α)
0i

+
ω0iδ0i

v
(α)
0i

(

1 +
δ0i

r
+

1

3

δ20i

r2

)

, (14)

Буква D в первом слагаемом в правой части (13) ука-

зывает на постоянство температуры при дифференциро-

вании. Соотношение, аналогичное (13), можно записать

через характеристики другого компонента. Интегрирова-

ние этих двух выражений при изменении концентраций

от единицы до текущих значений x (α)
i , x (β)

i , x (σ )
i для

систем с заданной степенью дисперсности позволяет

получить следующие уравнения

σ = σ0i(T, r) +
RT

ω0i(r)

{

ln
x (σ )

i

x (α)
i

− ρ0i(r) ln
x (β)

i

x (α)
i

+
Q(σ )(r)

RT
(1− x (σ )

i )2 − [1− ρ0i(r)]
Q(α)(r)

RT
(1− x (α)

i )2

− ρ0i(r)
Q(β)(r)

RT
(1− x (β)

i )2

}

, (15)

σ = σ0 j(T, r) +
RT

ω0 j(r)

{

ln
x (σ )

j

x (α)
j

− ρ0 j(r) ln
x (β)

j

x (α)
j

+
Q(σ )(r)

RT
(x (σ )

i )2 − [1− ρ0 j(r)]
Q(α)(r)

RT
(x (α)

i )2

− ρ0 j(r)
Q(β)(r)

RT
(x (β)

i )2

}

, (16)
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где

σ0i(r, T ) = σ0i(r, T0i) +

(

dσ0i

dT

)

P(β)

· [T − T0i(r)], (17)

σ0 j(r, T ) = σ0 j(r, T0 j) +

(

dσ0 j

dT

)

P(β)

· [T − T0 j(r)], (18)

ρ0 j выражается также как (14) с заменой индекса i на j .
При r → ∞ из (15) получаем следующее уравнение

изобары межфазного натяжения в бинарной макроско-

пической системе в рамках термодинамики регулярных

растворов:

σ∞ = σ0i∞(T ) +
RT
ω0i∞





x (σ )
i∞

x (α)
i∞

(

x (α)
i∞

x (β)
i∞

)

ρ0i∞





+
Q(σ )

∞

ω0i∞
(1− x (σ )

i )2 − (1− ρ0i∞)
Q(α)

∞

ω0i∞
(1− x (α)

i )2

− ρ0i∞
Q(β)

∞

ω0i∞
(1− x (β)

i )2, (19)

где σ0i∞(T ) = σ0i∞(T0i∞) +
dσ0i∞

dT (T − T0i∞), ρ0i∞ =

= (v
(σ )
0i∞ − v

(α)
0i∞)/(v

(β)
0i∞ − v

(α)
0i∞).

Уравнения (19) внешне совпадает с уравнением изо-

термы межфазного натяжения на границе двух раство-

ров [15], но необходимо иметь в виду, что в (19) фи-

гурируют сопряженные значения температуры и состава

сосуществующих фаз.

Для бинарной системы жидкость (α)−пар (β), в силу

того, что v
(σ )
0i∞ ≪ v

(β)
0i∞ ≫ v

(α)
0i∞ имеем ρ0i∞ ≈ 0 и (19)

переходит в уравнение

σ∞ = σ0i∞(T ) +
RT
ω0i∞

ln
x (σ )

i

x (α)
i

+
Q(σ )

∞

ω0i∞
(1− x (σ )

i∞)2

−
Q(α)

∞

ω0i∞
(1− x (α)

i∞)2, (20)

которое совпадает с уравнением Батлера−Жуховицкого

для поверхностного натяжения раствора, подчиняюще-

гося нулевому приближению теории регулярных раство-

ров [16].

Система четырех уравнений (8), (9) и (15), (16) позво-

ляет определить состав сосуществующих фаз x (α)
i , x (β)

i ,

межфазного слоя x (σ )
i и межфазное натяжение σ при

разных температурах для заданного значения радиуса

поверхности натяжения r . Настоящая работа содержит

результаты расчетов для состава сосуществующих фаз,

при нахождении которых на промежуточных этапах

приходится рассчитывать значения x (σ )
i и σ .

Отметим, что из соотношений (5), (6) и (4) наряду

с (15) и (16) можно получить следующую (вторую)

систему из двух уравнений в рамках той же модели

растворов:

σ = σ0i(T, r) +
RT

ω0i(r)

[

1 +
2v

(α)
0i (r)

rω(α)
0i (r)

ρ̄0i(r)

]

−1

×

[

ln
x (σ )

i

x (α)
i

+ (1− x (σ )
i )2

Q(σ )(r)

RT
− (1− x (α)

i )2
Q(α)(r)

RT

]

,

(21)

σ = σ0 j(T, r) +
RT

ω0 j(r)

[

1 +
2v

(α)
0 j (r)

rω(α)
0 j (r)

ρ̄0 j(r)

]−1

×

[

ln
1− x (σ )

j

1− x (α)
j

+ (x (σ )
j )2

Q(σ )(r)

RT
− (x (α)

j )2
Q(α)(r)

RT

]

.

(22)

В заключениe этого раздела приведем уравнения,

которые следуют из исходных соотношений при исполь-

зовании уравнения Гиббса−Дюгема. В силу того что

вторые производные термодинамического потенциала

по составу берутся при постоянстве температуры и

давления, будем иметь

σ = σ0ν(T, r) +
RT

ω0ν(r)

× ln





α
(σ )
ν (r)

(

α
(α)
ν (r)

)

(

1−ρ0ν (r)
)

(

α
(β)
ν (r)

)

(

ρ0ν (r)
)



 , (23)

σ = σ0ν(T, r) +
RT

ω0ν(r)

×

[

1 +
2v

(α)
0ν (r)

rω0ν(r)
ρ0ν(r)

]

−1

ln

[

α
(σ )
ν (r)

α
(α)
ν (r)

]

, (24)

где aν — термодинамическая активность компонента ν

(ν = i, j), которая зависит наряду с другими парамет-

рами состояния и от радиуса поверхности натяжения

дисперсной частицы.

3. Размерные зависимости
индивидуальных характеристик
компонентов и параметра
квазихимического взаимодействия
частиц в растворе

3.1. З а в и с им о с т ь м ежфа з н о г о н а т яж е н и я

и т е м п е р а т у р ы р а в н о в е с и я о т р а д и у с а

п о в е р х н о с т и н а т яж е н и я д и с п е р с н о й ч а с-

т и ц ы, н а х о д ящ е й с я в м а т р и ц е, в о д н о к ом-

п о н е н т н о й с и с т ем е в и з о б а р и ч е с к и х у с-

л о в и я х. Для проведения численных расчетов по приве-

денным выше соотношениям необходимо располагать за-

висимостями межфазного натяжения σ0i и температуры
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равновесия α- и β-фаз T0i компонентов от размера r при

постоянстве давления в фазе β . Для установления таких

зависимостей обратимся к исходным соотношениям (2)
и (4). Из этих выражений следует дифференциальное

уравнение

1

σ0i

(

dσ0i

dr

)

P(β)

=

2
r2

{

δ0i

(

1 +
δ0i
r + 1

3

δ2
0i

r2

)

+ δ∗0i

}

1 + 2
r

{

δ0i

(

1 +
δ0i
r + 1

3

δ2
0i

r2

)

+ δ∗0i

} ,

(25)
где

δ∗0i =
v

(α)
0i

ω0i

(

v
(σ )
0i − v

(α)
0i

v
(β)
0i − v

(α)
0i

−
s (σ )
0i − s (α)

0i

s (β)
0i − s (α)

0i

)

. (26)

Соотношение (25) получено нами [17], оно является

аналогом уравнения Гиббса−Толмена−Кенига−Баффа

(ГТКБ) при условии постоянства давления во внешней

фазе P(β) = const.

При нахождении решения уравнения ГТКБ, справед-

ливого при T = const, как правило, параметр Толмена δ0i

считается не зависящим от r (см., например, [1,17]).
При таком предположении из полученного решения

(в случае малых искривлений поверхности) следует

формула Толмена.

Сохраним условие (δ0i = const) и дополнительно бу-

дем считать не зависящей от r величину δ∗0i (δ∗0i = const).
При таких предположениях из (25) можно получить, как

показано в [17],

σ0i(r) = A0iσ0i∞r
exp

[

D0i arctg
(

2r + b0i δ0i
δ0i D0i

)]

(r + a0iδ0i)m0i (r2 + b0iδ0i r + c0iδ
2
0i)

n0i
,

(27)

где A0i = exp
[

−
√

4c0 − b2
0 arctg(∞)

]

, b0 = 1.4425,

c0 = 1.1958, D0i =
√

4c0i − b2
0i , m0i = 1− a0i , n0i =

= (1− m0i)/2. Значения a0i, b0i и c0i зависят от

d0i = 1 + δ∗0i/δ0i и находятся из совместного решения

уравнений a0i + b0i = 2d0i , c0i + a0ib0i = 2, a0ic0i = 2/3.

Из системы уравнений (5), (6) и (4) при тех же пред-

положениях можно получить выражение для размерной

зависимости температуры фазового равновесия [18]

T0i(r) = T0i∞ − A0i
2σ0i∞v

(α)
0i∞

(s (β)
0i∞ − s (α)

0i∞)

×
exp

[

D0i arctg
(

2r + b0iδ0i
δ0i D0i

)]

(r + a0iδ0i)(1−3a0i/2)(r3 + 2d0iδ0i r2)
. (28)

При больших значениях радиуса поверхности натя-

жения из (28) следует формула Томсона. Результаты

расчетов с использованием (28), как показано в [18],
достаточно хорошо согласуются с имеющимися экспе-

риментальными данными.

3.2. Р а з м е р ны е з а в и с им о с т и v0i , ω0i и

1s (α→β)
0i = s (β)

0i − s (α)
0i . Для установления зависимости мо-

лярного объема v
(α)
0i от r можно воспользоваться раз-

ложением в ряд молярной плотности ρ
(α)
0i = 1/v

(α)
0i по

кривизне R = 1/r . Если ограничиться в этом разложении

первым членом по R (что справедливо для малой

кривизны), будем иметь [19,20]

v
(α)
0i (r) ≈ v

(α)
0i∞

/

(

1 +
2σ

(α)
0i∞χ

(α)
0i∞

r

)

, (29)

где σ
(α)
0i∞ и χ

(α)
0i∞ — поверхностное натяжение

и изотермическая сжимаемость i-компонента в фа-

зе α при r = ∞. При проведении численных

расчетов использовалось приближенное выражение

σ
(α)
0i∞χ

(α)
0i∞ ≈ 3

2

α
(α)
0i∞T0i∞(v

(α)
0i∞)1/3

N1/3

0

[21], где α
(α)
0i∞ — изобари-

ческий коэффициент теплового линейного расширения,

N0 — число Авогадро.

Молярная поверхность может быть выражена в виде

ω0i(r) =
N1/3

0

n
[v

(σ )
0i (r)]2/3, (30)

где n — число монослоев в переходном слое. Величину

молярного объема в межфазном слое можно приближен-

но находить, сохраняя для искривленной поверхности по

форме соотношение, использованное для макроскопиче-

ского случая [1].
Размерная зависимость скачка молярной энтропии при

фазовом переходе α → β приближенно находилась из (4)
и (6) с использованием в целях упрощения формулы

Толмена для σ0i(r) и формулы Томсона для T0i(r)

s (β)
0i (r) − s (α)

0i (r)

≈
s (β)
0i∞ − s (α)

0i∞
(

1 +
2δ0i

r

)

(

1 +
2σ

(α)
0i∞χ

(α)
0i∞

r

)

(

1−
2δ∗0i

r

)

. (31)

В принципе можно использовать более общие выраже-

ния для σ0i и T0i , приведенные выше (соответствен-
но (27) и (28)).
3.3. Р а з м е р ны е з а в и с им о с т и п а р а м е т р а

к в а з и х и м и ч е с к о г о в з а и м о д е й с т в и я в ф а з а х

и р а с ч е т п а р а м е т р а Т о лм е н а. Для приближен-

ной оценки влияния размера на параметр квазихимиче-

ского взаимодействия в той или иной фазе воспользу-

емся выражением Q = ξz , где ξ = N0(2εi j − εii − ε j j)/2.
Полагая ξ не зависящим от размера, можно записать

Q(r) ≈ z (r)Q∞/z∞. В термодинамических расчетах по-

верхностного натяжения бинарных растворов (см., на-

пример, [16]) аналогичный прием часто используется

для нахождения энергии смешения в поверхностном

слое. Воспользуемся выражением для размерной зави-

симости координационного числа, полученным в рабо-
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те [22], и запишем Q(r) в виде

Q(r) ≈ Q∞

[

1−
3

4

( r0
r

)

+
1

16

( r0
r

)3
]

, (32)

где r0 — расстояние между ближайшими частицами.

Расчеты, проведенные в [23,24], показывают, что в

случае границы твердое тело−жидкость в однокомпо-

нентной системе для межфазного натяжения получаются

значения, удовлетворительно согласующиеся с наиболее

надежными данными для большого числа металлов,

при условии δ
(αβ)
0i ≈ δ

(αγ)
0i + δ

(βγ)
0i , где δ

(αγ)
0i и δ

(βγ)
0i —

параметр Толмена для фаз α и β соответственно на

границе с паром (γ — пар). Значения δ
(αγ)
0i и δ

(βγ)
0i , в

свою очередь, можно находить по одной из известных

методик (см., например, [25,26,27]). В наших расчетах

они рассчитывались в соответствии с [25] для основных

кристаллических структур.

4. Результаты расчетов и их краткое
обсуждение

Для апробации полученных соотношений по нахож-

дению состава сосуществующих фаз с учетом нанораз-

мерных эффектов проведем расчет для бинарной си-

стемы Mo−Ru. При проведении расчетов вычисляются

также значения межфазного натяжения и концентрации

компонентов на границе наночастицы и матрицы в

зависимости от температуры.

В системе Mo−Ru сосуществуют фазы: твердый

раствор с ОЦК-решеткой и жидкость (β-L), твердый

раствор с ГПУ-решеткой и жидкость (ε-L), а также

твердый раствор с ОЦК-решеткой и твердый раствор с

ГПУ-решеткой (β-ε).
4.1. В х о д ны е д а н ны е д л я р а с ч е т о в. Для

молярных объемов компонентов в стабильных мо-

дификациях при температурах плавления (r = ∞)

были приняты значения v
(β)
Mo∞ = 9.4 cm3/mol [28],

v
(ε)
Ru = 8.4 cm3/mol [28]. Объемы в случаях нестабиль-

ных модификаций (Mo с ГПУ-структурой, Ru с

ОЦК-структурой) определялись с использованием ко-

эффициентов упаковок для ОЦК- (η = 0.68) и ГПУ

(η = 0.74)-структур [29]. При приведении молярных объ-

емов к соответствующим температурам принимались

значения изобарических коэффициентов теплового объ-

емного расширения, равные αMo
V = 50 · 10−6 K−1 [29,30]

и αRu
V = 50 · 10−6 K−1 [29,30]. Значения r0 находились с

использованием молярных объемов.

Межфазное натяжение на плоской границе макроско-

пических фаз твердое тело−жидкость в однокомпонент-

ных системах может быть рассчитано с использовани-

ем ряда соотношений (см., например, [16,23,28,31,32]).
После анализа результатов таких расчетов для меж-

фазного натяжения и его температурного коэффициента

нами использованы соотношения, предложенные в [28]

(как наиболее удобные). Результаты вычислений σ
(SL)
0i∞

по методике [23] также хорошо согласуются с имею-

щимися экспериментальными данными (в работе [23]
рассчитаны значения межфазного натяжения на границе

твердое−жидкость для 50 металлов).
Для характеристик фазового равновесия β-L в системе

Mo−Ru использовались значения: T01∞=2900K, T02∞ =

= 1420K, s (L)
01∞−s (β)

01∞=8.368 · 107 erg/mol, s (L)
02∞−s (β)

02∞ =
= 11.715 · 107 erg/mol (все из [11]).
Для молибдена в β-модификации при

температуре плавления получено σMo∞ = 464mJ/m2,
dσMo∞

dT = 0.0303mJ/(m2 · K). При нахождении ана-

логичных величин для рутения в метастабильной

модификации (β) использовалось соотношение

между энтальпиями фазовых превращений β-L и

ε-L, приведенные в [11], а также коэффициенты

упаковки для β и ε структур [33]. Найденные таким

образом величины составили σRu∞ = 289mJ/m2 и
dσRu∞

dT = 0.0476mJ/(m2 · K) при T (βL)
Ru∞ = 1420K.

Отметим, что приведенные выше положительные зна-

чения температурных коэффициентов межфазного на-

тяжения на границе твердое тело−жидкость не долж-

ны вызывать возражений, так как они не противоре-

чат термодинамике поверхности (см. формулу (12)).
Аналогичные результаты (т. е. dσ SL

0i > 0) получены в

рамках теории термодинамического подобия при фа-

зовых переходах кристалл−жидкость [34]. При высо-

ких температурах эта производная, как и на грани-

це жидкость−пар [1], отрицательна вследствие воз-

растания амплитуды атомных колебаний с ростом

температуры. Вычисленные нами значения парамет-

ра Толмена по методике [25] и мольных площа-

дей с использованием соотношения при температуре

равновесия твердое тело (β)−жидкость соответствен-

но равны δ01 = 0.0276 · 10−7 cm, δ02 = 0.0276 · 10−7 cm,

ω01∞ = 19.618 · 107 cm2, ω02∞ = 19.888 · 107 cm2.

Для случая равновесия ε-L были приняты

значения: T01∞ = 1900K, T02∞ = 2550K,

s (L)
01∞ − s (ε)

01∞ = 8.368 · 107 erg/(mol ·K), s (L)
02∞ − s (ε)

02∞ =
= 8.368 · 107 erg/(mol ·K) (все из [11]), σ01∞ =

=324mJ/m2,
dσ01∞

dT =0.0378mJ/(m2·K), σ02∞=389mJ/m2,
dσ02∞

dT = 0.0293mJ/(m2 ·K), ω
(εL)
01∞ = 18.328 · 107 cm2,

ω02∞ = 18.199 · 107 cm2, δ01 = 0.0875 · 10−7 cm, δ02 =
= 0.0847 · 10−7 cm.

Для характеристики фазового равновесия β-ε

использованы значения: ω01∞ = 23.628 · 107 cm2,

ω02∞ = 21.729 · 107 cm2, δ01 = 0.0347 · 10−7 cm, δ
(εβ)
01 =

= 0.0344 · 10−7 cm,

Межфазное натяжение на границе полиморфных фаз

для компонентов рассчитывалось нами в соответствии

с рекомендациями [28]. В результате были получены

следующие значения для случая равновесия фаз α и β :

σ01∞ = 874mJ/m2
,

dσ01∞
dT

= 0.0612mJ/(m2 · K),

σ02∞ = 746mJ/m2
,

dσ (εβ)
02∞

dT
= 0.0588mJ/(m2 ·K)

при T = 2000K.
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Для параметров квазихимического взаимодействия

в сосуществующих фазах (L, β, ε) использова-

лись различные значения, в том числе приведен-

ные в [11], которые имеют отрицательные значения

Q(L)
∞ = −23690 · 107 erg/mol, Q(β)

∞ = −23937 · 107 erg/mol,

Q(ε)
∞ = −30967 · 107 erg/mol. Аналогичный параметр для

межфазного слоя приближенно может быть рассчитан

с учетом числа атомных связей в пограничном слое,

замыкающихся на прилегающие фазы [33]. Отметим,

что находимые таким образом (в результате достаточно

громоздких вычислений) значения Q(σ )
∞ для соответству-

ющих межфазных границ в наших расчетах занимали

промежуточное (близкое к среднему) положение по

сравнению со значениями в сосуществующих фазах.

4.2. Р е з у л ь т а т ы ч и с л е н ны х р а с ч е т о в и и х

к р а т к о е о б с уж д е н и е. На рис. 1, 2 и в табл. 1

и 2 приведены результаты наших расчетов. Аналогичные

данные получены нами для границ (ε-L) и растворимо-

сти рутения в твердой фазе ε (ГПУ).

На первом этапе расчеты проводились для случая,

когда химические потенциалы компонентов во всех

фазах в бинарной системе Mo−Ru пропорциональны

логарифмам концентраций (µi ∼ ln x i). В этом случае

удается получить в аналитическом виде выражения для

всех неизвестных величин (x (α)
i , x (β)

i , x (σ )
i , σ ) в зависимо-

сти от радиуса поверхности натяжения.

Результаты наших расчетов состава сосуществующих

макроскопических фаз (r = ∞) и в двухфазной системе,

содержащей наночастицы сферической формы с ради-

усом поверхности натяжения r = 5 nm, в зависимости

от температуры приведены на рис. 1. При этом вы-

числения проведены для случаев равновесия твердой

фазы с ОЦК-решеткой (фаза β) и жидкости, твердой

фазы с ГПУ-решеткой (фаза ε) и жидкости, а также

двух твердых фаз с ОЦК- и ГПУ-структурами (β-ε).
Этих данных достаточно для построения фазовой диа-

граммы состояния макроскопических фаз и с учетом

Рис. 1. Диаграммы состояния для системы Mo−Ru 1 — ∞,

2 — r = 5 nm (расчет).

Рис. 2. Размерная зависимость координат эвтектической точки

на диаграмме состояния в системе Mo−Ru.

наноразмерных эффектов. При r = ∞ результаты рас-

четов, несмотря на принятые допущения, достаточно

хорошо согласуются с экспериментальными данными.

Так, по результатам вычислений для случая, когда

µi ∼ ln x i , диаграмма состояния относится к эвтектиче-

скому типу с твердыми растворами, что совпадает с

экспериментальными данными [35–37]. Температура и

состав в эвтектической точке, вычисленные нами в этом

приближении, составляют соответственно Te = 2228K,

x (L)
Rue ≈ 0.470 и они близки к экспериментальным данным

в [35] (Te = 2228K, x (L)
Rue ≈ 0.420) и в [37] (Te = 2218K,

x (L)
Rue ≈ 0.416).

Эксперименты [35–37] показывают, что в бинарной

системе Mo−Ru на всем температурном интервале ниже

эвтектической температуры для твердых растворов на

основе молибдена dx (β)
Rue/dT > 0. По нашим расчетам,

эта производная имеет такой знак при T < 1400K и

меняет знак (dx (β)
Ru∞/dT < 0) при переходе к более

высоким температурам. Эта связано, видимо, с тем, что

в области температур от 1416 до 2228K в этой систе-

ме существует, как показывают эксперименты [35,36],
промежуточная фаза (σ -фаза) Mo5Ru3, которая нами не

принималась во внимание при проведении расчетов. При

температурах ниже температуры стабильности σ -фазы

(T < 1416K [35]) наши расчетные данные показывают,

возрастание растворимости рутения в молибдене в твер-

дом состоянии с ростом температуры. Растворимость

молибдена в рутении по нашим расчетам во всем

температурном интервале в твердом состоянии (T < Te)
растет с температурой, что соответствует эксперимен-

там [35–37].

По найденным значениям координат эвтектической

точки на диаграмме состояния можно также (второй
вариант) построить кривые растворимости в твердом

состоянии. Для этого из условий равновесия фаз β и
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Таблица 1. Состав сосуществующих фаз (β−L) в зависимости от температуры в системе Mo−Ru в макроскопическом случае

(r = ∞) и с учетом наноразмерных (r 6= ∞) эффектов (расчет при Q(L)
∞ = −23.69 kJ/mol, Q(β)

∞ = −23.937 kJ/mol)

x (β)
2 ,% x (L)

2 ,%

T , K r , nm

∞ 15 10 5 2 ∞ 15 10 5 2

2900 0 0

2830 2.5 0 4.7 0

2800 3.6 1.1 6.7 2.1

2796 3.7 1.22 0 6.9 2.4 0

2700 7.6 4.9 3.6 13.2 8.9 6.6

2691 8.0 5.3 3.9 0 13.7 9.5 7.2 0

2600 12.0 9.2 7.8 3.6 19.6 15.5 13.3 6.6

2500 16.8 13.8 12.4 8.0 25.9 22.0 20.0 13.6

2400 22.0 19.0 17.4 12.8 32.4 28.6 26.6 20.5

2378 23.2 20.1 18.6 14.0 0 33.8 30.1 28.1 22.0 0

2300 27.5 24.5 22.9 18.2 3.5 38.9 35.2 33.1 27.4 6.4

2230 28.1 28.6 27.0 22.2 7.1 43.2 40.0 38.1 32.4 12.0

2200 30.4 28.8 24.0 8.7 42.0 40.2 34.4 14.4

2189 31.1 29.5 24.7 9.31 42.8 40.9 35.3 15.3

2165 31.0 26.2 10.7 42.5 36.7 17.2

2100 30.3 14.5 41.6 22.4

2097 30.5 14.7 41.9 22.6

2000 21.0 30.4

1890 28.8 39.4

Таблица 2. Растворимость рутения в твердой фазе β (ОЦК) при разных температурах в системе Mo−Ru в макроскопическом

случае (r = ∞) и с учетом наноразмерных эффектов (расчет по формулам (33) и (34))

Q(β)
∞ = Q(ε)

∞ = 0
Q(β)

∞ = −23.937 kJ/mol,

Q(ε)
∞ = −23.0 kJ/mol,

T , K x (β)
2 , % x (β)

2 , %

Радиус наночастицы r , nm

∞ 15 10 5 2 ∞ 15 10 5 2

600 11.6 11.9 12.1 12.8 15.3 20.2 22.9 23.0 22.9 22.6

700 13.8 14.0 14.3 14.9 17.3 21.0 23.7 23.8 23.7 23.3

800 15.7 15.9 16.1 16.7 19.0 21.7 24.4 24.5 24.4 23.9

900 17.3 17.5 17.7 18.3 20.3 22.4 25.1 25.1 25.0 22.6

1000 18.7 18.9 19.1 19.6 21.5 23.0 25.7 25.8 25.6 23.3

1100 20.0 20.1 20.3 20.8 22.5 23.6 26.3 26.3 26.2 23.9

1200 22.1 21.2 21.4 21.9 23.4 24.1 26.9 25.9 26.7 24.5

1300 22.1 22.2 22.4 22.8 24.2 24.6 27.4 27.4 27.2 25.1

1400 23.0 23.1 23.3 23.7 24.9 25.1 27.9 27.9 27.7 25.6

1500 23.8 23.9 24.1 24.4 25.5 25.5 28.4 28.4 28.1 26.1

1600 24.6 24.7 24.8 25.1 26.1 26.0 28.8 28.8 28.6 26.6

1700 25.3 25.3 25.5 25.9 26.6 26.3 29.2 29.2 29.0 27.0

1800 25.9 26.0 26.1 26.1 26.4 27.1 26.7 29.7 29.7 27.4

1890 26.5 26.5 26.6 26.9 27.5 27.0 30.0 30.0 29.7 28.1

2000 27.1 27.1 27.2 27.4 28.0 27.4 30.4 30.4 30.2 28.7

2097 27.6 27.6 27.7 27.9 28.3 27.7 30.8 30.7 30.5 28.8

2189 28.0 28.0 28.0 28.3 28.7 28.0 31.1 31.1 30.8 29.6

2230 28.2 28.2 28.3 28.5 28.8 28.1 31.2 31.2 31.0 29.7
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ε можно найти следующие соотношения

(

s (β)
01∞−s (ε)

01∞

)(

T−Te∞)=RT ln
1− x (β)

2

1− x (ε)
2

−RT ln
1− x (β)

2e

1− x (ε)
2e

+ Q(β)
∞

[

(

x (β)
2

)2
−
(

x (β)
2e

)2
]

− Q(ε)
∞

[

(

x (ε)
2

)2
−
(

x (ε)
2e

)2
]

,

(33)

(

s (β)
02∞ − s (ε)

02∞

)

(T − Te∞) = RT ln
x (β)
2

x (ε)
2

− RT ln
x (β)
2e

x (ε)
2e

+ Q(β)
∞

[

(

1− x (β)
2

)2
−
(

1− x (β)
2e

)2
]

− Q(ε)
∞

[

(

1− x (ε)
2

)2
−
(

1− x (ε)
2e

)2
]

, (34)

где x (β)
2e и x (ε)

2e — концентрации второго компонента при

эвтектической температуре Te в фазах β и ε соответ-

ственно.

Разности энтропий ГПУ (ε)- и ОЦК (β)-модифи-
кацией компонентов, входящие в (33) и (34), мож-

но определить с использованием аппроксимации, пред-

ложенной в [11], для параметров стабильности ме-

таллов, которые равны 1s (β→ε)
01∞ ≈ −0.38 cal/(mol · deg)

и 1s (β→ε)
02∞ ≈ 0.80 cal/(mol · deg). Результаты вычислений

x (β)
2∞ и x (ε)

2∞ при T < Te по такой методике при

Q(β)
∞ = Q(ε)

∞ = 0 имеют меньшие значения по сравнению

с аналогичными данными на рис. 1 и лучше согласуются

с экспериментальными данными [35], а производные от

этих концентраций по температуре имеют правильные

знаки.

Учет межчастичных взаимодействий в рамках концеп-

ции регулярных растворов для макроскопических фаз

(табл. 1, 2) приводит к изменению положений линий

ликвидуса и солидуса по сравнению со случаем иде-

альности в соответствии с закономерностями для фаз

с отрицательным знаком параметра квазихимического

взаимодействия в сосуществующих фазах. При этом

принятые нами значения Q(L)
∞ , Q(β)

∞ и Q(ε)
∞ (они сравни-

тельно невелики по абсолютным значениям) приводят

к уменьшению концентрации рутения и небольшому

возрастанию температуры в эвтектической точке. Более

заметные изменения имеют место по взаимной раство-

римости в твердом состоянии, где наблюдается увеличе-

ние растворимости рутения в молибдене и молибдена в

рутении.

Расчеты по приведенным выше соотношениям с ис-

пользованием указанных входных данных показывают,

что при учете наноразмерных эффектов в данной си-

стеме сохраняется тип фазовой диаграммы состояния

(эвтектической с ограниченной растворимостью в твер-

дом состоянии) (рис. 1). При этом меняется положение

линий ликвидуса и солидуса, а также растворимости в

твердом состоянии по сравнению с макроскопическим

случаем. Диаграмма состояния смещается вниз по тем-

пературной шкале и наблюдается расширение области

существования жидкой фазы. Имеет место увеличение

растворимости в твердом состоянии с ростом степени

дисперсности.

Изменяются также координаты эвтектической точки

(температура и состав) на фазовой диаграмме (рис. 2).
Подобные результаты были получены и в ряде других

работ (см., например, [38,6,39–41]). При этом, как отме-

чено в этих работах, может иметь место изменение типа

диаграммы по сравнению с фазовой диаграммой для мас-

сивных образцов. Подобное качественное изменение в

рассматриваемой нами системе Mo−Ru не наблюдалось,

но имели место заметные изменения в составах сосу-

ществующих фаз. Так, при диспергировании в жидком

молибдене твердого рутения на частицы сферической

формы с радиусом поверхности натяжения r = 5 nm

при температуре T = 2300K концентрация рутения в

твердых наночастицах с ОЦК-решеткой по сравнению с

массивными матрицами (x (β)
2 < x (β)

2∞) уменьшалась более

чем в 1.5 раза. В то же время для случая ε-L равно-

весия при той же температуре концентрация рутения

в твердой наночастице с ГПУ-решеткой с таким же

радиусом кривизны возросла в 1.4 раза по сравнению

с макроскопическим случаем (x (L)
2 < x (L)

2∞).
Аналогичное изменение концентрации имеет место и

во второй фазе (жидкости).
В случае равновесия двух твердых фаз с ОЦК- и

ГПУ-структурами в системе Mo−Ru с увеличением

степени дисперсности имеет место сближение состава

фаз, что в соответствии с [42], рассматривается в

пользу флуктуационного характера зарождения частиц

второй фазы.

Отметим, что указанные выше изменения концентра-

ций в фазах, сосуществующих в равновесных условиях

при разных радиусах поверхности натяжения, получен-

ные в наших расчетах, зависят от знака и численных

значений параметра Толмена на границе наночастицы и

матрицы для каждого типа фазового равновесия (β-L,
ε-L, β-ε). Использованные нами значения этого парамет-

ра во всех случаях достаточно малы и составляют сотые

доли нанометра. В подавляющем числе работ, посвя-

щенных расчету зависимости поверхностного натяжения

от размера на границе с паром для δ0i , используются

значения, которые лежат в интервале от десятых долей

до нескольких единиц нанометра [38,42]. По нашим

оценкам [23] значения этого параметра для границы

раздела двух конденсированных фаз должны быть выше

по сравнению с границами этих фаз с паром. При при-

нятии больших значений для параметра Толмена наши

расчеты дают более значительные изменения в составах

сосуществующих фаз в высокодисперсных системах.

5. Заключение

В рамках термодинамики фазовых равновесий в би-

нарных макро- и наносистемах при строгом учете по-

верхностных (межфазных) явлений получена замкнутая
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система уравнений в интегральной форме, позволяю-

щая находить основные параметры термодинамического

равновесия двухфазной системы с заданной степенью

дисперсности (включая область наноразмеров). Новые
соотношения, полученные для случая постоянства дав-

ления в матрице, в которой находятся дисперсные ча-

стицы сферической формы, позволяют учесть влияние

наноразмерных эффектов на состав сосуществующих

фаз и переходного слоя между ними, а также межфазное

натяжение в зависимости от температуры. Описание

фазовых равновесий проведено для случаев, когда хими-

ческие потенциалы компонентов пропорциональны кон-

центрациям и в рамках теории регулярных растворов.

Переход на более сложные модели не представляет

принципиальных трудностей и может быть осуществлен

в рамках принятой схемы.

При устремлении радиуса кривизны (радиуса поверх-

ности натяжения) к бесконечности эти соотношения

позволяют строить фазовые диаграммы состояния в

бинарных системах с макроскопическими фазами и нахо-

дить межфазное натяжение и состав межфазного слоя на

границах раздела для изобарического разреза зависимо-

стей температуры, давления и концентраций (T, P, {x i}).
При устремлении концентрации одного из компонентов

к нулю полученные соотношения определяют размер-

ные зависимости температуры равновесия, межфазного

натяжения и скачка энтропии при фазовом переходе в

однокомпонентных системах. Для случая малой кривиз-

ны из них следует известное соотношение Томсона для

температуры плавления и формула Толмена для поверх-

ностного (межфазного) натяжения. При соответствую-

щих предположениях из них также следует формула

Оствальда−Фройндлиха (ее называют также формулой

Гиббса−Томсона) для растворимости малых частиц.

Численные расчеты проведены для системы Mo−Ru,

где имеются фазовые равновесия с участием твердых

растворов с ОЦК (β)- и ГЦК (ε)-структурами и жид-

кости. При переходе к макроскопическим размерам,

результаты расчетов согласуются с экспериментальной

диаграммой состояния. Показано, что учет наноразмер-

ных эффектов (изменения молярных объемов и пло-

щадей, скачка энтропий при фазовом переходе, тем-

пературы равновесия, межфазного натяжения и пара-

метра квазихимического взаимодействия) приводит к

смещению положений линий ликвидуса и солидуса, а

также растворимости в твердом состоянии и координат

эвтектической точки (состав, температура). Диаграмма
состояния смещается вниз по температурной шкале с

ростом степени диспергирования одной фазы в другой

сосуществующей фазе (матрице).
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