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Выведено и проанализировано дисперсионное уравнение для капиллярных волн с произвольной симметри-

ей (с произвольными азимутальными числами) на поверхности объемно заряженной цилиндрической струи

идеальной несжимаемой диэлектрической жидкости, движущейся относительно идеальной несжимаемой

диэлектрической среды. Показано, что наличие тангенциального скачка поля скоростей на поверхности

струи, приводит к периодической неустойчивости типа Кельвина−Гельмгольца на границе раздела сред и

носит дестабилизирующий характер. Ширина диапазонов волновых чисел неустойчивых волн и величина

инкрементов неустойчивости зависят от квадрата скорости относительного движения, увеличиваясь с

ростом скорости. С ростом объемной плотности заряда критическая для реализации неустойчивости

величина скорости снижается. Уменьшение диэлектрической проницаемости жидкости струи или увеличение

диэлектрической проницаемости среды приводит к сужению зон неустойчивости и к росту инкрементов.

Волновое число наиболее неустойчивой волны растет по степенному закону с увеличением объемной

плотности заряда и скорости струи. Изменение диэлектрических проницаемостей струи и среды влияет

на волновое число наиболее неустойчивой волны в противоположных направлениях.
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Введение

Явление электрогидродинамической неустойчивости

заряженной поверхности жидкости с произвольной элек-

тропроводностью, на финальной стадии развития кото-

рой происходит выброс струй, либо устойчивых, либо

распадающихся на капли, широко используется в тех-

нике и технологии (см., например, обзоры [1–4], ориги-
нальные статьи [5–10] и приведенную там литературу).
Закономерности реализации неустойчивости и распада

на капли объемно заряженных струй жидкости подробно

исследованы как экспериментально, так и теоретиче-

ски. Тем не менее некоторые вопросы, связанные с

обсуждаемым феноменом, остались за рамками прове-

денных исследований. В частности, сказанное относится

к особенностям распада на отдельные капли заряженных

струй при учете взаимодействия капиллярных волн

на поверхности струи с внешней средой. Собственно

говоря, в большинстве практических применений фе-

номена распада струй присутствует среда с отличной

от нуля плотностью. Однако специальных исследований,

посвященных влиянию среды на капиллярный распад

струй, выполнено весьма мало [2], хотя, исходя из

общефизической формулировки проблемы, естественно

ожидать реализации на поверхности струи идеальной

несжимаемой жидкости, движущейся относительно иде-

альной несжимаемой среды, аналога неустойчивости

Кельвина−Гельмгольца [9,11], что окажет существенное

влияние на феноменологию распада. В отличие от ка-

пиллярной неустойчивости струи, имеющей апериоди-

ческий характер, когда временна́я зависимость ампли-

туд определяется выражением ∼ exp(γt), где γ веще-

ственно, неустойчивость Кельвина−Гельмгольца являет-

ся колебательной, т. е. соответствует экспоненциальному

росту со временем амплитуды неустойчивой волны

∼ exp(γt) cos(ωt), где ω — частота. В указанных усло-

виях наличие внешней для струи среды будет приводить

к ее дестабилизации, что и было предсказано Рэлеем

и Бассетом в [12,13]. В последнее время выполнено

несколько теоретических аналитических исследований

физических закономерностей распада на капли заря-

женных струй электропроводной жидкости, движущихся

относительно внешней среды, проведенных как в линей-

ных, так и в нелинейных расчетах по амплитуде волн

(см., например, [4,9,14–19] и указанную там литературу).
В этой связи представляется актуальным исследовать

особенности реализации капиллярной неустойчивости

объемно заряженной струи диэлектрической жидкости,

движущейся относительно диэлектрической среды. Этой

проблеме и посвящено настоящее рассмотрение.

Формулировка задачи

Пусть дана бесконечная, движущаяся вдоль оси сим-

метрии равновесной поверхности с постоянной ско-

ростью U цилиндрическая струя идеальной несжимае-

мой диэлектрической жидкости радиуса R с массовой

плотностью ρ1, диэлектрической проницаемостью ε1 и

коэффициентом межфазного натяжения σ . Окружающая
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струю среда моделируется идеальной несжимаемой ди-

электрической жидкостью с диэлектрической проницае-

мостью ε2 и массовой плотностью ρ2. В нижеследующем

изложении нижним индексом 1 будем отмечать физиче-

ские величины, относящиеся к струе, а индексом 2 —

относящиеся к среде. Примем, что струя объемно за-

ряжена, и что в рамках модели
”
вмороженного“ заряда

он распределен равномерно по объему с постоянной

объемной плотностью µ, при этом на единицу длины

струи приходится заряд η ≡ πR2µ. Напряженность элек-

трического поля в струе будет E1(r, t), в среде — E2(r, t).
Поскольку мы рассматриваем бесконечную струю, для

упрощения задачи перейдем в инерциальную систему

координат, движущуюся вместе со струей с такой же

скоростью U. В такой системе отсчета поле скоростей

течения жидкости в струе U1(r, t) полностью определя-

ется возможными капиллярными волнами на ее поверх-

ности и является величиной такого же порядка малости,

что и амплитуда капиллярных волн. Предполагаем, что

в жидкости существует волновое движение во всем

спектре длин капиллярных волн, и имеет место иска-

жение равновесной поверхности раздела сред весьма

малой (тепловой) амплитуды с характерной высотой

гребней ∼ √
κT/σ , где κ — постоянная Больцмана, T —

абсолютная температура. Эти волны порождаются уже

тепловым движением молекул жидкости [20].
Будем искать критические условия реализации неус-

тойчивости капиллярных волн на границе раздела сред.

Все расчеты проведем в цилиндрической системе коор-

динат с осью OZ, совпадающей с осью симметрии струи,

орт ez которой направлен вдоль вектора скорости U.

В безразмерных переменных, в которых радиус

струи R, плотность жидкости ρ1 и коэффициент поверх-

ностного натяжения σ выбраны в качестве основных

масштабов (R = ρ1 = σ = 1), уравнение границы разде-

ла сред, искаженной капиллярным волновым движением

малой амплитуды, может быть записано в виде

r(ϕ, z , t) = 1 + ξ(ϕ, z , t),

где ξ(ϕ, z , t) — функция возмущения равновесной по-

верхности струи, вызванного капиллярными волнами на

границе раздела сред. Для всех жидкостей (включая жид-
кие металлы) амплитуда тепловых волн не превышает

ангстрема, так что |ξ | ≪ 1.

Математическая формулировка задачи о расчете

устойчивости капиллярных волн на поверхности струи

имеет вид (в предположении, что скорость движения

жидкости много меньше релятивистской):

divU1(r, t) = 0,

∂tU1(r, t) +
(

U1(r, t),∇
)

U1(r, t) = −∇P1(r, t),

divU2(r, t) = 0,

∂tU2(r, t) +
(

U2(r, t),∇
)

U2(r, t) = − 1

ρ2
∇P2(r, t),

rotE1(r, t) = 0, divE1(r, t) =
4πµ

ε1
,

rotE2(r, t) = 0, divE2(r, t) = 0.

Дополним систему уравнений естественными гранич-

ными условиями:

r → ∞ : U2(r, t) → −U = −Uez , E2(r, t) → 0,

r → 0 : U1(r, t) → 0, |E1(r, t)| < ∞,

На поверхности струи, возмущенной капиллярным

волновым движением весьма малой амплитуды, задан-

ной уравнением

F(r, t) ≡ r − 1− ξ(ϕ, z , t) = 0,

должны выполняться следующие граничные условия:

кинематическое

−∂F
∂t

+ (U j ,∇F) = 0 ( j = 1, 2);

динамические

P1 − P2 + PE = Pσ , ε2(n, E2)(τ , E2) = ε1(n, E1)(τ , E1);

и условия на компоненты вектора напряженности элек-

трического поля на границе раздела двух диэлектриков

(τ , E2) = (τ , E1), ε2(n, E2) = ε1(n, E1).

В выписанных соотношениях U j(r, t) и P j(r, t) — поля

скоростей и поля давлений внутри и вне струи;

PE(r, t) = −µ81 +
ε1

8π

(

E2
1 − 2(n, E1)

2
)

− ε2

8π

(

E2
2 − 2(n, E2)

2
)

— давление электрического поля на поверхность струи;

Pσ (r, t) = div n(r, t), n(r, t) =
∇F(r, t)
|∇F(r, t)|

∣

∣

∣

∣

F(r,t)=0

— давление капиллярных сил (Лапласовское); n и τ —

орты нормали и касательной к возмущенной поверхно-

сти струи.

Кроме приведенных условий должно выполняться до-

полнительное требование постоянства объема участка

струи, длина которого равна длине волны λ:

z 0+λ
∫

z 0

2π
∫

0

1+ξ(ϕ,z ,t)
∫

0

r dr dϕ dz = πλ.
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Скаляризация задачи

С учетом идеальности и несжимаемости жидкостей,

которыми моделируются капля и среда, воспользуемся

моделью потенциального волнового движения жидко-

стей, в рамках которой можно ввести гидродинамиче-

ские потенциалы поля скоростей ψ j(r, t):

U j(r, t) = ∇ψ j(r, t) ( j = 1, 2).

В силу выписанных выше уравнений напряженности

электрического поля также можно представить через

электрические потенциалы 8 j(r, t):

E j(r, t) = −∇8 j(r, t) ( j = 1, 2).

Потенциалы ψ j(r, t) и 8 j(r, t) будут являться решени-

ями уравнений:

1ψ1(r, t) = 0, 1ψ2(r, t) = 0,

181 = −4πµ

ε1
, 182(r, t) = 0,

удовлетворять условиям ограниченности:

r → 0 : ψ1(r, t) → 0, |81(r, t)| < ∞,

r → ∞ : ψ2(r, t) → −Uz , 82(r, t) → 0,

и выписанным выше условиям на границе раздела сред.

Введение потенциалов скоростей позволяет проинте-

грировать уравнения Эйлера и получить выражения для

давлений в обеих средах

P1(r, t) = −∂iψ1(r, t) − 1

2

(

∇ψ1(r, t)
)2

+ C1,

P2(r, t) = −ρ2∂tψ2(r, t) − ρ2

2

(

∇ψ2(r, t)
)2

+ C2,

где C j — константы интегрирования.

Решение задачи

Искомые функции представим в виде разложений

по малому параметру — безразмерной амплитуде вол-

нового возмущения поверхности [21], как это было

проделано в [15]

ξ(ϕ, z , t) = ξ (1)(ϕ, z , t), ψ1(r, ϕ, z , t) = ψ
(1)
1 (r, ϕ, z , t),

ψ2(r, ϕ, z , t) = ψ
(0)
2 (z ) + ψ

(1)
2 (r, ϕ, z , t),

81(r, ϕ, z , t) = 8
(0)
1 (r) + 8

(1)
1 (r, ϕ, z , t),

82(r, ϕ, z , t) = 8
(0)
2 (r) + 8

(1)
2 (r, ϕ, z , t),

P1(r, ϕ, z , t) = P(0)
1 + P(1)

1 (r, ϕ, z , t),

P2(r, ϕ, z , t) = P(0)
2 + P(1)

2 (r, ϕ, z , t),

верхний индекс (в скобках) указывает порядок малости

слагаемого.

Разделяя задачу по порядкам малости, найдем в нуле-

вом порядке по аналогии с [15]

8
(0)
1 (r) = −πµ

ε1
r2, 8

(2)
2 (r) = −2πµ

ε2
ln(r),

ψ
(0)
2 (z ) = −Uz , P(0)

1 = p0 −
1

2
ρ2U

2,

P(0)
2 = p0 −

1

2
ρ2U

2 + 1− πµ2

2

(ε1 + ε2)

ε1ε2
,

где p0 — заданное гидростатическое давление в среде.

Это решение характеризует исходную равновесную си-

туацию.

В первом порядке малости неизвестные функции

будем искать в виде

8
(1)
1 (r, ϕ, z , t) =

Im(kr)

Im(k)

(

B1(t) exp(imϕ)

+ B2(t) exp(−imϕ)
)

exp(ikz ) + k.c.;

8
(1)
2 (r, ϕ, z , t) =

Km(kr)

Km(k)

(

A1(t) exp(imϕ)

+ A2(t) exp(−imϕ)
)

exp(ikz ) + k.c.;

ψ
(1)
1 (r, ϕ, z , t) =

Im(kr)

Im(k)

(

F11(t) exp(imϕ)

+ F12(t) exp(−imϕ)
)

exp(ikz ) + k.c.;

ψ
(1)
2 (r, ϕ, z , t) =

Km(kr)

Km(k)

(

F21(t) exp(imϕ)

+ F22(t) exp(−imϕ)
)

exp(ikz ) + k.c.

В записанных выражениях Ik(kr) и Km(kr) — мо-

дифицированные цилиндрические функции первого и

второго рода порядка m [22], k — волновое число,

m — азимутальное число, аббревиатура k.c. обозначает

слагаемые, комплексно сопряженные к выписанным.

В аналогичном виде представим и выражение для

возмущения формы поверхности струи

ξ (1)(ϕ, z , t) =
(

α1(t) exp(imϕ) + α2(t) exp(−imϕ)
)

× exp(ikz ) + k.c.

Подставив выражения для искомых потенциалов и для

возмущения поверхности струи в граничные условия,

после несложных расчетов найдем дисперсионное урав-

нение задачи, как это было сделано в [15], в виде

ω2 + 2ωkUγ(m, k) − ω2
0 = 0. (1)
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ω2
0 ≡ g(m, k)

(

1−ρ2 g(m,k)
h(m,k)

)

(

k2+m2−1+
πµ2

(

ε1g(m, k)−ε2h(m, k)
)

×
(

4−g(m, k)

(

3− ε1

ε2

)

+ h(m, k)

(

3− ε2

ε1

)

+
(ε1−ε2)2
ε1ε2

× g(m, k)h(m, k)

)

+
k2U2ρ2

h(m, k)

)

,

γ(m, k) ≡ ρ2g(m, k)

h(m, k) − ρ2g(m, k)
.

Корни уравнения (1) легко выписываются:

ω = −ω1 ≡ −kUγ(m, k) −
√

k2U2γ(m, k)2 + ω2
0,

ω = ω2 ≡ −kUγ(m, k) +
√

k2U2γ(m, k)2 + ω2
0 . (2)

Обсуждение полученных результатов

Рассмотрим осесимметричные (m = 0) волновые воз-

мущения поверхности струи (границы раздела сред).
В отсутствие электрического заряда поверхность струи

всегда неустойчива по отношению к осесимметричным

волнам с волновыми числами k < 1, т. е. с длинами,

превышающими длину окружности недеформированно-

го сечения струи (λ > 2π), поскольку потенциальная

энергия сил поверхностного натяжения цилиндрической

струи превышает потенциальную энергию совокупности

сферических капель, на которые разобьется струя [23].
В то же время капиллярные волны на поверхности

струи с безразмерными волновыми числами, большими

единицы (k > 1), устойчивы. Наличие у струи заряда

и тангенциального скачка поля скоростей на границе

раздела с окружающей средой являются дестабилизиру-

ющими факторами, приводящими к расширению диапа-

зона неустойчивых волн и к увеличению инкрементов

нарастания амплитуд волн в зонах их неустойчивости.

На рис. 1, a представлены зависимости реальной и

мнимой частей частот волн на поверхности незаряжен-

ной струи −ω1, ω2, от волнового числа k при разных

значениях скорости движения U . Отметим, что области,

в которых мнимые части частот отличны от нуля,

являются зонами неустойчивости. Величина мнимой

части частоты определяет инкремент, характеризующий

скорость нарастания амплитуды неустойчивой волны.

Кривые 1–3 и 7–9 соответствуют частотам, кри-

вые 4–6 — инкрементам волн. Совпадающая с осью

абсцисс линия 9 соответствует нулевой частоте. Вет-

ви 7–9 описывают реальную часть полной частоты и

соответствуют первому слагаемому в (2) (стоящему

вне радикала). Видно, что с ростом волнового числа

(т. е. с уменьшением длины волны) частоты увеличива-

ются. Увеличение скорости приводит как к расширению

диапазона волновых чисел неустойчивых волн, так и к

росту их инкрементов (линии 4–6).
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Рис. 1. Зависимости реальной и мнимой частей частот

капиллярных волн на поверхности заряженной струи при

различных значениях объемных зарядов, рассчитанные при

ρ2 = 0.5, ε1 = 80, ε2 = 1: a — µ = 0, b — µ = 1. U = 0 —

сплошные линии, U = 1 — штриховые линии, U = 1.5 —

штрихпунктирные линии. Все физические величины здесь и

ниже приводятся безразмерными.

На рис. 1, b представлены такие же зависимости как на

рис. 1, a, но для заряженной струи. Несложно видеть, что

появление заряда на струе приводит к возникновению

области устойчивости при малых значениях волновых

чисел. Нумерация кривых такая же, как на рис. 1, a.

Вновь появившаяся ветвь 10 соответствует частоте и

обязана своим происхождением появлению на струе

заряда. Из сравнения рис. 1, a и b видно, что, кроме

появления ветви 10 отличный от нуля заряд приводит

к расширению зон неустойчивости и к их смещению в

сторону коротких волн.

Нужно отметить, что малые значения волнового чис-

ла соответствуют большим длинам волн, и, говоря о

капиллярных волнах на поверхности струи, следует

ограничивать рассмотрение волнами с длинами поряд-

ка капиллярной постоянной рассматриваемой жидкости

(λ <
√

gρ1/σ , где g — ускорение свободного падения).
И хотя g не входит в используемую математическую мо-

дель, капиллярная постоянная может служить маркером,

отмечающим область капиллярных явлений. На графи-

ках зависимости, рассчитанные в области k ≪ 1, при-
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Рис. 2. Зависимости реальной и мнимой частей частот

капиллярных волн от величины скорости движения струи U ,

рассчитанные при k = 1.5, ρ2 = 0.5, ε1 = 80, ε2 = 1; µ = 0 —

сплошные линии; µ = 0.5 — штриховые линии.

водятся чисто с иллюстративными целями, чтобы про-

демонстрировать качественный их ход при изменении

физических параметров.

Как следует из рис. 1, учет влияния материальной

внешней среды и относительного движения струи, при-

водит к тому, что в области неустойчивости волн (в об-

ласти, где инкремент отличен от нуля) реальная часть

частоты, равная нулю при U = 0, становится отличной

от нуля, что соответствует колебательному характеру

развития неустойчивости. Это является характерной

чертой неустойчивости типа Кельвина−Гельмгольца, вы-

зываемой тангенциальным скачком поля скоростей на

границе раздела сред. Видно, что с ростом скорости U
увеличиваются и характерные размеры области неустой-

чивости.

Используемое в расчетах значение плотности окру-

жающей среды ρ2 принято сравнимым по величине с

плотностью жидкости струи ρ1, но сделано это только

ради наглядности. Если взять значение ρ2 соответству-

ющим газу, например, ρ2 ≈ 0.001, то в качественном

отношении приведенные зависимости останутся преж-

ними, но станут столь мелкомасштабными, что на гра-

фиках изобразить их разборчиво будет проблематично

(поскольку, как видно из (2), разные слагаемые станут

несоразмерными по величине).

На рис. 2 для волны с волновым числом k = 1.5

при разных значениях объемной плотности заряда пред-

ставлены зависимости вещественных и мнимых частей

частот от величины скорости движения струи U . Кри-

вые 1, 2, 5 соответствуют частотам, кривые 3, 4 — ин-

крементам. Угол наклона линии 5, согласно (2), опре-
деляется волновым числом k и плотностью окружаю-

щей среды. Видно, что увеличение объемной плотности

заряда приводит к уменьшению частот в зоне устойчи-

вости (кривые 1, 2), а также к снижению критического

значения скорости, при котором начинается развитие

неустойчивости, и росту величины инкремента в области

неустойчивости.

К аналогичным выводам приводят и зависимости ве-

щественных и мнимых частей частот (инкрементов) от

величины объемной плотности заряда для разных вол-

новых чисел, представленные на рис. 3. Кривые 1, 2, 5, 6

соответствуют частотам, кривые 3, 4 инкрементам. Вид-

но, что с ростом волнового числа критическое для

реализации неустойчивости значение плотности заряда

увеличивается, растет и величина частоты, описываемой

ветвью 6 (по сравнению с ветвью 5). Увеличение

объемной плотности заряда µ приводит к уменьшению

вещественных частей частот в зоне устойчивости (кри-
вые 1, 2) и к увеличению мнимых их частей в области

неустойчивости (кривые 3, 4).
На рис. 4 представлены зависимости, отражаю-

щие влияние диэлектрической проницаемости жидкости

m
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Рис. 3. Зависимости реальной и мнимой частей частот ка-

пиллярных волн от величины объемного заряда для различных

волновых чисел, рассчитанные при U = 1.5, ρ2 = 0.5, ε1 = 80,

ε2 = 1: k = 1.5 — сплошные линии, k = 2 — штриховые

линии.
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Рис. 4. Зависимости реальной и мнимой частей частот

капиллярных волн от величины волнового числа, рассчитанные

при U = 1, ρ2 = 0.5, ε2 = 1, µ = 1 и различных значениях

диэлектрической проницаемости жидкости струи: ε1 = 80 –
сплошные линии, ε1 = 10 — штриховые линии, ε1 = 3 —

штрихпунктирные линии.
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Рис. 5. Зависимости реальной и мнимой частей частот

капиллярных волн от величины волнового числа, рассчитанные

при µ = 1, ρ2 = 0.5, ε1 = 80, U = 1 и различных значениях

диэлектрической проницаемости среды: ε2 = 1 — сплошные

линии, ε2 = 2 — штриховые линии, ε3 = 3 — штрихпунктир-

ные линии.

струи на устойчивость ее поверхности. Кривые 1–3, 7–10

соответствуют частотам волн, кривые 4–6 — их инкре-

ментам. Можно заметить, что уменьшение ε1 сужает

диапазон неустойчивых волн и приводит к снижению ве-

личины инкремента неустойчивости волн с фиксирован-

ным волновым числом. Интересно, что в области малых

волновых чисел (начиная от k = 0) появляется область

устойчивых волн, расширяющаяся при уменьшении ε1.

На рис. 5 приведены зависимости от волнового числа,

указывающие на наличие влияния диэлектрической про-

ницаемости среды ε2 на устойчивость волн. Отметим,

что в отличие от предыдущего случая, не уменьшение, а

увеличение ε2 уменьшает геометрические размеры зон

неустойчивости и величины инкрементов. Нумерация

кривых такая же, как на предыдущем рисунке (кри-
вые 8–10 пронумерованы совместно, ввиду нехватки

места.)

Обратим внимание, что такой фактор, как изменение

диэлектрических проницаемостей струи и среды, играет

роль только при отличном от нуля значении объемного

заряда.

На рис. 6 представлены зависимости вещественных

и мнимых частей частот от величины диэлектрической

проницаемости жидкости струи ε1 при различных зна-

чениях волнового числа. Кривые 1, 2, 6, 7 соответствует

частотам волн, кривые 3–5 — инкрементам. Видно,

что при увеличении ε1 абсолютные значения веще-

ственных частей частот уменьшаются, либо неизменны,

а значения мнимых частей частот — увеличиваются

(линия 5 соответствует нулевому инкременту). Рост

амплитуды волны с k = 1.5 (сплошные линии) всегда

периодический (так как и вещественная, и мнимая части

частоты отличны от нуля). Волна с k = 2.5 (штриховые

линии) при малых значениях диэлектрической проницае-

мости струи (ε1 < 4) устойчива, а при ε1 > 4 становится

неустойчивой (ее амплитуда периодически нарастает).

Волна с k = 3.5 (штрихпунктирные линии) устойчивы

во всем представленном диапазоне изменения ε1.

На рис. 6 приведены данные для ε1 < 15, которые

указывают на основные тенденции вариации представ-

ленных зависимостей. Отметим, что тенденции остаются

прежними, и при увеличении ε1 до значения ε1 = 80

линии 5–7 остаются прямыми, кривые 2 слабо умень-

шаются, а кривые 3, 4 слабо увеличиваются.

На рис. 7 представлены зависимости вещественных

и мнимых частей частот от величины диэлектрической

проницаемости внешней среды ε2 при различных зна-

чениях волнового числа. Кривые 1–3, 8, 9 соответствуют

частотам волн, кривые 4–7 — их инкрементам (нуле-
вой инкремент 6 для волны с k = 3.5, правее точки

ε2 ≈ 1.34, перекрывается сверху нулевым инкрементом

волны с k = 2.5, а при ε2 > 3.65 перекрывается вет-

вью 7, соответствующей нулевому инкременту волны

с k = 1.5). Из рисунка видно, что при увеличении ε2
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Рис. 6. Зависимости реальной и мнимой частей частот капил-

лярных волн от ε1, рассчитанные при µ = 1, ρ2 = 0.5, ε2 = 1,

U = 1 и различных значениях волнового числа: k = 1.5 —

сплошные линии, k = 2.5 — штриховые линии, k = 3.5 —

штрихпунктирные линии.
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Рис. 8. Зависимость волнового числа наиболее неустойчивой

волны от объемной плотности заряда µ, рассчитанная при

ρ2 = 0.5, ε1 = 80, ε2 = 1, U = 1.5.

величины инкрементов (линии 4, 5) уменьшаются, часто-

ты в зоне устойчивости (ветви 1–3) увеличиваются, в то

время как частоты в области неустойчивости (ветви 8, 9)
практически не зависят от ε2. Амплитуда волны с

k = 1.5 (сплошные линии) растет колебательным обра-

зом при значениях ε2 < 3.65, амплитуда волны с k = 2.5

(штриховые линии) нарастает колебательным образом

при ε2 < 1.34, амплитуда волны с k = 3.5 не изменяется,

т. е. волна устойчива во всем представленном диапазоне

изменения диэлектрической проницаемости среды ε2.

За пределами указанного на рис. 7 диапазона из-

менения ε2 все кривые остаются почти неизменными,

параллельными оси абсцисс.

Распад струи при реализации неустойчивости опреде-

ляется волной с максимальной величиной инкремента, а

сам инкремент — величиной радикала в выражениях (2).
Появление мнимой части частоты происходит при пере-

ходе выражения, стоящего под радикалом, через нуль в

область отрицательных значений.

Чтобы при заданных физических параметрах найти

волновое число наиболее неустойчивой волны, следует

найти производную от радикала по волновому числу и

приравнять ее нулю. Но, поскольку в (2) выражение под

радикалом содержит волновое число в качестве аргумен-

та цилиндрических функций, получить аналитическое

выражение для волнового числа наиболее неустойчивой

волны не представляется возможным. Однако это можно

сделать численно, с использованием пакетов программ

типа Mathematica или Maple. На рис. 8 приведена рас-

считанная таким образом зависимость kmax от величины

объемной плотности заряда струи µ. Видно, что с

увеличением µ волновое число наиболее неустойчивой

волны растет (длина волны уменьшается) примерно по

параболическому закону.

Расчеты показывают, что качественно сходным обра-

зом (увеличивается по степенному закону) ведет себя

kmax с ростом U . Так, для незаряженной струи при

увеличении скорости от U = 0 до kmax увеличивается

от ≈ 0.7 до ≈ 1.25, а для заряженной (при µ = 0.5) —

от ≈ 0.88 до ≈ 1.25.

При увеличении диэлектрической проницаемости

жидкости струи kmax слабо растет. При увеличении

диэлектрической проницаемости среды от ε2 = 1 до 3

при фиксированном значении ε1 = 80 kmax уменьшается

от ≈ 2.5 до ≈ 1.5; при ε1 = 10 уменьшается от ≈ 2.2

до ≈ 1.5.

Для не осесимметричных мод (m = 1, 2, . . .) зависи-

мости, аналогичные приведенным выше, качественно им

подобны и отличаются в основном количественно.

Отличие решаемой задачи от рассмотренной в [15] в
различии электропроводностей жидкостей струи: в [15]
рассмотрена идеально проводящая жидкость, а в данном

случае — диэлектрическая. Модели идеально прово-

дящей и диэлектрической жидкостей характерны тем,

что время максвелловской релаксации для первой бес-

конечно мало, а для второй бесконечно велико. Эти

модели могут быть использованы для расчета устой-

чивости струй хорошо и плохо проводящих реальных

жидкостей, конкретные примеры которых можно найти

в [24], (см. также [25]).

Заключение

Скорость движения струи относительно материальной

среды и объемная плотность заряда являются деста-

билизирующими факторами. Увеличение их значений

расширяет диапазон неустойчивых волн и увеличива-

ет инкременты нарастания неустойчивости. Совместное

влияние этих факторов приводит к взаимному снижению

их критических для реализации неустойчивости значе-

ний. Изменение диэлектрических проницаемостей струи

и среды оказывает противоположное влияние на вол-

новые возмущения: уменьшение проницаемости струи и

увеличение проницаемости среды стабилизируют волны.

Увеличение скорости и объемной плотности заряда

приводит к росту волнового числа наиболее неустой-

чивой волны, т. е. к уменьшению ее длины и, как след-

ствие, к уменьшению длины нераспавшейся части струи.

Изменение диэлектрических проницаемостей струи и

среды по-разному влияет на волновое число наиболее

неустойчивой волны: увеличение диэлектрической про-

ницаемости струи приводит к его слабому росту, а ди-

электрической проницаемости среды — к монотонному

убыванию.
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