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Рассмотрены стационарные дрейфовые состояния электронного потока в плоском промежутке, заполнен-

ном двуслойным диэлектриком. Получены точные математические формулы, описывающие распределения

электростатического потенциала и предельного тока электронного потока, ограниченного собственным

пространственным зарядом (обобщенный закон Мотта–Гёрни для двуслойного диода).
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Введение

Закон Мотта–Гёрни (ЗМГ) дает значение предель-

ной плотности тока частиц, ограниченной их собствен-

ным пространственным зарядом, в плоском промежут-

ке, когда движение частиц имеет дрейфовую природу:

v = µEsignq, где v — скорость частиц, q — их заряд,

µ — их подвижность, а E — напряженность электриче-

ского поля [1,2].

ЗМГ имеет важное значение для твердотельной элек-

троники и описывает электронный транспорт в неметал-

лических кристаллах [3,4], в полупроводниках [5,6] и в

органических светоизлучающих микроструктурах [7–9].

В связи с расширением областей применения мно-

гослойных твердотельных микроструктур представляет

интерес обобщить ЗМГ на случай многослойных проме-

жутков [10]. В настоящей работе впервые рассмотрена

такая задача и получено аналитическое выражение ЗМГ

в двуслойном промежутке, которое необходимо для

расчета электронного транспорта в двуслойных струк-

турах [11].

1. Постановка задачи и геометрия

Известно, что если плоский промежуток с зазором d
и напряжением U0 заполнен однородным диэлектриком

с диэлектрической постоянной ε, и электроны проходят

этот промежуток дрейфовым образом, то плотность

тока по ЗМГ в таком промежутке будет иметь вид

(в системе СГС):

JMG =
9

32

εµ

π

U2
0

d3
. (1)

Возникает вопрос: каков будет результат, если рас-

сматривать неоднородный промежуток?

Рассмотрим, например, промежуток, заполненный

двумя однородными слоями диэлектрика c диэлектриче-

скими постоянными ε1 и ε2, так, как показано на рис. 1,

причем электроны в них могут дрейфовать с подвижно-

стями µ1 и µ2 соответственно. Будем также считать, что

к промежутку приложено постоянное напряжение U0,

толщины 1-го и 2-го слоев равны соответственно d1 и d2.

Предположим, что к промежутку приложено продольное

однородное магнитное поле настолько сильное, что

траектории электронов прямолинейны.

Целью настоящей работы является вывод точной

формулы для предельной плотности тока МГ в таком

двуслойном диоде и ее анализ. Для реализации цели

здесь используется метод частичных областей, когда сна-

чала находятся решения для распределения потенциала

в каждом слое отдельно, а затем решения сшивают-

ся на границе между слоями. А на заключительном

этапе решения задачи получается предельное значение

плотности тока, при котором реализуется найденное

распределение потенциала. Этот метод был применен
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Рис. 1. Геометрия двуслойного промежутка.
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нами ранее при выводе обобщенного закона Чайльда–
Ленгмюра в двуслойном диоде [12].

2. Исходные уравнения и граничные
условия

Исходные уравнения задачи включают в себя уравне-

ние Пуассона, уравнение непрерывности и дрейфовое

уравнение. В стационарной форме эти уравнения дают

(также в системе СГС):

d2ϕ1,2

dx2
= −

4πρ1,2

ε1,2
, (2)

J = −ρ1,2v1,2, (3)

v1,2 = µ1,2
dϕ1,2

dx
, (4)

где J — плотность тока, ϕ1,2 — электростатический

потенциал в 1-м и 2-м слое, ρ1,2 и v1,2 — плотность

заряда и скорость электронов в этих слоях, e и m —

заряд и масса электрона.

Граничные условия для этих уравнений таковы:

ϕ1|x=0 = 0, ϕ2|x=d1+d2
= U0, ϕ1|x=d1

= ϕ2|x=d1
,

dϕ1

dx

∣

∣

∣

x=0
= 0, и ε1

dϕ1

dx

∣

∣

∣

x=d1

= ε2
dϕ2

dx

∣

∣

∣

x=d1

, (5)

из которых 4-е условие представляет собой равенство

нулю электрического поля в плоскости эмиссии в ре-

жиме ограничения плотности тока пространственным

зарядом электронов [2,5].

3. Вывод формулы для распределений
потенциала в слоях и предельной
плотности тока ЗМГ

3.1. Решение для 1-го слоя

Рассмотрим профиль потенциала в 1-м слое. Исклю-

чая v1 из уравнений (3) и (4), получим

ρ1 = −
J

µ1
dϕ1

dx

. (6)

Затем (6) подставляем в уравнение Пуассона (2). Тогда
получим следующее дифференциальное уравнение:

d2ϕ1

dx2
dϕ1

dx
=

4πJ
ε1µ1

. (7)

Проинтегрируем (7) при соответствующих граничных

условиях из (5)
(

dϕ1

dx

)2

=
8πJ
ε1µ1

x. (8)

Извлекая квадратный корень и затем интегрируя,

выразим пространственное распределение потенциала в

1-м слое

ϕ1(x) =
4

3

(

2πJ
ε1µ1

)1/2

x3/2. (9)

3.2. Решение для 2-го слоя

Для 2-го слоя получим аналогично (7)

d2ϕ2

dx2
dϕ2

dx
=

4πJ
ε2µ2

. (10)

Проинтегрируем (10) при соответствующих гранич-

ных условиях из (5)

(dϕ2/dx)
∫

(dϕ2/dx)|x=d1

[(

dϕ2

dx

)2]

=
8πJ
ε2µ2

x
∫

d1

dx. (11)

Пользуясь условиями на границе двух слоев из (5),
уравнение (11) можно переписать в следующем виде:

(

dϕ2

dx

)2

=
8πJ
ε2µ2

[

x + d1

(

ε1

ε2

µ2

µ1
− 1

)]

. (12)

Дифференциальное уравнение легко интегрируется

ϕ2
∫

ϕ2|x=d1

dϕ2 =

√

8πJ
ε2µ2

x
∫

d1

√

x + d1

(

ε1

ε2

µ2

µ1
− 1

)

dx. (13)

Тогда получим

ϕ2(x) =
4

3

√

2πJ
ε1µ1

{

d3/2
1

[

1−

(

ε1

ε2

)2
µ2

µ1

]

+

(

ε1

ε2

µ1

µ2

)1/2[

x + d1

(

ε1

ε2

µ2

µ1
− 1

)]3/2}

. (14)

Формула (14) описывает искомое распределение по-

тенциала во 2-м слое.

3.3. Вывод формулы предельной плотности
тока MG

Снова вернемся к дифференциальному уравне-

нию (12). Ранее мы его интегрировали с переменным

верхним пределом (13). Здесь опять проинтегрируем

его, но уже с постоянными пределами интегрирования.

U0
∫

ϕ2|x=d1

dϕ2 =

√

8πJ
ε2µ2

d1+d2
∫

d1

√

x + d1

(

ε1

ε2

µ2

µ1
− 1

)

dx, (15)

в результате чего получим

JMG=
9ε1µ1U2

0

32πd3
1

×

{

1 +

(

ε1

ε2

)2
µ2

µ1

[(

d2

d1

ε2

ε1

µ1

µ2
+ 1

)3/2

− 1

]}−2

. (16)

Эта точная формула является основным результатом

настоящей работы.
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Рис. 2. Распределение электрического потенциала в двуслойном промежутке с электронным пучком и без него (везде при d1 = 5,

d2 = 7, U0 = 100): a — при ε1 < ε2, µ1 < µ2 (ε1 = 2, ε2 = 5, µ1 = 40, µ2 = 90), b — при ε1 > ε2, µ1 < µ2 (ε1 = 9, ε2 = 5, µ1 = 40,

µ2 = 90), c — при ε1 > ε2, µ1 > µ2 (ε1 = 9, ε2 = 5, µ1 = 90, µ2 = 40), d — при ε1 < ε2, µ1 > µ2 (ε1 = 2, ε2 = 5, µ1 = 90, µ2 = 40).

3.4. Предельный переход

Для проверки полученной формулы предельной плот-

ности тока MG в двуслойном диоде (16) можно вычис-

лить, например, ее предел при ε2 → ε1, µ2 → µ1. Это

дает

lim
ε1→ε2
µ1→µ2

JMG =
9ε1µ1U2

0

32π(d1 + d2)3
, (17)

что по смыслу совпадает с (1).

3.5. Распределение потенциала в промежутке

Для анализа полученного решения полезно построить

графики распределения электрического потенциала в

диоде и сравнить их с распределениями в отсутствие

электронного пучка.

Распределение потенциала в отсутствие пучка легко

получить как решение уравнения Лапласа и граничных

условий. Это дает [12]







ϕ1(x) =
ϕ′

bx

d1
, 0 ≤ x ≤ d1,

ϕ2(x) = ϕ′
b +

(U0 −ϕ′

b)(x − d1)

d2
, d1 ≤ x ≤ d1 + d2,

(18)

где ϕ′
b — потенциал на границе между слоями в

отсутствие пучка

ϕ′
b =

U0

1 + ε1
ε2

d2

d1

. (19)

Графики распределений потенциала (9), (14) и (19)
для различных соотношений между ε1 и ε2, а также

между µ1 и µ2 показаны на рис. 2. На них хорошо

видны изломы профилей потенциала на стыке слоев

и провисание потенциала благодаря пространственному

заряду.

Заключение

В настоящей работе рассмотрено стационарное состо-

яние электронного потока в плоском промежутке, запол-

ненном двуслойным диэлектриком. Получены точные

математические формулы, описывающие распределения

электростатического потенциала и предельного тока

дрейфующих электронов, ограниченного собственным

пространственным зарядом (ЗМГ для двуслойного про-

межутка).

Полученная формула может быть полезна для расче-

тов электронного транспорта, например, через двуслой-

ные органические светоизлучающие структуры.
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