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1. Введение

В последнее время исследованию фазовых переходов

(ФП), критического поведения и термодинамических

свойств (ТС) низкоразмерных систем уделяется зна-

чительное внимание. Интерес к таким системам сти-

мулируется большим количеством экспериментальных

работ на квазиодномерных и квазидвумерных магнитных

системах [1–11]. В настоящей работе нами проведены

высокоточные исследования двумерной модели Изинга

на решетке Кагоме с учетом взаимодействия вторых

ближайших соседей. Модель Изинга на решетке Кагоме

может быть применена для описания ряда двумерных

материалов, в которых наблюдаются необычные тем-

пературные зависимости различных термодинамических

параметров. Спиновые системы, имеющие решетку Ка-

гоме, вследствие особой геометрии часто оказываются

сильно фрустрированными. В таких системах основное

состояние оказывается сильно вырожденным и часто

не происходит упорядочения даже при самых низких

температурах, вплоть до абсолютного нуля [1,2].

В спиновых системах на решетке Кагоме при учете

обменных взаимодействий только между ближайшими

соседями ФП в магнитoупорядоченное состояние не

реализуется ни при каких конечных значениях тем-

пературы. Учет обменных взаимодействий следующих

ближайших соседей частично снимает вырождение и

может привести к возникновению ФП при отличных

от нуля температурах [3]. Тем не менее, поскольку

эффекты фрустраций все еще имеют место, процесс

упорядочения и стабилизации структур, в отличие от

нефрустрированных систем, замедлен [4].

Влияние фрустраций, возникающих при конкуриру-

ющих взаимодействиях, обусловленных геометрией ре-

шетки, на ФП, термодинамические, магнитные и крити-

ческие свойства спиновых систем исследовано в рабо-

тах [5–8]. Авторами исследованы явления возникновения

и исчезновения фрустраций в зависимости от величины

внешнего магнитного поля, знаков констант обменного

взаимодействия ближайших и следующих соседей J1 и

J2 и величины их отношения r = J2/J1.

Несмотря на достигнутые успехи, на сегодняшний

день все еще остаются открытыми некоторые вопросы,

касающиеся ФП, критических, термодинамических и

магнитных свойств спиновых систем с фрустрациями.

Следует иметь в виду, что при исследовании таких

систем очень важно знать, что в системе может су-

ществовать огромное количество состояний с низкой

энергией, близкой к энергии основного состояния. Эти

состояния благодаря своей большой энтропии могут

вносить конечный вклад в термодинамику даже в пре-

деле низких температур.

Модель Изинга на решетке Кагоме является одной из

интенсивно исследуемых в последние годы фрустриро-

ванных моделей [9]. Данная модель является примером

геометрически фрустрированной системы. В этой моде-

ли с взаимодействиями ближайших соседей в основном

состоянии энтропия, приходящаяся на один спин, отлич-

на от нуля [10]. Поэтому в данной системе ФП отсут-

ствует при любой конечной температуре. Это связано с

тем, что спиновое упорядочение сильно подавлено из-

за эффектов фрустраций. Однако учет взаимодействий

следующих ближайших соседей стабилизирует спиновое

состояние, и в системе возможно упорядочение и наблю-

дается ФП [4,9].

В связи с этим, в настоящем исследовании нами

рассматривается двумерная антиферромагнитная модель

Изинга на решетке Кагоме с учетом взаимодействий

следующих ближайших соседей. Кроме того, интерес

к этой модели обусловлен тем, что она может быть

использована для описания реальных материалов и со-

единений [12–17].
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Поэтому для лучшего понимания термодинамическо-

го поведения систем с конкурирующими взаимодей-

ствиями существует необходимость проведения допол-

нительных более точных исследований антиферромаг-

нитной модели Изинга на решетке Кагоме с учетом вза-

имодействия следующих ближайших соседей с исполь-

зованием дополнительных современных идей и методов.

Исследование этой модели позволит получить ответ

на ряд вопросов, связанных с характером магнитного

упорядочения при низких температурах и природой ФП.

2. Модель и метод исследования

Модель Изинга на решетке Кагоме с учетом взаимо-

действий как первых так и вторых ближайших соседей

описывается следующим гамильтонианом [18]:

H = J1

∑

〈i, j〉

(Si · S j) +
∑

〈i,l〉

(Si · Sl), (1)

где Si, j,l = ±1 — изинговский спин. Первый член в фор-

муле (1) учитывает антиферромагнитное обменное вза-

имодействие ближайших соседей с константой J1 > 0, а

второй — ферромагнитное взаимодействие следующих

соседей с константой J2 < 0. В настоящей работе нами

рассмотрен случай J1 = 1, J2 = −1.

Cтрого и последовательно на основе микроскопиче-

ских гамильтонианов такие системы могут быть изучены

методами Монте-Карло (МК) [19–25]. В последнее вре-

мя разработано много новых вариантов метода МК. Од-

ним из наиболее эффективных для исследования подоб-

ных систем, особенно в низкотемпературной области,

является алгоритм Ванга−Ландау [26,27]. Данный алго-

ритм является реализацией метода энтропийного моде-

лирования и позволяет рассчитать функцию плотности

состояний системы. Алгоритм Ванга−Ландау основан на

том, что совершая случайное блуждание в пространстве

энергий с вероятностями, обратно пропорциональными

плотности состояний g(E), мы получаем равномер-

ное распределение по энергиям. Подобрав вероятности

переходов так, чтобы посещение всех энергетических

состояний происходило с одинаковой частотой, можно

получить изначально неизвестную плотность состояний

g(E), зная которую можно вычислить значения необ-

ходимых термодинамических параметров при любой

температуре. Так как плотность состояний g(E) очень

быстро растет с увеличением размеров исследуемых

систем, для удобства хранения и обработки больших

чисел пользуются величиной ln g(E).
Алгоритм Ванга−Ландау в настоящей работе был

использован в следующем виде.

Задается произвольная начальная конфигурация спи-

нов. Стартовые значения плотности состояний g(E) = 1,

гистограммы распределений по энергиям H(E) = 0,

стартовый модификационный фактор f = f 0 = e1

≈ 2.71828. Многократно совершаем шаги в фазовом

пространстве, пока не получим относительно плоскую

гистограмму H(E) (т. е. пока не будут посещены

примерно одинаковое количество раз все возможные

энергетические состояния системы). При этом вероят-

ность перехода из состояния с энергией E1 в состояние с

энергией E2 определяется по формуле p = g(E1)/g(E2).
Если переход в состояние с энергией E2 состоялся,

то g(E2) присваивается значение f × g(E2) и H(E2)
увеличивается на единицу, иначе g(E2) присваивается

значение f × g(E1) и H(E1) увеличивается на единицу.

Если гистограмма стала
”
плоской“, то обнуляем

гистограмму H(E) → 0, уменьшаем модификационный

фактор f → √
f и продолжаем снова, пока f ≥ f min.

В нашем случае f min = 1.0000000001.

В стандартную методику алгоритма мы добавили

следующую процедуру, которая в итоге позволяет опре-

делить магнитную структуру основного состояния систе-

мы. Каждый раз при достижении энергетического ми-

нимума нами проводился анализ магнитной структуры

основного состояния. При этом проводилось сравнение

данной конфигурации с полученными ранее, и при

обнаружении новой уникальной конфигурации произ-

водилось ее сохранение в специальной базе данных и

вывод в текстовый файл всей необходимой информации

(координаты каждого спина, его значение, внутренняя

энергия системы и т. д.) а также запись в графический

файл. Данная процедура позволяет избежать дублиро-

вания многократно встречающихся состояний с оди-

наковой магнитной структурой. Таким образом, если

основное состояние не вырождено, то в базе данных

в конце процесса моделирования окажется некоторое

ограниченное количество конфигураций (для ферромаг-

нитной модели Изинга, к примеру, с учетом симметрии

относительно одновременного отражения всех спинов на

решетке в базе окажутся две магнитные конфигурации).
Для фрустрированных систем количество таких конфи-

гураций будет бесконечным, при этом для экономии дис-

кового пространства в памяти сохраняется не более 100

конфигураций. Более подробно алгоритм Ванга−Ландау

изложен в работах [8,28–34].
Таким образом, выполнив последовательность опи-

санных выше действий, можно рассчитать плотность

состояний системы g(E), зная которую, достаточно

легко рассчитать значения любых термодинамических

параметров при любой температуре. В частности, внут-

реннюю энергию U , свободную энергию F , энтропию S
можно вычислить, используя следующие выражения:

U(T ) =

∑

E Eg(E)e−E/kB T

∑

E g(E)e−E/kB T
≡ 〈E〉T , (2)

F(T ) = −kBT ln

(

∑

E

g(E)e−E/kB T

)

, (3)

S(T ) =
U(T ) − F(T )

T
. (4)

Для анализа характера ФП нами был использован

гистограммный метод анализа данных, полученных ме-

тодом МК [33,34]. Расчеты проводились для систем с

Физика твердого тела, 2018, том 60, вып. 6



Плотность состояний и структура основного состояния модели Изинга на решетке Кагоме... 1175

периодическими граничными условиями и линейными

размерами L = 12−120, число частиц в системе при

этом составляло N = 3/4× L × L.

3. Результаты моделирования

Для наблюдения за температурным ходом тепло-

емкости и восприимчивости использовались выраже-

ния [35,36]

C = (NK2)
(

〈U2〉 − 〈U〉2
)

, (5)

χ =







(NK)
(

〈m2〉 − 〈|m|〉2
)

, T < TN,

(NK)〈m2〉, T ≥ TN,
(6)

где K − |J1|/kBT , N — число частиц, U — внутренняя

энергия, m — параметр порядка (U и m являются

нормированными величинами).
Параметр порядка системы вычислялся с помощью

выражения [9]

m =
1

3

(

|m1| + |m2| + |m3|
)

, (7)

где mi — намагниченность в расчете на один спин

подрешетки с номером i .
На рис. 1 приведена магнитная структура основного

состояния для исследуемой модели. Черными кружками

изображены спины, направленные вверх, а светлыми —

направленные вниз. В основном состоянии спины в

одной из трех подрешеток направлены вверх, в другой

подрешетке — вниз, а в третьей — или верх, или вниз.

Как видно из получаемого таким образом рисунка, ос-

новное состояние имеет ферримагнитное упорядочение.

Плотность состояний g(E) для систем с различными

линейными размерами L представлена на рис. 2 (здесь
и далее статистическая погрешность не превышает раз-

меров символов, использованных для построения зави-

симостей, энергия приведена в единицах |J1|/kB). Для
удобства восприятия в виде символов приведены лишь

Рис. 1. Магнитная структура основного состояния.
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Рис. 2. Плотность состояний g(E) для систем с разными

линейными размерами L.
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Рис. 3. Температурные зависимости энтропии S.

некоторые данные, линия проходит через все точки.

Из графика видно, что вырождение основного состояния

в данной системе отсутствует. Мы считаем, что это

обусловлено тем, что в данной модели учитывается

обменное взаимодействие следующих ближайших сосе-

дей, которое может способствовать частичному снятию

вырождения.

Температурные зависимости энтропии S при различ-

ных линейных размерах системы приведены на рис. 3

(здесь и далее температура дана в единицах |J1|/kB).
С увеличением температуры энтропия системы стре-

мится к теоретически предсказанному значению ln 2.

При низких температурах, близких к абсолютному нулю,

энтропия системы стремится к нулю, в то время как для

той же модели с взаимодействиями только ближайших

соседей энтропия стремится к значению, отличному от

нуля. Такое поведение энтропии свидетельствует о вли-

янии взаимодействий следующих ближайших соседей на

ТС-модели.

Физика твердого тела, 2018, том 60, вып. 6
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Рис. 4. Температурные зависимости теплоемкости C .

Рис. 5. Магнитная структура частично упорядоченного состо-

яния.

На рис. 4 представлены температурные зависимости

теплоемкости при различных линейных размерах систе-

мы. Отметим, что в данной модели как для теплоем-

кости, так и для магнитной восприимчивости наблю-

дается необычное поведение, которое характеризуется

наличием двойного пика. На рис. 4 видно, что с увели-

чением линейных размеров решетки наблюдается рост

абсолютных значений максимумов теплоемкости. При

этом двухпиковая структура становится более отчетли-

вой. Такое поведение, видимо, связано с конкуренцией

ближайших и следующих ближайших соседей. Отметим,

что первый максимум обусловлен переходом системы

из упорядоченного состояния в частично упорядоченное

состояние, а второй пик соответствуeт переходу системы

из частично упорядоченного в парамагнитное состояние.

Структура частично упорядоченного состояния при-

ведена на рис. 5. В отличие от структуры на рис. 1, в

данном случае часть узлов, обозначенных на рисунке

темно-серым цветом, будут иметь случайное направле-

ние спинов (или вверх, или вниз). Причем доля направ-

ленных вверх и направленных вниз спинов меняется с

температурой: при температурах ниже точки первого

максимума теплоемкости все спины направлены вверх,

а при достижении температуры второго максимума доля

направленных вверх и вниз спинов выравнивается.

Температурные зависимости параметра порядка m при

различных линейных размерах системы приведены на

рис. 6. Как видно из рисунка, наблюдается необычное

поведение параметра порядка, которое cтановится бо-

лее выраженным с ростом линейных размеров систем.

Эти особенности приходятся на те же значения тем-

ператур, при которых наблюдались два максимума на

графике теплоемкости (рис. 4). Очевидно, что такое

поведение параметра порядка также связано с перехода-

ми упорядоченное состояние−частично упорядоченное

состояние−разупорядоченное состояние.

На рис. 7 приведены гистограммы распределения

энергии для систем с различными линейными разме-

рами. Графики построены в точке, соответствующей

температуре второго максимума теплоемкости. В связи

с тем, что температуры максимумов теплоемкости для
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Рис. 6. Температурные зависимости параметра порядка m.
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Рис. 7. Гистограммы распределения энергии W(E).
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систем с разными линейными размерами отличаются,

на графиках приведены соответствующие максимумам

температуры. Все гистограммы нормированы таким об-

разом, чтобы интеграл от W (E) (суммарная вероят-

ность всех энергетических состояний) равнялся единице.
На графиках мы наблюдаем один пик, что характерно

для ФП второго рода [33,34]. Анализируя наши данные,

можно предположить, что учет ферромагнитных взаимо-

действий следующих ближайших соседей в двумерной

антиферромагнитной модели Изинга на решетке Кагоме

приводит к появлению ФП второго рода и способству-

ет необычному поведению температурной зависимости

термодинамических параметров.

4. Заключение

Исследование фазовых переходов в антиферромаг-

нитной модели Изинга на решетке Кагоме с учетом

взаимодействия вторых ближайших соседей выполне-

но с использованием высокоэффективного алгоритма

Ванга−Ландау методом Монте-Карло. Проведен анализ

структуры основного состояния и обнаружено ферри-

магнитное упорядочение в системе. На основе гисто-

граммного метода проведен анализ характера фазовых

переходов. Показано, что в исследуемой модели на-

блюдается фазовый переход второго рода. Обнаружено

аномальное поведение температурной зависимости тер-

модинамических параметров.
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