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Механизм пластического коллапса наноразмерных кристаллов

с ОЦК-решеткой при одноосном сжатии
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В рамках дислокационно-кинетического подхода, основанного на нелинейном кинетическом уравнении

для плотности дислокаций, предпринята попытка рассмотреть проблему катастрофического пластического

коллапса бездефектных нанокристаллов металлов с ОЦК-решеткой при одноосном их сжатии с постоянной

скоростью деформации. Найдены решения этого уравнения в виде бегущих волн, описывающие процесс

размножения дислокаций по мере движения волны по кристаллу от локального дислокационного источника.

Сравнение теории с результатами экспериментов на бездефектных нанокристаллах Mo показало, что

их сверхвысокая прочность на начальном этапе деформации связана с низкой скоростью нарастания

пластической деформации кристалла по сравнению с ростом ее упругой компоненты. Последующий за этим

пластический коллапс кристалла вызван резким увеличением пластической компоненты, оканчивающийся

достижением равенства скоростей упругой и пластической деформаций.
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1. Введение

Современная тенденция миниатюризации различных

технических устройств требует знания деформационного

поведения элементов устройств с поперечными размера-

ми в микро- и нанодиапазоне. Выполненные в этом на-

правлении исследования показывают, что сопротивление

пластической деформации металлических кристаллов с

размерами поперечного сечения D < 1µm зависит от

размера сечения кристалла [1–3] и наличия в исходном

кристалле дефектов [4–6]. Важное значение имеет также

тип решетки (ГЦК [7,8] или ОЦК [4–6,9–11]) и техно-

логия изготовления кристалла: методом вырезания на

поверхности массивного кристалла micro- и nanopillars

(микро- и наностолбиков) фокусированным ионным пуч-

ком (ФИП) [1,2,7,8] или выращивания металлических

”
усов“ (whiskers) из газовой фазы [12,13].

Эксперименты [1,2,8,9] по пластическому сжатию мик-

ростолбиков металлов с ГЦК решеткой (Cu, Al, Ni, Au)
с сечениями D в диапазоне 100−1000 nm показали, что

их напряжение течения увеличивается с уменьшением

сечения согласно закону σ ∼ D−n, где n = 0.6−1.0 —

показатель чувствительности напряжений к размерному

фактору. Степенной характер этой зависимости соглас-

но [3,14] вызван наличием радиационных дефектов в

виде петель внедрения в приповерхностном слое мик-

ростолбиков при вырезке их ионным пучком [6]. В про-

цессе пластической деформации петли превращаются в

скользящие дислокации с образованием однополюсных

дислокационных источников вблизи поверхности кри-

сталла [15,16].

Что касается металлов с ОЦК-решеткой, то экспери-

менты [2,4–6,9–11] по пластическому сжатию наностол-

биков Mo, W, Nb, Ta и V выявили две особенности их де-

формационного поведения по сравнению с ГЦК-металла-

ми. Это — корреляция между величиной показателя

чувствительности напряжения течения к размерному

фактору и температурой Tc ОЦК-металла, выше которой

напряжение Пайерлса в нем обращается в нуль [17].
Оказалось, что чем выше эта температура, тем меньше

показатель n. Так, для Nb и V Tc ≈ 400K, и величина

показателя n при температуре опыта T = 293K практи-

чески не отличается от величины этого показателя для

ГЦК-металлов [18]. Для Ta, Mo и W критические темпе-

ратуры Tc находятся в интервале 500−800K, и показа-

тель степени n снижается до значений 0.3−0.5. Теорети-

ческий анализ этого эффекта показал [18], что снижение

наступает, когда критическая длина однополюсных дис-

локационных источников LS = δSD, где δS < 1 становит-

ся меньше размера парных перегибов Lk = L0(1− T/Tc),
где параметр L0 определяется параметрами потенци-

ального рельефа Пайерлса. В результате активационная

длина однополюсных дислокационных источников ста-

новится зависящей не только от поперечного сечения

нанокристалла, но и от размера парных перегибов.

Другая особенность пластической деформации на-

нокристаллов металлов с ОЦК-решеткой, обсуждению

механизма которой посвящена настоящая работа, со-

стоит в том, что сжатие [4,6,19] или растяжение [5]
нанокристаллов Mo после отжига в нем дефектов

(дислокаций) сопровождается катастрофическим пласти-

ческим коллапсом нанокристалла. Напряжение начала

коллапса не зависит от поперечного сечения нанокри-

сталла (в интервале D = 300−1000 nm, исследованных

в [4,19]) и достигает высоких значений, µ/26, сопоста-

вимых с сопротивлением кристалла молибдена гомо-

генному сдвигу, µ/8 [20], где µ ≈ 130GPa — модуль

сдвига Mo. Пластические деформации составляют при
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этом величину порядка 50%. Оценки согласно расче-

там [21] показывают, что для генерации дислокаций из

двухполюсного (doubl-ended) источника Франка−Pида

требуется напряжение τ /µ ≈ α(b/LF ) = 1/400 при ве-

личине вектора Бюргерса b = 0.25 nm, α ≈ 1 и длине

источника LF = 400b ≈ 100 nm. В случае однополюсно-

го (single-ended) источника для этого требуется вдвое

меньшее напряжение (α ≈ 0.5). Величина напряжения

Пайерлса в молибдене τP ≈ µ/200 [22] недостаточна

для того, чтобы объяснить высокое сопротивление без-

дефектных кристаллов Mo пластической деформации.

Уровень напряжений µ/26 могут обеспечить не за-

висящие от поперечного размера кристалла двухпо-

люсные источники Франка−Рида с активационной дли-

ной LF = 25b ≈ 60 nm, сопоставимой с длиной дисло-

кационных источников при гомогенном механизме их

образования в кристалле. Согласно [23] критическая

длина Lc образования такого источника определяется

соотношением

Lc =
µb
4πτ

(

2− ν

1− ν

)(

ln

(

Lc

b

)

+ 1

)

, (1)

где ν — коэффициент Пуассона. Подставляя в (1)
ν = 0.33, Lc/b = 25, получаем для критической длины

источника оценку Lc/b = α(µ/τ ), где α ≈ 1 и, следова-

тельно, при Lc = 25b находим, что τ /µ = 1/25.

Образование и действие в нанокристалле одного дис-

локационного источника не может обеспечить катастро-

фический пластический коллапс кристалла. Для этого

требуется более или менее равномерное распределение

некоторой плотности таких источников в объеме кри-

сталла. Второй возможный сценарий — это, когда эмис-

сия дислокаций из одного источника сопровождается их

размножением и образованием волны плотности дисло-

каций (фронта Людерса), движущейся по кристаллу с

величиной локальной пластической деформации (дефор-
мации Людерса εL) порядка 50%. Именно такая ситуация

имеет место при растяжении бездефектных микрокри-

сталлов (
”
усов“) меди диаметром 1−20µm [3,12,13].

Поэтому ниже мы ограничимся анализом этого сценария

для ОЦК нанокристаллов, базируясь на уравнениях и

соотношениях кинетики дислокаций и учитывая особен-

ности пластической деформации металлов с объемно-

центрированной кубической решеткой.

2. Основные уравнения и соотношения

Нагружение кристалла тем или иным способом сопро-

вождается генерацией дислокаций из дислокационных

источников, их размножением и иммобилизацией на

препятствиях, аннигиляцией дислокаций, а при неодно-

родном распределении дислокаций — также их диффузи-

ей. Кинетическое уравнение для плотности дислокаций,

учитывающее эти элементарные кинетические процессы

имеет вид [24–26]

∂ρ(x , t)
∂t

= λDu
∂2ρ

∂x2
+ nV u +

(

1

λm
−

1

λim

)

uρ

+ δ f uρ3/2 − ha uρ2, (2)

где ρ(x , t) — зависящая от координаты x и време-

ни t плотность дислокаций, u — их скорость, λD —

характерное расстояние диффузии дислокаций, nV —

объемная плотность дислокационных источников; λm и

1/δ f ρ
1/2 — расстояние свободного пробега дислокаций

между актами их размножения на препятствиях, соответ-

ственно не деформационного и деформационного (лес
дислокаций) происхождения, δ f ≈ 10−2 — коэффициент,

определяющий вероятность образования рекомбинаци-

онного узла при пересечении дислокаций некомпланар-

ных систем скольжения; λim — расстояние свободного

пробега дислокаций между актами их иммобилизации

на препятствиях не деформационного происхождения,

ha — характерное расстояние аннигиляции винтовых

участков дислокационных петель механизмом микро-

поперечного (micro-slip) скольжения. Уравнение (2) при

nV = 0 применялось ранее для анализа механизма об-

разования неоднородных (ячеистых) дислокационных

структур в кристаллах [24,25]. А также при анализе

механизма формирования ударных пластических волн

при высокоскоростном деформировании кристаллов [26].
При nV = 0 оно относится к типу нелинейных диффе-

ренциальных уравнений, часто встречающихся в задачах

массопереноса, теории горения веществ и при модели-

ровании био- и экоэволюционных процессов. Указанные

уравнения имеют следующий общий вид [27]

∂w(x , t)
∂t

=
∂2w

∂x2
+ a0w + b0w

m + c0w
2m−1 (3a)

и решения типа бегущей волны

w(x , t) =
1

[p + C exp(qt + rx)]
1

m−1

, (3b)

где C — константа интегрирования. Параметры вол-

ны p, q и r зависят от коэффициентов a0, b0 и c0

уравнения (3 a) и находятся из системы алгебраических

уравнений

q0p2 + b0p + c0 = 0,

r2 − (1− m)q + q0(1− m)2 = 0,

r2 − q + (1− m)

(

2a0 +
b0

p

)

= 0. (3c)

При m = 3/2 уравнение (3a) принимает форму урав-

нения (2) (при nV = 0).
Из результатов наблюдений [6,11] следует, что возник-

новению пластического коллапса нанокристаллов Mo

предшествует образование тонкой линии скольжения в

результате эмиссии дислокаций из локального дислока-

ционного источника в середине или на конце кристалла.
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Если расстояние свободного пробега эмитированных ис-

точником дислокаций λ f = 1/δ f
√
ρ больше сечения кри-

сталла D, то механизм размножения дислокаций на дис-

локациях леса не участвует в увеличении плотности дис-

локаций в кристалле. Как показывают оценки, такая си-

туация имеет место в кристаллах с сечениями D < 1µm.

В чистых нанокристаллах эффективное расстояние сво-

бодного пробега дислокаций, генерируемых дислокаци-

онным источником, меньше поперечного сечения кри-

сталла, λm = D/β, где β > 1, поскольку в процессе де-

формации происходит накопление дислокаций в объеме

кристалла. С другой стороны, в отсутствие препятствий

внутри нанокристалла единственным механизмом иммо-

билизации дислокаций является уход дислокаций через

его поверхность с расстоянием свободного пробега

λim = D. Учитывая все эти обстоятельства, вместо урав-

нения (2) имеем следующее редуцированное уравнение

∂ρ(x , t)
∂t

= λDu
∂2ρ

∂x2
+
β − 1

D
uρ − hauρ2. (4a)

В безразмерных переменных ψ = ρ/ρmax, t̄ = t/tm,

x̄ = x/xm оно принимает вид известного уравнения

нелинейной диффузии Колмогорова−Петровс-

кого−Пискунова

∂ψ(x̄ , t̄)
∂ t̄

=
∂2ψ

∂ x̄2
+ ψ − ψ2, (4b)

где ρmax = (β − 1)/bDka , ka = ha/b — коэффициент

аннигиляции винтовых дислокаций разных знаков,

tm = λm/u и xm = (λDλm)1/2. Коэффициенты в правой

части уравнения (4b) согласно (3a) имеют значения:

a0 = 0, b0 = 0 и c0 = −1. В результате, решая

уравнения (3c), находим значения параметров p = 1,

q = −5/6 и r = 1/
√
6. Подставляя их в (3b) и переходя

к размерным переменным, получаем при константе

интегрирования C = p = 1 решение уравнения (4a) для

плотности дислокаций в виде бегущей волны

ρ(x , t) =
ρmax

[

1 + exp
(

x −Ut
w

)

]2
, (5)

где ρmax — плотность дислокаций за фронтом

волны, w(D) =
(

6λDD/(β − 1)
)1/2

и U(D) =
= 5(λD(β − 1)/6D)1/2u — соответственно ширина

фронта и скорость волны.

3. Механизм пластического коллапса

На рис. 1 экспериментальные точки демонстрируют

диаграмму сжатия бездефектного нанокристалла Mo

диаметром 91 nm, длиной (высотой) 313 nm, полученно-

го травлением поверхности массивного кристалла фоку-

сированным ионным пучком и [6]. Деформация нанооб-

разца и отжиг в нем дефектов осуществлялись прямо

в колонне трансмиссионного электронного микроскопа,

что позволяло контролировать дефектную структуру
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Рис. 1. Кривые напряжение−деформация при сжатии нано-

кристалла Mo с поперечным сечением 91 nm. Эксперимен-

тальные точки: квадрат — данные [4], треугольники — [6].
Кривые 1−4 — результаты расчета напряжений согласно

уравнению (6b) c учетом скорости и шириы дислокационного

фронта (8b) при значениях параметра m = 3/2, 5/4, 7/6 и 9/8

соответственно.

кристалла. После отжига кристалл содержал в средней

своей части одиночную дислокационную петлю диамет-

ром около 10 nm. Из диаграммы на рис. 1 видно, что до

деформации 8.8% и напряжения 7.43GPa нанокристалл

деформируется упруго, а затем испытывает катастрофи-

ческое пластическое сжатие и полную потерю механи-

ческой прочности. По оценке авторов плотность дис-

локаций в деформированном кристалле была не мень-

ше 1015 m−2. Эффект катастрофического пластического

”
размягчения“ при упругом напряжении 9.5GPa наблю-

дался также в бездефектных нанокристаллах Mo, полу-

ченных химическим травлением эвтектического сплава

Ni−Al−Mo [4]. Очевидно, что наличие радиационных

дефектов в нанокристалле, приготовленном методом

ФИП, снижает его сопротивление пластической дефор-

мации на порядок, до уровня 1GPa и меньше [1–3], по
сравнению с бездефектным кристаллом. Если отожжен-

ный бездефектный нанокристалл Mo предварительно

продеформировать на 4−10%, то его прочность также

снижается до такого же низкого уровня [4].
При одноосном сжатии нанокристалла с постоянной

скоростью деформации ε̇0 имеем следующее уравнение,

описывающеe эволюцию напряжения сжатия со време-

нем t,

σ (t) = K

[

ε̇0t −
1

L0

L0
∫

0

εpl(x , t)dx

]

, (6a)

где K — модуль упругости (жесткости) системы

кристалл-деформирующее устройство, L0 — начальная

длина (высота) нанокристалла, εpl(x , t)=msmbρ(x , t)λ —

величина пластической деформации согласно соотноше-
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нию Орована, msm — фактор Шмида, λ ≈ D — рассто-

яние свободного пробега дислокаций, вносящее вклад в

деформацию, ρ — плотность дислокаций, определяемая

уравнением (5). Подставляя ее в (6a), получаем урав-

нение для сравнения теории с приведенными на рис. 1

результатами эксперимента

σ (t, D, l0) =

= K











ε̇0t −
(β − 1)msm

ka l0

l0
∫

0

dx
[

1 + exp

(

s −U(D)t
w(D)

)]2











.

(6b)

Интеграл в квадратной скобке формулы (6b) описы-

вает рост пластической компоненты деформации кри-

сталла по мере продвижения волны плотности дис-

локаций по нему. На рис. 1 кривая 1 демонстри-

рует результаты расчета напряжения согласно урав-

нению (6b) при следующих значениях параметров:

K = 100GPa, ε̇0 = V0/L0 = 1.6 · 10−2 s−1, где V0 = 5 nm/s

и L0 = 313 nm соответственно скорость сжатия и вы-

сота (длина) кристалла [6]; β = 4, ms = 0.5 — фактор

Шмида, ka = 3 — величина коэффициента аннигиляции

винтовых дислокаций в Mo при температуре 293K [28]
(T/Tm = 0.1, Tm = 2900K — температура плавления

Mo), l0 = 166 nm — часть кристалла, подвергшаяся

пластическому сжатию, λD = 3b, b = 0.27 nm — модуль

вектора Бюргерса Mo, u = 17.3 nm/s — скорость дис-

локаций. Видно, что кривая 1 качественно согласуется

с результатами эксперимента, но количественное соот-

ветствие отсутствует. Анализ показал, что варьирование

в разумных пределах приведенных выше параметров

для кристаллов Mo не улучшает существенно это

соответствие.

Общее уравнение (3a) содержит еще один параметр,

позволяющий значительно улучшить согласие между

теорией и экспериментом. Это параметр m, определя-

ющий величину показателя степени второго слагаемого

в правой части уравнения (4b). Уравнение (4b) и его

решение имеют в этом случае соответственно вид

∂ψ(x̄ , t̄)
∂ t̄

=
∂2ψ

∂ x̄2
+ ψ − ψM(m), (7a)

ψ(x̄ , t̄) =
1

[p + C exp(r x̄ − qt̄)]N(m)
, (7b)

где M(m) = 2m − 1, N(m) = 1/(m − 1). На рис. 2, a

сплошные линии демонстрируют зависимости коэффи-

циентов M и N от параметра m; отдельными точками

указаны значения этих коэффициентов при значениях

m = 3/2, 5/4, 7/6 и 9/8. Соответственно, решая (3c)
при b0 = 0, получаем для коэффициентов p, r и q в (7c)
соотношения

p = C = 1, r(m) = [−q(m) + 2(m − 1)]1/2,

q(m) =
1

m
[(1− m)2 + 2(m − 1)]. (7c)
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Рис. 2. Зависимости значений показателей степеней M(m)
и N(m) (a) и величины коэффициентов q(m) и r(m), а также

их отношения (b) согласно уравнениям (7) от величины

параметра m. Точки — значения этого параметра, указанные

в подписи к рис. 1.

На рис. 2, b кривые 1 и 2 иллюстрируют эти соотноше-

ния. В результате, в размерных переменных выражение

для плотности дислокаций (7b) принимает вид

ρ(x , t, D,m) =
ρmax

[

1 + exp

(

x −Um(D,m)t
wm(D,m)

)]N(m)
, (8a)

где

Um(D, m) =
q(m)

r(m)

[

(β − 1)
λD

D

]

u,

wm(D,m) = r(m)−1

[

λDD
β − 1

]1/2

. (8b)

Величина отношения коэффициентов q и r практически

не зависит от параметра m и равна 2 (рис. 2, b, кривая 3).
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Рис. 3. Форма фронта волны плотности дислокаций в коор-

динатах ρ/ρmax − x согласно уравнению (8a) при значениях

параметра m, указанных в подписи к рис. 1. Цифры у кривых —

величина показателя степени N в уравнении (8a).
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Рис. 4. Зависимость упругой εel = ε̇0t (штриховая кривая)
и пластической εpl (кривые 1−4) компонент деформации

нанокристалла Mo согласно уравнению (9) при значениях

параметра m = 3/2, 5/4, 7/6 и 9/8 соответственно. Пунктир-

ная кривая — величина деформации, при которой достигается

равенство скоростей деформации, ε̇0 = ε̇pl .

На рис. 1 кривые 1−4 демонстрируют расчет напряже-

ний согласно уравнению (6b), в котором вместо скоро-

сти волны U(D) и ширины ее фронта w(D) фигурируют

их аналоги (8b), зависящие от параметра m, равного

соответственно 3/2, 5/4, 7/6 и 9/8. Рис. 3 показывает в

координатах ρ/ρmax − x распределение плотности дисло-

каций в пластически деформированной части кристалла

согласно соотношениям (8) при указанных значениях

параметра m и показателях степени N = 2, 5, 6 и 8,

скоростях дислокаций u соответственно 17.3, 21.2, 25.6

и 30.5 nm/s для момента времени t = 28 s. Видно, что

снижение величины параметра m сопровождается ро-

стом ширины фронта дислокационной волны. На рис. 4

кривые 1−4 демонстрируют согласно уравнению

εpl(t, m) =
(β − 1)msm

ka l0

l0
∫

0

dx
[

1 + exp

(

x −Um(D)t
wm(D)

)]2
, (9)

зависимость пластической деформации кристалла в

сравнении с ростом его упругой деформации ε̇0t (штри-

ховая кривая). Видно, что на начальном этапе дефор-

мации, в пределах первых 10% упругая компонента

деформации значительно превышает пластическую ком-

поненту и тем больше, чем меньше величина пара-

метра m. В результате начало пластической деформа-

ции кристалла наступает при более высоком уровне

напряжений (рис. 1, кривые 3 и 4), что согласуется с

экспериментальными данными [4,6].
Снижение показателя степени с 2 до 4/3 и 5/4 в сла-

гаемом, описывающем аннигиляцию винтовых участков

дислокационных петель в уравнениях (4), свидетельству-
ет о снижении вероятности наступления этого события

в исследованном в [4] нанокристаллe по сравнению с

более объемными кристаллами, когда эта вероятность

соответствует простой бимолекулярной реакции. С чем

это связано требует отдельного исследования.

4. Выводы

1. Экспериментальные данные [4,6] по пластической

деформации бездефектных нанокристаллов Mo показы-

вают, что по сравнению с нанокристаллами, содержа-

щими дефекты (дислокации) [1–3,4,18], бездефектные

кристаллы имеют на порядок более высокую прочность

(в смысле их сопротивления пластической деформации).
С другой стороны, как видно из приведенного выше ана-

лиза этой деформации, раз начавшись, она в бездефект-

ном нанокристалле развивается по катастрофическому

сценарию.

2. Особенность пластической ОЦК нанокристаллов по

сравнению с их ГЦК аналогами состоит в наличии у них

напряжения трения Пайерлса для движения дислокаций.

Это позволяет получать бездефектные нанообразцы и

экспериментировать с ними, сохраняя их исходное без-

дефектное состояние. Кроме того, ранее было показано,

что при наличии в них дефектов чувствительность ОЦК

нанообразцов к размерному фактору (к величине их

поперечного сечения) меньше, чем у ГЦК нанокристал-

лов [10,18].
3. Пластическая деформация ГЦК бездефектных мик-

рокристаллов (
”
усов“ [12,13]) с поперечными сечениями

D > 1µm также развивается по катастрофическому сце-

нарию. Но по несколько иному, поскольку преобладаю-

щим механизмом размножения дислокаций в них являет-

ся размножение дислокаций на дислокациях
”
леса“ при

пересечении некомпланарных плоскостей скольжения.
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