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Выведено и исследовано нелинейное уравнение Ланжевена для системы кулоновских частиц со случайны-

ми процессами, являющимися функционалами функции распределения этих частиц по скоростям. Прямыми

численными решениями показано, что уравнение корректно описывает столкновительную релаксацию

подобной системы даже в случае аномального отклонения начального распределения частиц по скоростям от

равновесного. Уравнение удобно для использования в методах Монте-Карло и в методах
”
частицы-в-ячейке“.
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Введение

Столкновительная релаксация систем кулоновских ча-

стиц продолжает оставаться актуальной задачей ряда

направлений ускорительной физики и физики плазмы.

Долгое время единственным подходом к исследова-

нию этой задачи было прямое решение уравнения

Фокера−Планка (ФП) с интегралом столкновения Лан-

дау [1]. Несмотря на существование хорошо отработан-

ной методики для явного решения уравнения ФП [2–5],
в последние годы активно разрабатываются подходы

к моделированию кинетических свойств систем заря-

женных частиц, таких как метод Монте-Карло, метод

”
частицы-в-ячейке“ [6–11] и др. Причина заключается

в том, что в отличие от технически сложного решения

многомерного уравнения ФП, такие подходы позволяют

проводить самосогласованное моделирование в пере-

менных электромагнитных полях, особенно если эти

поля ведут себя стохастически, что является обычным

условием, например, для вещества с высокой плотно-

стью энергии. Еще одним примером может служить

плазма, создаваемая коротким интенсивным импульсом

лазера, в котором важны и эффекты столкновений, и их

отсутствие. Так, в явном моделировании уравнения ФП

приходится принимать некоторую аналитическую мо-

дель механизма поглощения лазерного излучения [12],
в то время как методы частиц позволяют это проводить

самосогласованно.

Первая модель, призванная описывать столкновитель-

ную релаксацию систем заряженных частиц, была пред-

ложена Такезуке и Абе (ТА) [13]. Согласно этой модели,

частицы объединяются в пары и упруго рассеиваются за

каждый временной шаг. Однако не существует логиче-

ского метода отделения температурной и динамической

частей (средней скорости) в функции распределения при

столкновении одинаковых частиц [14,15]. Так, например,
вполне возможно рассеяние двух протонов в пучке

с образованием частиц существенно разной энергии.

Подобное разделение становится возможным при из-

вестной температуре T и средней локальной скорости

частиц u потока частиц, т. е. определенной информации о

функции распределения частиц по скоростям. Метод ТА

также не применим для расчета эффекта поляризации

плазмы в столкновениях частиц [1].

Метод уравнения Ланжевена для моделирования ме-

тодом частиц менее известен. Долгое время существова-

ло убеждение, что этот метод может быть использован

только для расчета движения частиц в равновесном тер-

мостате с фиксированной температурой [16]. На примере
кулоновских столкновений, однако, можно показать, что

данный метод также может быть применен для расчета

релаксации сильно неравновесных систем.

Метод уравнения Ланжевена основан на широко из-

вестной теореме, утверждающей эквивалентность рас-

пределения частиц по скоростям следующим из решения

уравнением Ланжевена с распределением, являющимся

решением уравнения ФП. А именно статистическое

распределение скоростей, полученное из решения урав-

нения Ланжевена для системы с бесконечным числом

частиц, должно полностью совпадать с решением урав-

нения ФП. Более того, эргодичность систем заряженных

частиц позволяет подходить к решению уравнения ФП

путем моделирования конечного числа частиц стохасти-

ческой динамики.

Уравнение Ланжевена для учета кулоновских столк-

новений было предложено в работе [17]. Разнообразные
подходы для уравнения Ланжевена также обсуждались

в работах [18–22]. Тем не менее согласованность под-

хода к явному решению уравнения ФП была не ясна.

В работе [21] была получена скорректированная форма

уравнения Ланжевена, которая с использованием при-

ближения Греда [1] для функции распределения частиц

была применена для моделирования процесса убегания

электронов в однородном электрическом поле. Было

показано хорошее согласие с результатами прямого

моделирования ФП потока убегания электронов от

напряженности электрического поля и заряда ионов.

Более того, в отличие от моделирования ФП, в кото-

ром используются только максвелловские столкновения,

моделирование [21] обеспечило спицеровскую проводи-
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мость при малых электрических полях. В этом при-

ближении уравнение успешно применялось для полного

кинетического моделирования сверхплотной плазмы, об-

лученной короткоимпульсным лазером [22]. Однако все

расчеты проводились в условиях, когда функция рас-

пределения частиц по скоростям не сильно отличается

от равновесной.

В настоящей работе выводится и исследуется пол-

ностью нелинейное уравнение Ланжевена для системы

нерелятивистских кулоновских частиц одинаковой мас-

сы. Такая система выбрана из-за простоты и ясности

подхода к выводу уравнения Ланжевена, хотя основные

результаты могут быть применены и к релятивистским

системам, и к процессам, в которых силы определяются

отличными от столкновений причинами. Исследование

применимости выведенного уравнения к моделированию

реальных процессов проводится на примере релаксации

системы кулоновских частиц с начальным распреде-

лением по скоростям, которое существенно отлича-

ется от равновесного распределения. Так рассчитыва-

ется временная релаксация системы с распределени-

ем, дающимся изначально изотропной функцией Хеви-

сайда f (v) = Aη(1− v/v0) и изотропной δ-функцией,

f (v) = Aδ(1− v/v0), где v0 — средняя тепловая ско-

рость частиц.

Нелинейное уравнение Ланжевена

Уравнение Ланжевена должно выводиться на основе

его тесной связи с уравнением ФП. Как известно,

уравнение ФП для функции распределения f α имеет

следующий вид [1]:

∂ f α

∂t
+ v

∂ f α

∂r
+

qα

Mα

[

E +
v

c
H

]

∂ f α

∂v
= −

∑

β

∂

∂v i

×
[

Aiαβ f α −
1

2

∂

∂v j
(B i jαβ f α)

]

. (1)

где qα, Mα — заряд и масса частицы α. Матрицы в

интеграле столкновения записываются в виде [23]

Aiαβ(v) = lim
1t→0

1

1t
〈1v iαβ〉 = Nβ

∫

f β(vβ)w
αβ
i dvβ,

B i jαβ(v) = lim
1t→0

1

1t
〈1v iαβ1v jαβ〉 = Nβ

∫

f β(vβ)w
αβ
i j dvβ,

(2a)

где 1v i — изменение скорости частицы вследствие

столкновения в промежуток времени 1t, 〈. . .〉 означает

усреднение по ансамблю частиц. Для бинарных столк-

новений корреляционные функции в уравнении (2a)
определяются сечениями рассеяния

w
αβ
i = −

(

µαβ

Mα

)

(v iα − v iβ)|vα − vβ |σ1(|vα − vβ |),

w
αβ
i j =

(

µαβ

Mα

)2

|vα − vβ |3
[

δi j
σ2

2
+

(v iα − v iβ)(v jα − v jβ)

|vα − vβ |2

×
(

2σ1 −
3

2
σ2

)]

,

σ1 =

∫

(1− cos θ)dσ, σ2 =

∫

(1− cos2 θ)dσ. (2b)

Дифференциальное сечение dσ зависит от про-

цесса столкновения, приведенная масса µαβ = MαMβ/

(Mα + Mβ). Для кулоновских столкновений

σ1(|v− v′|) =
1

2
σ2(|v− v′|) =

4πe2αe2β3

µ2
αβ |v− v′|4 ,

где eα, eβ — заряды частиц, 3 — кулоновский логарифм,

а коэффициенты A и B выражаются через потенциалы

Розенблюта [23],

Aiαβ(v) =
4πe2αe2β3

Mαµαβ
Nβ

∂

∂vαi

∫

f β(vβ)

|vα − vβ |
dvβ,

B i jαβ(v) =
4πe2αe2β3

M2
α

Nβ

∂2

∂vαi∂vα j

∫

f β(vβ)|vα − vβ | dvβ .

(3a)

Выделяя векторную часть, потенциалы Розенблюта мож-

но представить в следующем виде:

Aαβ(v) = F(v)
v

v3
, B i j(v) = G(v)δi j − F(v)

v iv j

v2
,

(3b)

где скалярные функции F(v) > G(v) > 0 зависят от всех

компонент скорости v = (vx , vy , vz ) как

F(v) =
4πe2αe2β3

M2
α

Nβv
2

∫

f β(vβ)dvβ
|v − vβ |3

, (3c)

G(v) =
4πe2αe2β3

M2
α

Nβv
2

∫

f β(vβ)dvβ
|v − vβ |

. (3d)

Вычисление коэффициентов требует трехмерного инте-

грирования в пространстве скоростей, которое является

трудоемкой процедурой. В случае же изотропного рас-

пределения все расчеты сводятся к трем одномерным

интегралам. Первый

I p(v) =

v
∫

0

f (z )z 2dz , I p(∞) = 1 (4a)

— число частиц в сфере радиуса v , второй

IE(v) =

v
∫

0

f (z )z 4dz (4b)

— нормированная полная кинетическая энергия частиц

со скоростями z < v , третий

Iσ (v) =

∞
∫

v

f (z )z dz∞〈v2σ (v)vN〉 (4c)
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— вероятность электрона со скоростью z > v потерять

часть своей энергии при столкновении.

Нерелятивиcтское уравнение Ланжевена для движе-

ния заряженных частиц в произвольном поле с учетом

столкновений может быть записано в виде

Mα

dvα

dt
= qα

[

E(rα) +
vα

c
H(rα)

]

+ MαP(vα), (5)

где vα — скорость, rα — координата, qα, Mα — заряд

и масса частицы сорта α, E и H — электрическое и

магнитное поля, P(vα) — стохастическая сила, опре-

деляемая столкновениями. И в общем виде ее можно

записать как P(vα) = fα + dσ ξ , где fα — торможение,

dα — матрица, зависящая от скорости и функции рас-

пределения частиц, ξ описывает нормальный случайный

процесс с характеристиками

〈ξi (t)〉 = 0; 〈ξi(t)ξk(t + 1t)〉 = δikδ(1t),

〈ξi(t)ηk(t + 1t)〉 = 0,

t+1t
∫

i

ξk dt′ = pk

√
1t,

где pk — число из набора случайных чисел с нормаль-

ным распределением.

Для соответствия уравнению ФП уравнение (4) долж-

но обеспечить функции корреляции скоростей (2a). Это
означает, что при E = 0, H = 0 должны выполняться

равенства

lim
1

1t

〈

t+1t
∫

t

P i(v)dt

〉

= Ai(v),

lim
1

1t

〈

t+1t
∫

t

P i(v)dt

t+1t
∫

t

P i(v)dt′
〉

= B i j(v).

Очевидно, что матрица d пропорциональна (B i j)
1/2.

Однако матрица B i j (3b) имеет четыре точных корня

(

B i j(v)
)1/2

= ±
[

√

G(v)δi j

−
(

√

G(v) ±
√

G(v) − F(v)
v iv j

v2

)]

,

где F и G определяются уравнением (3c) и уравнени-

ем (3d). Если знаком корня можно пренебречь из-за

вырождения, то два знака внутри корня матрицы при-

водят к разным корням. Поэтому стохастическая сила

в уравнении Ланжевена в представлении гауссовских

процессов должна иметь вид P(vα) = fα + d̂αξ + ĝαη, где

два независимых процесса и

f i = Ai, dik =
1√
2

(B ik+)1/2, g ik =
1√
2

(B ik−)1/2. (6)

Релаксация изотропного распределения

Для проверки применимости метода уравнения Лан-

жевена процесс релаксации первоначально изотропного,

сильно неравновесного распределения системы одина-

ковых частиц по скоростям к максвелловскому распре-

делению удобно рассматривать в отсутствие внешних

полей. Окончательный вид уравнения Ланжевена может

быть получен аналитически для изотропного распре-

деления одинаковых частиц с помощью формул (4).
Уравнение Ланжевена для столкновений одинаковых

частиц с изотропным распределением в системе отсчета,

движущейся вместе с частицами, имеет следующий вид:

dv
dt

= −4γ
v

v

(

I p(u)

2u2

)

+

√

γ

u

{

√

I p(u) +
2

3
uIσ (u) − 1

3u2
IE(u)

×
[

ξ + η − v

v2
(v, ξ + η)

]

+

√

2

3
uIσ (u) +

2

3u2
IE(u)

× v

v2
(v, ξ − η)

}

, (7)

∑

v = 0, v0 =

√

2

3N

∑

v2, γ = 4π3

(

e2α
Mα

)2 Nα

v3
0

,

где u = v/v0, (v, ξ + η) = (v, ξ) + (v, η) — скаляр-

ное умножение, (v, ξ) = (v1ξ1 + v2ξ2 + v3ξ3). Интегралы

I p(u), IE(u), Iσ (u) определены в предыдущем разде-

ле. Они зависят от функции распределения частиц.

Слагаемые в квадратных корнях всегда положительны.

В соответствии с уравнением (7) из-за столкновений

происходит изменение энергии частицы

dε
dt

= v
dv
dt

= −4γv

(

I p(u)

2u2

)

+

√

2γ

3u

[

uIσ (u) +
1

u2
IE(u)

]

× (v, ξ − η).

Это перераспределение энергии обеспечивает эргодич-

ность системы, даже если нет внешней силы, полная

энергия сохраняется точно для бесконечного числа

частиц

1

N

N
∑

i=1

dεi

dt

∣

∣

∣

∣

N→∞

= 0.

Как показано ниже прямым численным расчетом, усред-

ненная по времени полная энергия сохраняется даже для

конечного, сравнительно низкого числа частиц.

Для решения уравнения (7) использовалась явная

схема первого порядка точности с коррекцией энергии
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Рис. 1. Релаксация системы N = 1000 одинаковых заряженных частиц с начальным распределением по скоростям (9а) согласно

решению уравнения (8). a — время равно 0.1 столкновительного, b — 0.5, c — 1.0, d — 10 столкновительных времен. Кривая M
обозначает равновесное максвелловское распределение. Начальное распределение дано для τ = 0.001.

и импульса в следующем виде:

v+
k = vk − 4

vk

vk
1t

(

I p(uk)

2u2
k

)

+

√

1t
uk

{√

I p(uk) +
2

3
ukIσ (uk) −

1

3u2
k

IE(uk)

×
[

p1k + p2k −
vk

v2
k

(vk , p1k + p2k)

]

+

√

2

3
ukIσ (uk) +

2

3u2
k

IE(uk)
vk

v2
k

(vk , p1k − p2k)

}

,

где k =1, . . . , N — порядковый номер частицы, v+ =vn+1,

v = vn, u = vn/v0n, 1τ = γ1t, γ — частота столкнове-

ний при v = v0n, v0 = N−1
√

2
∑

v2
k/3. После расчета

скорости может быть применена линейная поправка,

v̂+
k = (v+

k −Vn+1)v0n/v0n+1, где средняя скорость Vn+1

оценивается как vn+1 = N−1
∑

v+
k . Расхождение D =

= v2
0n/v

2
0n+1 − 1 определяет ошибку расчета.

Для решения системы (8) нужно сначала вычислить

функцию распределения частиц в каждом шаге по

времени, а затем вычислить интегралы Iσ , I p, IE . Для

этого удобно начать с вычисления I p простой выборкой

на равномерной сетке с шагом 1v = (vmax/v0)/M, где

vmax и M — максимальная скорость частиц и раз-
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Рис. 2. Релаксация системы N = 1000 одинаковых заряженных частиц с начальным распределением по скоростям (9b). a —

время равно 0.1 столкновительного, b — 0.5, c — 1.0, d — 10 столкновительных времен. Кривая M обозначает равновесное

максвелловское распределение. Начальное распределение дано для τ = 0.001.

мер сетки, а затем вычислять функцию распределения

f ( j) =
[

I p( j + 1) − I p( j)
]

/21vv2
j . Расчет Iσ ( j) и IE( j)

тривиальны.

Начальные распределения частиц по скоростям выби-

раются в виде

f (1)(v) = 2δ
(
√

3/2− v/v0

)

/3v3
0, (8a)

f (2)(v) = 3(2/5)3/2η
(
√

5/2− v/v0

)

/v3
0, (8b)

где η(x), δ(x) являются стандартными функциями.

Временная эволюция функции распределения, изна-

чально определяемая формулами (8а), (8b), представ-

лена на рис. 1 и 2. Расчет производится для N = 1000

и временного шага 1τ = 10−3 для детального пред-

ставления процесса релаксации. Для обоих распреде-

лений по скоростям как по дельта-функции, так и для

распределения Хевисайда процесс релаксации устойчив.

Функции распределения стремятся к своим равновесным

значениям за времена, определяемые частотой столкно-

вений. Время релаксации ядра распределения прибли-

зительно равно времени столкновения, тогда как время

релаксации распределения в области высоких энергий

v ∼ 10v0 к максвелловской, очевидно, происходит доль-

ше и зависит от энергии частиц. Например, релаксация в

скоростях v = 3v0 завершается после 10 столкновений.

Следуя работе [15], мы провели аналогичный расчет с
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Рис. 3. Изменение полной энергии частиц без коррекции

средней скорости для 1t = 0.2γ−1, 1t = 0.1γ−1, 1t = 0.01γ−1

и (прямая линия) при коррекции и 1t = 0.1γ−1 .

использованием метода ТА. Для обеспечения релаксации

мы должны были использовать N = 20 000 частиц.

На рис. 3 показано расхождение полной энергии

частиц при расчете более 200 столкновений. Расчеты

выполнены с использованием и без коррекции сред-

ней скорости с произвольным начальным распределе-

нием. В начале релаксации общее изменение энергии

зависит от временного шага и числа частиц. Когда

система частиц достигает равновесия, полная энергия

сохраняется даже при 1τ = 1. Если производить кор-

рекцию энергии импульса после каждого временного

шага, максимальное изменение энергии системы D бу-

дет меньше 10−3 от полной энергии при N = 100 и

1τ = 0.1. Такие параметры подходят для моделирова-

ния реальной системы заряженных частиц, например

для взаимодействия пучка со средой или для плотной

плазмы.

Заключение

Релаксация системы одинаковых частиц (электро-
нов или ионов), вызванных кулоновскими столкно-

вениями, была рассчитана с помощью нелинейно-

го уравнения Ланжевена. Рассматривалась система

N ∼ 102−103 частиц с первоначально изотропным рас-

пределением по скоростям, которое сильно отлича-

лось от равновесного. Было показано, что даже яв-

ная численная схема первого порядка с коррекцией

энергии и импульса обеспечивает эффективное чис-

ленное решение релаксации для произвольной систе-

мы с изотропным распределением скоростей при от-

носительно низком числе частиц и большим шагом

по времени. Исследованы временные эволюции си-

стемы N = 1000 частиц для распределений изотроп-

ных степенной функции и дельта-функции. Время ре-

лаксации находится в допустимом согласии со вре-

менем, следующим из прямого решения уравнения

Фоккера−Планка.

Поскольку решение уравнений (5) с силой (7) пол-

ностью идентично решению уравнения (1), представ-

ленный метод может быть использован для любых

распределений частиц, в том числе сильно анизотроп-

ных. Однако в общем расчете становится необходимым

расширенное вычисление значений трехмерных инте-

гралов в формулах (4). И хотя использование прибли-

жения Греда позволяет упростить расчет релаксации,

в случае сильных искажений начальных распределений

может требоваться решение нелинейного уравнения

Ланжевена. Следует отметить один недостаток метода

уравнения Ланжевена: в отличие от ФП моделирования

моделирование методами частиц не дает корректную

оценку пространственных производных таких физиче-

ских величин, как температура, плотность и скорость

потока.
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