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Рассмотрено переходное излучение заряженной частицы в волноводе с модулированным анизотропным

магнитодиэлектрическим заполнением. Предполагается, что частица движется с постоянной скоростью

перпендикулярно оси волновода, заполнение которого периодически модулировано в пространстве по

гармоническому закону. Получены волновые уравнения для поперечно-электрического (ТЕ) и поперечно-маг-

нитного (ТМ) полей в волноводе. Найдены аналитические выражения для полей в волноводе в первом

приближении по малым индексам модуляции заполнения волновода. Вычислены энергии переходного

излучения заряженной частицы в области
”
слабого“ (не резонансного) взаимодействия волны излучения

с волной модуляции, в частности, в случае прямоугольного волновода. Показано, что в области слабого

взаимодействия энергия излучения на нулевой гармонике не зависит от индексов модуляции, а на первых

гармониках она пропорциональна индексам модуляции в первой степени. Проведен анализ механизма

возникновения черенковского излучения.
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Введение

Излучение Вавилова–Черенкова, возникающее при

равномерном движении заряженных источников, когда

их скорость движения больше фазовой скорости света в

среде, впервые теоретически рассмотрено и объяснено

И.Е. Таммом и И.М. Франком в 1937 г. [1]. В 1946 г.

В.Л. Гинзбургом и И.М. Франком впервые был пред-

сказан и теоретически исследован новый тип излучения

движущихся заряженных источников, возникающего при

их пересечении границы раздела сред с различными

оптическими свойствами и названного переходным из-

лучением [2]. В дальнейшем продолжались теоретиче-

ские и экспериментальные работы для всестороннего

исследования особенностей переходного излучения и

излучения Вавилова–Черенкова (см., например, [3–9] и

указанную в них литературу). В частности, в 1959 г.

Г.М. Гарибяном в неограниченном пространстве [7] и

К.А. Барсуковым в волноводе [8] теоретически бы-

ло обнаружено рентгеновское переходное излучение,

обладающее интересными физическими и практически

используемыми свойствами.

В работе [10] решена задача переходного излучения

заряженной частицы, движущейся перпендикулярно оси

волновода с анизотропным магнитодиэлектрическим за-

полнением. В настоящей работе решается аналогичная

задача в случае, когда анизотропное магнитодиэлектри-

ческое заполнение волновода модулировано в простран-

стве по периодическому закону вдоль оси волновода.

Отметим, что именно наличие периодически модули-

рованного заполнения в волноводе отличает данную

работу от работы Б.М. Болотовского [6]. Подобные

исследования интересны тем, что, во-первых, они спо-

собствуют развитию теории переходного излучения и

излучения Вавилова-Черенкова движущихся источни-

ков в периодически модулированных средах, во-вторых,

они могут открыть широкие возможности практиче-

ского применения излучения источников в различных

областях СВЧ электроники, микроэлектроники, тонко-

пленочной и интегральной оптики, физики ионосфе-

ры и радиолокационной океанографии, акустооптики

и т. д. [11].

Постановка задачи,
волновые уравнения,
поля переходного излучения

Пусть заряженная частица с зарядом q движется

с постоянной скоростью v = {v, 0, 0} перпендикулярно

оси регулярного волновода (вдоль оси ox) с произволь-

ным поперечным сечением, ось которого совпадает с

осью oz некоторой прямоугольной системы координат,

пересекая поверхность волновода в точках A1(x1, y0, 0)
и A2(x2, y0, 0). Предположим, что анизотропное маг-

нитодиэлектрическое заполнение волновода модулиро-

вано по координате z по периодическому закону, т. е.

диэлектрическая и магнитная проницаемости заполне-
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ния имеют вид

ε̂ =




ε1 0 0

0 ε1 0

0 0 ε2(z )


 , µ̂ =




µ1 0 0

0 µ1 0

0 0 µ2(z )


 ,

где ε1, µ1 — постоянные, а ε2(z ) и µ2(z ) выражаются

формулами

ε2(z ) = ε02(1 + mε cos k0z ),

µ2(z ) = µ0
2(1 + mµ cos k0z ). (1)

Отметим, что в (1) k0 — волновое число вол-

ны модуляции, индексы модуляции mε и mµ являют-

ся малыми параметрами (mε ≪ 1, mµ ≪ 1, mε ≈ mµ),
ε02 = ε2(z )|mε=0, µ

0
2 = µ2(z )|mµ=0. Как известно, плотность

заряда и плотность тока в этом случае описываются с

помощью δ-функции Дирака и могут быть представлены

в виде [12–15]

ρ = qδ(x − vt)δ(y − y0)δ(z ),

j = jx = qvδ(x − vt)δ(y − y0)δ(z ).

Как и в наших ранних работах (см., например, [10,12,16]),
поперечно-электрическое (ТЕ) и поперечно-магнитное

(ТМ) электромагнитные поля в волноводе будем опи-

сывать с помощью продольных составляющих магнитно-

го и электрического векторов соответственно (Hz , Ez ).
Волновые уравнения для величин H̃z = µ2(z )Hz и

Ẽz = ε2(z )Ez можно получить из уравнений Макс-

велла

rotE = −∂B

∂t
, rotH = j +

∂D

∂t
,

divD = ρ, divB = 0,

D = ε0εE, B = µ0µH, (2)

где ε0 = (36π · 109)−1 F/m — электрическая постоянная,

µ0 = 4π · 10−7 H/m — магнитная постоянная. Вычисле-

ния приводят к следующим волновым уравнениям в

фурье-представлении:

1⊥H̃ωz +
µ2(z )

µ1

∂2H̃ωz

∂z 2

+ ε0µ0ε1µ2(z )ω2H̃ωz = µ2(z )
∂ jω
∂y

, (3)

1⊥Ẽωz +
ε2(z )

ε1

∂2Ẽωz

∂z 2

+ ε0µ0µ1ε2(z )ω2Ẽωz =
ε2(z )

ε1ε0

∂ρω

∂z
, (4)

где 1⊥ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 — двумерный оператор Лап-

ласа, а jω и ρω имеют вид

jω =
1√
2π

qeiω x
v δ(y − y0)δ(z ),

ρω =
q√
2πv

eiω x
v δ(y − y0)δ(z ). (5)

Решения волновых уравнений (3) и (4) будем искать в

виде

H̃ωz =
∞∑

n=0

H̃n(z )9̂n(x , y),

Ẽωz =

∞∑

n=0

Ẽn(z )9̂n(x , y), (6)

где 9̂n(x , y) и 9n(x , y) — ортонормированные соб-

ственные функции второй и первой краевых задач для

поперечного сечения волновода (задачи Неймана и Ди-

рихле). Эти функции удовлетворяют следующим урав-

нениям Гельмгольца с соответствующими граничными

условиями

1⊥9̂n(x , y) + λ̂2n9̂n(x , y) = 0,
∂9̂n(x , y)

∂n

∣∣∣∣
6

= 0,

1⊥9n(x , y) + λ2n9n(x , y) = 0,

9n(x , y)
∣∣∣
6

= 0, (7)

где λ̂n и λn — собственные значения второй и первой

краевых задач, 6 — контур поперечного сечения волно-

вода, n — нормаль к 6. Аналитические выражения для

поперечных составляющих ТЕ- и ТМ-полей в волноводе

в фурье-представлении, полученные из уравнений Макс-

велла (2) с учетом (6) и (7), имеют вид:

ТЕ волна

Hωτ =
1

µ1

∞∑

n=0

λ̂−2
n

dH̃n(z )

dz
∇9̂n(x , y),

Eωτ = −iωµ0

∞∑

n=0

λ̂−2
n H̃n(z )

[
z0∇9̂n(x , y)

]
, (8)

ТМ волна

Hωτ = −iε0ω
∞∑

n=0

λ−2
n Ẽn(z )

[
z0∇9n(x , y)

]
,

Eωτ =
1

ε1

∞∑

n=0

λ−2
n

dẼn(z )

dz
∇9n(x , y). (9)

Отметим, что в (8) и (9) 1⊥ = ∂2/∂x2 + ∂2/∂y2 —

двумерный оператор Гамильтона (набла), z0 — орт

оси oz , индекс ⊥ означает поперечное составляющее.

Подставляя (6) в волновые уравнения (3) и (4),
производя некоторые преобразования с учетом (5) и (7),
для H̃n(z ) и Ẽn(z ) получим следующие линейные неод-

нородные обыкновенные дифференциальные уравнения

второго порядка:

d2H̃n(z )

dz 2
+ χ̂2n H̃n(z ) = − qµl√

2π
B̂nδ(z ), (10)
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d2Ên(z )

dz 2
+ χ2n Ẽn(z ) =

q√
2πvε0

Bnδ
′(z ), (11)

где

χ̂2n =
µ1

µ2(z )

[
ε0µ0ε1µ2(z )ω2 − λ̂2n

]
, (12)

χ2n =
ε1

ε2(z )

[
ε0µ0µ1ε2(z )ω2 − λ2n

]
, (13)

B̂n =

x2∫

x1

∂9̂n(x , y)

∂y

∣∣∣∣
y=y0

e
iωx
v dx , (14)

Bn =

x2∫

x1

9n(x , y)

∣∣∣∣
y=y0

e
iωx
v dx . (15)

Если теперь в (12) и (13) учитывать выражения для

ε2(z ) и µ2(z ) (см. (1)), то в первом приближении по

индексам модуляции mε и mµ для χ̂2n и χ2n получим

χ̂2n =
µ1

µ0
2

[
(χn)

2 + mµλ̂
2
n cos k0z

]
, (16)

(χ̂0n )2 = ε0µ0ε1µ
0
2ω

2 − λ̂2n , (17)

χ2n =
ε1

ε02

[
(χ0n )2 + mµλ

2
n cos k0z

]
, (18)

(χ0n)
2 = ε0µ0µ1ε

0
2ω

2 − λ2n . (19)

Переходя в волновых уравнениях (10) и (11) к новой

переменной s = (k0z/2) с одновременным разложением

коэффициентов при H̃n(z ) и Ẽn(z ) в ряд Фурье и под-

ставляя (16)–(19) в (10) и (11), в первом приближении

по mε и mµ (ограничиваемся рассмотрением трех про-

странственных гармоник) получим неоднородные диф-

ференциальные уравнения типа Матье–Хилла [17]

d2H̃n(s)

ds2
+

( 1∑

k=−1

θ̂n
k e2iks

)
H̃n(s) = − qµ1√

2π
B̂nδ(s), (20)

d2Ẽn(s)

ds2
+

( 1∑

k=−1

θ̂n
k e2iks

)
Ẽn(s) =

q√
2πvε0

Bnδ
′(s), (21)

где

θ̂n
0 =

4µ1(χ̂
0
n )2

k2
0µ

0
2

, θ̂n
±1 =

2µ1λ̂
2
n

k2
0µ

0
2

mµ,

θn
0 =

4ε1(χ
0
n )2

k2
0ε

0
2

, θn
±1 =

2ε1λ
2
n

k2
0ε

0
2

mε.

Решения соответствующих однородных уравнений

d2H̃n(s)

ds2
+

( 1∑

k=−1

θ̂n
k e2iks

)
H̃n(s) = 0, (22)

d2Ẽn(s)

ds2
+

( 1∑

k=−1

θn
k e2iks

)
Ẽn(s) = 0, (23)

будем искать в виде

H̃n(s) = ei µ̂ns
1∑

k=−1

Ĉn
ke2iks , (24)

Ẽn(s) = eiµns
1∑

k=−1

Cn
k e2iks , (25)

где характеристические числа µ̂n, µn и амплитуды Ĉn
k ,Cn

k
пока неизвестные величины. Подстановка (24) и (25)
в (22) и (23) приводит к дисперсионным уравнениям для

определения µ̂n, µn и к системам уравнений для опреде-

ления Ĉn
k ,Cn

k . Решая эти уравнения в области слабого (не
резонансного) взаимодействия между волной излучения

и волной модуляции (θ̂10 6= 1, θn
0 6= 1), для величин µ̂n, µn

и Ĉn
k ,Cn

k в первом приближении по индексам модуляции

получим

(µ̂n)
2 ≃ θ̂n

0, (µn)
2 ≃ θn

0,

Ĉn
±1

∼= θ̂n
1Ĉ

n
0

4
(
1±

√
θ̂n
0

) , Cn
±
∼= θn

1C
n
0

4(1 ±
√
θn
0)
,

где величины Ĉn
0 и Cn

0 можно найти из условия норми-

ровки.

Пользуясь методом вариации произвольных постоян-

ных для определения частных решений неоднородных

уравнений (20), (21) и учитывая условия излучения

(нет волн, распространяющихся к источнику излучения)
для H̃n(z ) и Ẽn(z ), получим

H̃n(z ) =
iξn

Ĉn
0µ̂nk0

1∑

k=−1

Ĉn
k cos

k0(µ̂n + 2k)z
2

, (26)

Ẽn(z ) =
k0ζn

2Cn
0

1∑

k=−1

Cn
k sin

k0(µn + 2k)z
2

, (27)

где

ξn = − qµ1√
2π

B̂n, ζn =
q√

2π · ε0v
Bn.

(26) и (27) указывают на то, что поперечно-электри-

ческое (ТЕ) и поперечно-магнитное (ТМ) поля пере-

ходного излучения заряженной частицы, движущейся

перпендикулярно оси волновода с периодически мо-

дулированным анизотропным магнитодиэлектрическим

заполнением представляют сумму пространственных

гармоник с различными амплитудами. При этом на

основной гармонике (k = 0) амплитуды не зависят от

индексов модуляции, а на боковых гармониках (k = ±1)
они пропорциональны индексам модуляции в первой

степени.
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Потери энергии
на переходное излучение

Энергии переходного излучения движущейся частицы

на ее траектории от x1 до x2 можно найти с помощью

тормозящей силы qEωx , действующей на частицу со

стороны создаваемого ею поля. Вычисления приводят к

следующим выражениям:

STE
n =

µ0

√
µ0
2µ1q2

4πλ̂2n

× Re

∞∫

0

[
1 +

µ1λ̂
2
n

k2
0µ

0
2 − 4µ1(χ̂0n )2

mµ

]
ω

χ̂0n
|B̂n|2dω, (28)

ST M
n =

k0q2

2πε0

√
ε1ε

0
2λ

2
0v

2

× Re

∞∫

0

i

[
1 +

3ε1λ
2
n

k2
0ε

0
2 − 4ε1(χ0n )2

mε

]
ω|Bn|2dω, (29)

где из области интегрирования исключаются частоты,

удовлетворяющие условиям

k2
0µ

0
2 − 4µ1(χ̂

0
n )2 = 0,

k2
0ε

0
2 − 4ε1(χ

0
n)

2 = 0.

Как следует из (28) и (29), модуляция заполнения

волновода приводит к тому, что в формулах для энергии

излучения под интегралами появляются члены, пропор-

циональные индексам модуляции в первой степени.

Теперь перейдем к рассмотрению частного случая

прямоугольного волновода, стенки которого опреде-

ляются уравнениями x = 0, x = a , y = 0, y = b. Как

известно, ортонормированные собственные функции

9̂n(x , y), 9n(x , y) и собственные значения λ̂n, λn краевых

задач Неймана и Дирихле для поперечного сечения

волновода выражаются формулами [18]

9̂n(x , y) = 9̂n,m(x , y) =

√
δnδm

ab
cos

πm
a

x cos
πn
b

y, (30)

9n(x , y) = 9n,m(x , y) =

√
4

ab
sin

πm
a

x sin
πn
b

y, (31)

λ̂n = λ̂n,m = λn = λn,m = π

√
m2

a2
+

n2

b2
,

δi = 2, i 6= 0, δ0 = 1. (32)

Проводя интегрирование по x от 0 до a в выражениях

для B̂n и Bn (см. (14) и (15)) с учетом (30)–(32) и

подставляя в (28) и (29), для S(TE)
n и S(TM)

n получим

S(TE)
n,m =

µ0

√
µ0
2µ1q

2πn2δnδmk2
0 sin

2
(

πn
b y0

)

ab3v2λ̂2n,m

× Re

∞∫

0

(
1 +

µ1λ̂
2
n,m

k2
0µ

0
2 − 4µ1(χ̂0n,m)2

mµ

)
ω3

χ̂0n,m

×
sin2

[(
πm
a − ω

v

)
a
2

]

[(
πm
a

)2

− ω2

v2

]2 dω, (33)

S(TM)
n,m =

8πk0q2m2 sin2
(

πn
b y0

)

ε0

√
ε1ε

0
2a3bv2λ̂2n,m

× Re

∞∫

0

i

(
1 +

3ε1λ
2
n,m

k2
0ε

0
2 − 4ε1(χ0n,m)2

mε

)

×
sin2

[(
πm
a − ω

v

)
a
2

]

[(
πm
a

)2

− ω2

v2

]2 ωdω, (34)

Как следует из (33) и (34) (см. также [13]), в излуче-

нии могут отсутствовать моды с индексом n, которые
удовлетворяют условию sin2(πny0/b) = 0, ny0/b = r ,
r = 0, 1, 2, 3, . . .. Если, в частности, r = 1, то имеем

ny0 = b. Это условие указывает на то, что отсутствует

взаимодействие между заряженной частицей и соответ-

ствующей модой (частица проходит через узел продоль-

ной составляющей электрического поля). Кроме того, в

излучении будут отсутствовать частоты, удовлетворяю-

щие условию

ωa
2v

− πm
2

= pπ, p = 1, 2, 3, . . . ,

которое можно переписать в виде

a
πv/ω

= m + 2p. (35)

Теперь, если учесть, что πv/ω есть половина длины

волны тока, создаваемого частицей, то из (35) можно

сделать вывод, что когда на траектории частицы, рав-

ной a , укладывается целое число полуволн тока, то из-за

интерференции излучение с такой частотой отсутствует.

Это утверждение не распространяется на случай, когда

p = 0, так как при этом (ωa/2v) − (πm/2) = 0 и под

интегралами в (33) и (34) подынтегральные функции

имеют устранимый разрыв на частоте ω = πmv/a . Здесь
опять на траектории частицы укладывается целое число

полуволн тока частицы. Но если раньше излучение с

такой частотой гасилось из-за интерференции от от-

дельных частей траектории частицы, то при p = 0 на

частоте ω = πmv/a начинает работать новый механизм
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излучения. Оказывается, что ω = πmv/a и есть частота

черенковского излучения и подынтегральная функция

sin2
[(

πm
a − ω

v

)
a
2

]

[(
πm
a

)2

−
(

ω
v

)2]2

при

ωCher =
πmv

a
(36)

имеет устранимый разрыв и принимает значение, про-

порциональное a2 (квадрат длины траектории части-

цы). При вычислении энергии излучения Вавилова–
Черенкова интегралы в (33) и (34) берутся по окрестно-

сти ωCher, размер которой определяется из соотношения

a
2

d
dω

(ω

v
− πm

a

)∣∣∣
ω=ωCher

1ωCher
∼= 2π,

1ωCher
∼= 4πv

a
(37)

Механизм возникновения излучения Вавилова–Черен-
кова при выполнении условия его возникновения

(ε0µ0ε1µ
0
2v

2 > 1 для ТЕ-волны, ε0µ0µ1ε
0
2v

2 > 1 для

ТМ-волны) заключается в том, что заряженная частица

во время своего движения взаимодействует с сопут-

ствующим ей полем в стоячей волне в плоскости xoy
и фазовая скорость сопутствующей волны становится

равной скорости частицы, т. е.

vn,m,ph =
ωCher

k
= v,

где k = πm/a есть волновое число этой волны. Для

получения представления о порядке величины часто-

ты излучения Вавилова–Черенкова по формуле (36)
рассмотрим следующий пример. Пусть ε1 ≃ ε02 ≃ 2.6,

µ1 ≃ µ0
2 ≃ 2.1, m = 1, v ≃ 2 · 108 m/s (такую скорость

имеет частица при энергии 7 · 105 eV ≃ 10−13 J) [5].
Тогда при a = 0.8 · 10−3 m по формуле (35) получим

ωCher ≃ 7.85 · 1011 Hz, а при a = 10−3 получим ωCher ≃
≃ 6.28 · 1022Hz. Отметим, что полученные оценки ча-

стоты излучения Вавилова–Черенкова по порядку сов-

падают со значением, полученным в работе [9].

Заключение

Полученные в работе результаты показывают, что

пространственная периодическая модуляция заполнения

волновода существенным образом влияет на процесс

переходного излучения. Поля в волноводе представляют

собой набор пространственных гармоник с различными

амплитудами, при этом если на нулевой гармонике поля

не зависят от индексов модуляции, то на плюс и минус

первых гармониках они пропорциональны индексам мо-

дуляции в первой степени. В выражениях для энергий

переходного излучения под интегралами добавляются

члены, пропорциональные индексам модуляции в первой

степени. В области слабого взаимодействия излучения с

модулированным заполнением на определенной частоте

появляется излучение Вавилова–Черенкова, что выража-

ется резким пиком в спектре переходного излучения.

Ширина частотной области черенковского излучения

прямо пропорциональна скорости движения частицы и

обратно пропорциональна длине траектории частицы.
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