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Предложена феноменологическая модель нелинейного связанного электромеханического поведения поли-

кристаллической сегнетопьезокерамики при сложном многоосном воздействии, учитывающая чувствитель-

ность к скорости нагружения и ориентированная на использование при решении краевых задач. В рамках

единой модели рассмотрена возможность описания эффектов ползучести и чувствительности кривых

гистерезиса к частоте внешнего воздействия. Произведено сравнение прогнозов модели с результатами

экспериментов на макроскопических образцах из сегнетопьезокерамики PZT PIC 151 при циклическом

нагружении. Сравнение результатов расчетов с прогнозами альтернативных моделей продемонстрировало

более высокую точность предложенной модели.
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Введение

Поликристаллическая сегнетопьезокерамика находит

широкое применение на практике в качестве элементов

топливных инжекторов, нанопозиционеров, микромото-

ров, гасителей вибраций, пьезотрансформаторов, приво-

дов электронных микроскопов. Для корректной оценки

точности позиционирования, прочности и долговечности

вышеперечисленных устройств требуется учет нелиней-

ного связанного электромеханического поведения, чув-

ствительного к скорости нагружения. Это приводит к

необходимости разработки и использования в расчетах

моделей материала, учитывающих эффекты вязкости.

Экспериментальное изучение реономных эффектов

сегнетоэлектриков/сегнетоэластиков (называемых далее

сегнетоэлектроупругими материалами), начинающееся с

прямого анализа времени переполяризации и динамики

доменной структуры [1] и охватывающее исследова-

ния процессов неустановившейся ползучести деформа-

ций [2–7] и поляризации [2–4,8] на макроуровне, релак-

сацию напряжений [9] и электрического поля [10], чув-
ствительность кривых диэлектрического [11,12] и элек-

тромеханического гистерезиса (в форме бабочки) [11,12]
к частоте внешнего воздействия, служит основой для

разработки и верификации моделей материала. Трудно-

сти исследования неравновесных явлений в полидомен-

ных сегнетоэлектроупругих материалах связаны с их

неоднородностью вследствие наличия доменных стенок,

обладающих множеством метастабильных состояний,

отделенных друг от друга и от основного равновесного

состояния большими энергетическими барьерами из-за

наличия дефектов. В результате одновременно наблю-

даются как быстрые процессы переполяризации, так и

медленные термоактивационные процессы [10].
Первые феноменологические модели сегнетоэлектро-

упругого материала были предложены В.Л. Гинзбур-

гом [13] и А.Ф. Девонширом [14]. В этих моделях,

основанных на теории фазовых переходов Ландау, для

свободной энергии используется полиномиальное пред-

ставление с четными степенями параметра порядка,

в качестве которого вводилась поляризация. Простей-

шая модель кинетики переключения определяется урав-

нением Ландау−Халатникова [15], описывающим про-

странственно однородное (бездоменное) переключение.

Учет доменного механизма переключения произведен

в модели Колмогорова−Аврами−Ишибаши [16–19] на

основе использования статистической теории процес-

сов зарождения и неограниченного роста доменов.

Кинетика начальной стадии переключения одноосных

сегнетоэлектриков-сегнетоэластиков в области слабой

метастабильности описана в работе [20]. Релаксацион-
ная модель процессов переключения в кристаллических

сегнетоэлектриках рассмотрена в работах [21,22].
При решении трехмерных связанных краевых задач

для элементов конструкций с нетривиальной геометрией

в условиях, близких к изотермическим при температу-

рах значительно ниже температуры Кюри, использова-

ние в расчетах микромеханических моделей материала,

детально учитывающих кинетику доменной структуры,

требует значительных вычислительных затрат и большо-

го объема исходных экспериментальных данных. Поэто-

му наиболее рационально использование феноменоло-

гических (макроскопических) моделей сегнетоэлектро-

упругого материала, демонстрирующих экономичность

процедур численного решения краевых задач [23] и обла-

дающих простотой методов определения характеристик

материала. Примеры подобных моделей рассматрива-

лись в [24–27]. Областью применения данного класса

макроскопических моделей является анализ процессов

деформирования, первичной поляризации, прочности,

долговечности и трещиностойкости элементов перечис-

ленных выше конструкций.

На основе использования принципа максимума дис-

сипации при описании нелинейного склерономного
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поведения поликристаллической сегнетопьезокерамики,

Ч. Ландисом предложена трехмерная связанная фено-

менологическая модель [26]. В настоящей работе рас-

сматривается дальнейшее развитие этой модели в целях

наиболее точного предсказания реономного поведения

сегнетоэлектроупругого материала. Сравнение прогноза

предложенной модели при постоянном уровне внешнего

воздействия (ползучести) производилось в [28]. Целью

выполненных исследований является сравнение поведе-

ния модели при циклическом нагружении с результатами

экспериментов и с прогнозами других моделей, получив-

ших наиболее широкое распространение на практике.

1. Определяющие уравнения

В соответствии с парадигмой стандартного материала

с диссипацией [29] для задания определяющих урав-

нений (уравнений состояния) вводятся два потенциа-

ла: плотность свободной энергии (термодинамический
потенциал Гельмгольца) 9 и потенциал диссипации 8.

Зависимость от истории нагружения учитывается на ос-

нове введения двух внутренних переменных состояния:

тензора остаточных деформаций εr и вектора поляриза-

ции P
r . Принимается представление свободной энергии,

включающее обратимую и необратимую части [26]:

9 = 9s(ε, D, εr , Pr ) + 9r (εr , Pr). (1)

Использование концепции стандартного материала с

диссипацией обеспечивает условия существования и

единственности решения начально-краевой задачи.

В предположении линейного пьезоэлектрического от-

клика первое слагаемое 9s в выражении (1) определяет-
ся уравнением [26]:

9s =
1

2
(ε − εr ) · ·4CD · ·(ε − εr )

− (D− P
r ) · 3h · ·(ε − εr ) +

1

2
(D − P

r ) · βε · (D− P
r ),

(2)

где ε — тензор деформации, D — вектор элек-

трического смещения, 4
C

D — тензор упругих моду-

лей (четвертого ранга, обладает симметрией CD
i jkl =

= CD
jikl = CD

i jlk = CD
kli j), βε — тензор диэлектрической

проницаемости (второго ранга, обладает симметрией

βε
i j = βε

ji),
3
h — тензор пьезоэлектрических коэффици-

ентов (третьего ранга, обладает симметрией hi jk = hik j).
Вышеперечисленные тензоры 3

C
D , βε , 3

h допускают в

общем случае зависимость от внутренних переменных.

Определяющие уравнения, получаемые из условия

неотрицательности диссипации, позволяют определить

на основе выражения обратимо запасенной свободной

энергии 9s тензор напряжения σ и вектор напряженно-

сти электрического поля E [23]:

{

σ = ∂ε9 = 4
C

D · ·(ε − εr ) − (D− P
r) · 3h,

E = ∂D9 = −3
h · ·(ε − εr ) + β

ε · (D− P
r).

(3)

Необратимая часть свободной энергии 9r определяет

форму гистерезисных кривых (упрочнение и насыщение)
и допускает представление в виде аддитивного разложе-

ния на чисто электрическую 9ε, чисто механическую и

9m и смешанную 9em составляющие:

9r(εr , Pr) = 9e(Pr) + 9em(εr , Pr) + 9m(εr ). (4)

Степенные зависимости могут рассматриваться в ка-

честве простейших аналитических аппроксимаций [26]:

9e(|Pr |) =
HeP2

0

me − 1

[

1

me − 2

(

1−
|Pr |

P0

)2−me

−
|Pr |

P0

]

, (5)

где He, P0, me — константы материала, определяющие

начальное упрочнение, поляризацию насыщения и по-

казатель, характеризующий скорость насыщения. Выра-

жения для 9m и 9em вводятся аналогичным образом

(см. [26]).
Обобщенные силы σ̂ и Ê, сопряженные с внутренними

переменными εr и P
r , определяются равенствами

{

σ̂ = −∂εr9 = σ − ∂εr9r = σ − σB ,

Ê = −∂Pr9 = E− ∂Pr 9r = E− EB ,
(6)

где σ B = ∂εr9r и EB = ∂Pr9r — тензор микронапряже-

ний и вектор остаточного электрического поля, характе-

ризующие кинематическое упрочнение.

Диссипативное неравенство с использованием обоб-

щенных сил допускает представление

δ = σ · ·ε̇ + E · Ḋ− 9̇ = σ̂ · ·ε̇r + Ê · Ṗr ≥ 0. (7)

В пространстве обобщенных сил задается диссипатив-

ный потенциал (второй базовый потенциал, потенциал

ползучести), определяемый выражением

8 = A

(

Ê · Ê

E2
H

+
3

2

ŝ · ·ŝ

σ 2
H

+ β
Ê · ŝ · ŝ · Ê

E2
Hσ

2
H

)mv

, (8)

где ŝ = devσ̂ = σ̂ − 1tr σ̂ — девиатор активных напря-

жений, A и mv — константы материала, характеризу-

ющие вязкие свойства, EH и σH — скалярнозначные

функции внутренних переменных, позволяющие учесть

изотропное упрочнение. Введение последних принци-

пиально для корректного описания процессов неуста-

новившейся ползучести [28]. Безразмерный параметр β

определяет эффекты перекрестной электромеханической

связанности. При ограничении рассмотрением чисто

механического поведения выражение в правой части (8)
сводится к интенсивности напряжений по Мизесу.

Для внутренних переменных (тензора остаточных

деформаций εr и вектора спонтанной поляризации P
r )

вводятся уравнения эволюции, построенные по аналогии

с нелинейным вязким телом:

{

ε̇r = ∂σ̂8,

Ṗ
r = ∂

Ê
8.

(9)
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Выбор уравнений эволюции в виде (9) позволяет

априори удовлетворить условию неотрицательности дис-

сипации (7) для выпуклой функции 8(σ̂ , Ê). Условия

выпуклости выполняются при изменении параметра β

в диапазоне 0 ≤ β ≤ 3.

Входящие в (8) функции EH и σH могут быть выраже-

ны через функции упрочнения при ползучести he и hm:

{

EH(|Pr |) = Ech−1/2mv
e (|Pr |),

σH(‖εr‖) = σch−1/2mv
m (‖εr‖),

(10)

где Ec и σc — коэрцитивное электрическое поле и

напряжение. При исключении возможности описания

изотропного упрочнения принимается EH = Ec , σH = σc .

При описании процессов ползучести функции he и

hm оказывают непосредственное влияние на вид кривых

ползучести и позволяют описать неустановившуюся ста-

дию ползучести. Это может быть показано, например,

при рассмотрении одноосного воздействия вдоль оси e3

(E = eeEe или σ = e3e3σ33), для которого следствием

уравнений эволюции (9) с учетом (8) и (10) получаются
соотношения:

Ṗr
3 =

2mvA
Ec

(

E3 − EB3

Ec

)2mv−1

he(P
r
3),

ε̇r
33 =

2mvA
σc

(

σ33 − σB33

σc

)2mv−1

hm(εr
33). (11)

Размерность констант Ṗr
0 = 2mvA/Ec и ε̇r

0 = 2mvA/σc ,

входящих в (11), совпадает с размерностью величин,

стоящих в левых частях введенных равенств. Величины,

стоящие в круглых скобках, и последние сомножители

he и hm являются безразмерными.

Ниже будет проанализирован ряд моделей сегнето-

электроупругого материала с позиции возможности их

представления в рамках рассмотренного формализма

вычисления внутренних переменных (8)−(10) и предла-

гаемого этими моделями варианта вычисления функции

упрочнения. При этом для простоты ограничимся случа-

ем чисто электрического нагружения.

В исходной модели Ландиса 2002 г. [26] изотропное

упрочнение не учитывается

hL
e ≡ 1. (12)

Модель Лиу−Хубера 2006 г. [8] может рассматри-

ваться как частный случай в рамках используемого

подхода (8)−(10) при

hLH
e =

exp
(

−g(|Pr |)
)

t0g ′(|Pr |)
, (13)

g(|Pr |) =
Ps

Ps − |Pr |
−

Ps

P∗ + |Pr |
, (14)

где P∗ и Ps — константы материала, характеризую-

щие начальную и предельно допустимую поляризацию.

Функция упрочнения hLH
e вводится как функция абсолют-

ного значения вектора поляризации. В данной модели

предполагается отсутствие кинематического упрочнения

EB = 0. Механическое поведение в модели Лиу−Хубера

не рассматривалось.

В модели Белова−Креера 2009 г. [30] функция упроч-

нения определяется в пространстве обобщенных сил

следующим образом:

hBK
e =

1

E2 − E1

E∗

m
exp

(

−m

[

1−
|Ê| − E1

E∗

]

)

×







1− exp
(

−m |Ê|−E1

E∗

)

, E1 < |Ê| < E2,

1− exp
(

−m E2−E1

E∗

)

, E2 < |Ê|,
(15)

где E1, E2, E∗, m — константы материала. В модели

произведен учет кинематического упрочнения.

В настоящей работе вводится степенная функция

упрочнения he , как упрощение функций, предложенных

Лиу−Хубером (13) и Беловым−Креером (15):

he =

(

|Pr |

P0

)n(

1−
|Pr |

P0

)k

, (16)

где P0 — предельная поляризация при насыщении, n
и k — константы материала. Первый сомножитель в

правой части (16) характеризует упрочнение и поз-

воляет описать неустановившуюся стадию ползучести

(вводится по аналогии с моделями ползучести метал-

лов), а второй сомножитель необходим для описания

насыщения (при стремлении |Pr | к P0 функция he

стремиться к нулю, блокируя дальнейшее изменение Pr ).
В модели Ландау−Гинзбурга−Халатникова в качестве

необратимой части свободной энергии вместо (5) ис-

пользуется полиномиальное представление:

9e =
α

2
|Pr |2 +

β

4
|Pr |4,

где α, β — константы материала. Уравнение

Ландау−Халатникова [15] ξ Ṗr = −∂Pr9, где ξ —

коэффициент демпфирования (феноменологический
параметр, определяющий скорость переключения)
приводит к уравнению эволюции P

r (для переходов

первого рода):

ξ Ṗr = E− αPr − β|Pr |2 Pr . (17)

Уравнение (17) также может быть получено на осно-

ве (8)−(10) при mv = 1/2, A = Ec/ξ и

hLGH
e ≡ 1. (18)

Вектор остаточного электрического поля EB = ∂Pr9r

в этом случае вычисляется на основе выражения

EB = αPr + β|Pr |2Pr . Следует отметить, что уравне-

ние (17) описывает кинетику собственного переключе-

ния, не связанного с движением доменов.
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При описании кинетики переключения сегнетоэлек-

трических материалов (за исключением сверхтонких

пленок) широкое распространение получила доменная

теория Колмогорова−Аврами−Ишибаши [16–19]. В со-

ответствии с данным подходом при одноосном цикличе-

ском нагружении E = h( f t) на этапе нагрузки поляриза-

ция определяется равенством [19]

Pr = P0{1− 2 exp[− f d8(E)]}, (19)

где f — частота, h — периодическая функция, d —

параметр, зависящий от формы растущих доменов и

способа их зарождения

8(E) =

E
∫

0

Cd

[

E
∫

E′

v(E ′′){h′
(

h−1(E ′′)
)

}−1dE ′′

]d

nE(E ′)dE ′,

(20)
где v(E) —- скорость движения доменной стенки, кото-

рая принимается пропорциональной внешнему электри-

ческому полю с некоторым коэффициентом a , являю-
щимся дополнительным параметром модели: v(E) = aE ,
nE(E) — количество зародышей на единицу объема,

Cd — константа, определяемая формой растущих до-

менов (Cd = 2, d = 1 для доменов с параллельными

доменными стенками). Зависимость объемной доли пе-

реключившихся доменов q = (Pr/P0 + 1)/2 от време-

ни для стохастического процесса зародышеобразования

определяется выражением [19]

q = 1− exp[−td+19(E)], (21)

где 9(E) = Cdv
2(E)n(E)/(d + 1).

Соотношения, введенные выше для шести различ-

ных моделей для вычисления поляризации, могут быть

обобщены и на случай вычисления тензора остаточной

деформации. Однако на практике получила широкое

распространение упрощенная квадратичная связь между

деформациями и поляризаций [27]

εr =
3

2

ε0

P2
0

dev(Pr
P

r) =
3

2

ε0

P2
0

(

P
r
P

r −
1

3
1P

r · Pr

)

. (22)

В одноосном случае соотношение (22) упрощается:

εr
33 = ε0(Pr

3/P0)
2.

2. Сравнение результатов расчетов
с экспериментальными данными

При проведении расчетов использовалась программа

CES (Constitutive Equation Etudio) [31], в рамках которой

имплементированы все шесть вышеописанных моделей

сегнетоэлектроупругого материала.

2.1. Сравнение моделей при циклическом
нагружении частотой f = 0.0025Hz

Производится сравнение результатов расчетов с ре-

зультатами экспериментов Жу [32] на изначально непо-

ляризованных образцах поликристаллической сегнето-

пьезокерамики PZT PIC151 при переменном пилообраз-

ном электрическом поле с амплитудой E = 2MV/m, пре-

вышающей значение коэрцитивного поля Ec = 1MV/m,

и частотой f = 0.0025Hz. Размер образцов составлял

5× 5× 15mm3. Испытания проводились при комнатной

температуре.

Результаты моделирования первого цикла нагру-

жения с использованием моделей Ландау−Гинзбурга,

Лиу−Хубера, Колмогорова−Аврами−Ишибаши и пред-

ложенной модели (16) с параметрами, указанными в

табл. 1−4, представлены на рис. 1. Значение предельной

остаточной деформации во всех моделях принималось

равным ε0 = 3.3%.

Из рис. 1, a видно, что при использовании мо-

дели Ландау−Гинзбурга удается получить близкие к

экспериментальным данным значения основных пара-

метров гистерезиса — предел остаточной поляризации

и коэрцетивное поле, однако форма гистерезиса при

расчете по этой модели заметно отличается от экс-

периментальной. Использование модели Лиу−Хубера

позволяет улучшить точность по форме кривой нагрузки

тем не менее при разгрузке наблюдаются значительные

отличия. Схожая точность результатов наблюдается и

при использовании моделей Ландиса и Белова−Креера.

Модель Колмогорова−Аврами−Ишибаши позволяет по-

высить точность, но полного совпадения на всех участ-

Таблица 1. Параметры модели Ландау−Гинзбурга (17), (18)
для PZT PIC151

Ec , MV/m α, MV m/s β, MV m5/s3 A, C/m2 mv

1 −2 400 000 60 000 000 30 000 0.5

Таблица 2. Параметры модели Лиу−Хубера (13), (14)
для PZT PIC151

Ec , MV/m Ps , C/m
2 P∗, C/m2 He

0 , m/F me A, C/m2 mv

1 0.39 0.01 400 000 1.4 1.5 · 108 11.5

Таблица 3. Параметры модели Колмогорова−Аврами−Иши-

баши (19), (20) для PZT PIC151

P0, C/m
2 a , m2/s2/V d Cd N0 n0

0.37 2 · 10−14 1 2 1 1.3

Таблица 4. Параметры предложенной модели (16) для

PZT PIC151

Ec , MV/m P0, C/m
2 He

0, m/F me A, C/m2 mv n k

1 0.37 400 000 1.4 1000 5.5 −1.2 −1.7
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Рис. 1. Сравнение результатов расчета с экспериментом при циклическом воздействии переменным электрическим полем

E = 2MV/m, f = 0.0025Hz: a — D−E-гистерезис; b — ε−E-гистерезис.
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Рис. 2. Сравнение результатов расчета с экспериментом при циклическом воздействии переменным электрическим полем при

различных частотах и амплитудах: a — D−E-гистерезис при Ea = 2MV/m; b — ε−E-гистерезис при Ea = 2MV/m; c — D−E-
гистерезис при Ea = 1.5MV/m; d — ε−E-гистерезис при Ea = 1.5MV/m.
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ках также не удается получить. Наилучшего совпадения

результатов моделирования с экспериментальными дан-

ными удается достичь при использовании предложенной

модели (16).
Аналогичные выводы могут быть сделаны также

из анализа кривых электромеханического гистерезиса

(в форме бабочки), показанных на рис. 1, b.

2.2. Сравнение в широком диапазоне
изменения амплитуд и частот

Результаты экспериментальных исследований влияния

амплитуды и частоты нагружения на форму диэлектри-

ческого гистерезиса для образцов из сегнетоэлектриче-

ской керамики PZT PIC151 представлены в работе [33].
Рассматривались амплитуды E = 1, 1.5, 2MV/m и часто-

ты нагружения f = 0.01, 0.1, 1Hz.

В расчетах использовалась предложенная модель,

определяемая уравнениями (16), (9), (8). Характери-

стики используемого материала практически совпадают

с рассмотренными в предыдущем разделе (табл. 4).
Однако вследствие различий в процессе начальной по-

ляризации для данной серии образцов использовались

значения P0 = 0.33 C/m, He
0 = 62 000m/F, m = 16. Срав-

нение результатов численного моделирования с данными

экспериментов при различных амплитудах и частотах

представлено на рис. 2.

Анализ рис. 2 позволяет установить, что при отно-

сительно медленном нагружении (частоты порядка 0.01

и 0.1Hz) и амплитудах, превышающих коэрцетивное по-

ле материала, предложенная модель хорошо справляется

с описанием отклика сегнетоэлектроупругого материала

на циклическую электрическую нагрузку. Однако с ро-

стом частоты, как видно из анализа экспериментальных

данных, происходит изменение формы гистерезиса. При

частоте f = 1Hz при увеличении электрического поля

сначала происходит рост электрического смещения, а

затем наблюдается его уменьшение. Предложенная мо-

дель описывает достаточно грубо появление указанного

максимума.

При амплитудах воздействия, меньших коэрцитивно-

го, наблюдается снижение точности прогноза. Для бо-

лее точного описания поведения сегнетоэлектроупругих

материалов в этом случае рационально использование

моделей с порогом (аналог вязкопластичных моделей).

Заключение

Проведена верификация предложенной феноменоло-

гической модели нелинейного связанного электромеха-

нического поведения поликристаллической сегнетопье-

зокерамики, учитывающей чувствительность к скорости

нагружения, при циклическом нагружении. Установле-

ны границы достоверного применения предложенной

модели сегнетоэлектроупругого материала в простран-

стве амплитуд и частот нагружения. Хорошая точ-

ность прогнозов наблюдается при амплитудах внешнего

электрического поля, превышающих коэрцитивное поле.

Точность прогнозов модели падает с ростом частоты

воздействия. Рассматриваемая модель непосредственно

не учитывает доменный механизм переключения и ори-

ентирована на использование при решении краевых

задач с нетривиальной геометрией. В рамках единой

модели оказалось возможным описание эффектов ползу-

чести и чувствительности кривых гистерезиса к частоте

внешнего воздействия. Сравнение результатов расчетов

с прогнозами альтернативных моделей продемонстриро-

вало более высокую точность предложенной модели при

описании отклика материала при циклическом воздей-

ствии.

Исследование выполнено при поддержке гранта Рос-

сийского научного фонда № 18-19-00413.
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