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Исследовано распространение электромагнитных волн в среде с зигзагообразными углеродными нано-

трубками. На основании уравнений Максвелла получено эффективное уравнение для вектор-потенциала

электромагнитного поля, в котором учтены колебания ионов диэлектрической среды, в которую помещены

нанотрубки. Выявлена зависимость формы импульса от характера колебаний тяжелых ионов, на которых

может происходить поглощение электромагнитного поля, а также от других параметров задачи.
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Взаимодействие электромагнитного излучения с ве-

ществомактивно изучается и находит множество прак-

тических приложений [1–5]. Особенное внимание иссле-

дователей привлекают предельно короткие оптические

импульсы, обладающие такими примечательными свой-

ствами, как высокая направленность и высокая интен-

сивность излучения (1021 W/cm2) [6].

Развитие инжекционных полупроводниковых лазеров

накачки, элементов волоконной оптики и эффективных

преобразователей лазерного излучения во вторую гар-

монику позволило создать исключительно компактные

системы. В качестве примера можно привести лазерную

установку, излучающую импульсы длительностью 180 fs,

при этом средняя мощность составляет 10MW при

частоте следования 50MHz. При этом размеры прибора

сравнимы по величине с ладонью [6]. Отметим также,

что прогресс в данном направлении обеспечивает и

использование наноструктур, которые активно применя-

ются при создании таких устройств.

В настоящей работе речь пойдет об углеродных на-

нотрубках (УНТ), нелинейные свойства которых давно

интенсивно изучаются [7–9]. В том числе интенсивно

исследуется и динамика предельно коротких оптических

импульсов или световых пуль в данных средах [10–13].
В частности, были получены эффективные уравнения,

изучена динамика импульсов с учетом влияния примесей

и кулоновского взаимодействия электронов, а также про-

цессы столкновения световых пуль и влияние внешних

полей.

Остался нерассмотренным вопрос влияния колебаний

тяжелых ионов среды, в которую помещены углерод-

ные нанотрубки, и поглощения ими электромагнитного

поля. Учет данного воздействия важен при исследова-

нии распространения предельно коротких оптических

импульсов в нелинейных дисперсионных средах, что

подтверждается, например, работами [14,15]. Поглоще-

ние на таких ионах может значительно сузить диапазон

прозрачности и уменьшить ширину спектра пропускания

в среде с углеродными нанотрубками.

Постановка задачи
и основные уравнения

Рассмотрим распространение предельно коротких

электромагнитных импульсов в углеродных нанотруб-

ках. Электрическое поле импульса направим вдоль оси

нанотрубок.

Закон дисперсии УНТ типа зиг-заг

εs (p) = ±γ

√

1 + 4 cos(a p) cos(πs/m) + 4 cos2(πs/m),

(1)
s = 1, 2, . . . , m, нанотрубка имеет тип (m, 0), γ ≈ 2.7 eV,

a = 3b/2~, b = 0.142 nm — расстояние между соседни-

ми атомами углерода.

Как следует из правил квантовой механики в присут-

ствии внешнего электрического поля E, которое будет

рассматриваться в калибровке: E = − ∂A
c∂t , необходимо за-

менить импульс на обобщенный импульс: q → q − eA/c
(e — заряд электрона, c — скорость света).

Уравнения Максвелла с учетом калибровки можно

записать в следующем виде [16]:

∂2A

∂x2
+

∂2A

∂y2
+

∂2A

∂z 2
−

1

c2

∂2A

∂t2
+

4π

c
j =

4π

c
∂P

∂t
. (2)

Вектор-потенциал считается имеющим вид

A = (0, 0, A(x , y, z , t)), а ток j = (0, 0, j(x , y, z , t)).
Для учета свойств среды мы дополнили уравнение (2)
слагаемым с поляризацией среды Р, направленной вдоль
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Рис. 1. Геометрия задачи.

оси УНТ (рис. 1). Запишем стандартное выражение для

плотности тока

j = e
∑

psσ

vs

(

p −
e
c

A(x , y, z , t)
)

〈C+
psωC psσ 〉, (3)

где vs(p) =
∂εs (p)
∂ p , а скобки означают усреднение

с неравновесной матрицей плотности ρ(t). 〈B〉 =
= S p(B(0)ρ(t)). C+

ps , C ps — операторы рождения,

уничтожения возбуждений с квазиимпульсом (p, s).
Учитывая, что [C+

psσC psσ , H] = 0, из уравнений дви-

жения для матрицы плотности сразу получаем,

что 〈C+
psσC psσ 〉 = 〈C+

psσC psσ 〉0, где 〈B〉0 = S p(B(0)ρ(0)),
ρ0 = exp(−H/kT )/S p(exp(−H/kT )), k — постоянная

Больцмана, T — температура. Закон дисперсии εs (p)
можно представить в виде ряда Фурье

εs (p) =
1

2π

∑

sq

a sq cos(a pq),

a sq =

∫

d p · cos(a pq)εs(p), (4)

где интегрирование проводится по первой зоне Брил-

люэна, а q — натуральное число. В этом случае

из (3), (4) следует одно эффективное уравнение на

вектор-потенциал A, которое в цилиндрической форме

может быть записано как

1

r
∂A
∂r

(

r
∂A
∂r

)

+
∂2A
∂z 2

−
1

c2

∂2A
∂t2

+
4en0

c

∞
∑

q=1

qbq sin

(

ae(A + η)

c

)

− β
∂P
∂t

= 0,

bq =
∑

s

a sq

∫

d p · cos(a pq)
exp(−εs(p)/kT )

1 + exp(−εs(p)/kT )
(5)

и интегрирование ведется в пределах первой зоны

Бриллюэна. Здесь производная по углу в силу ци-

линдрической симметрии равна нулю. Неоднородность

поля вдоль некоторой оси приводит к неоднородности

тока, вследствие чего происходит накопление заряда

в какой-то области. Проведенные расчеты показали,

что эффектом накопления заряда для фемтосекунд-

ных импульсов можно пренебречь [13]. Отметим, что

вследствие убывания коэффициентов bq с ростом q в

сумме в уравнении (5) можно ограничиться первыми

15 неисчезающими слагаемыми [17], и получить широко

применяемый в приложениях, но не интегрируемый

методом обратной задачи рассеяния аналог уравнения

sine-Gordon [18].
Величина η в (5) связана с ненулевой компонентой

вектора смещений среды u как

η = −cd

t
∫

−∞

∂u(z , t′)
∂z

dt′. (6)

Здесь мы рассматриваем самую простую модель, когда

в среде возникает поляризация, линейная по приложен-

ному электрическому полю и направленная параллельно

этому электрическому полю вследствие пьезоэффекта

P = d
∂u
∂z

, (7)

d — здесь и выше соответствующий пьезомодуль.

Уравнение (5) в этом случае необходимо дополнить

уравнением на компоненту вектора смещений u [19,20]

∂2u
∂t2

+ γ
∂u
∂t

+ ω2
0u = χ

∂A
∂t

. (8)

Здесь γ — коэффициент поглощения на тяжелых ионах,

ω0 — резонансная частота колебаний тяжелых ионов,

χ — коэффициент восприимчивости.

В рамках описанной модели необходимо сделать ряд

замечаний. Так, мы учитываем только одну компоненту

вектора смещений, что очевидно может быть легко

обобщено. Также мы не учитываем, что среда может

обладать нелинейными акустическими свойствами и век-

тор поляризации может быть в итоге неколлинеарен

вектору электрического поля.

Результаты численного моделирования

Исследуемые уравнения (5), (8) были решены числен-

но с помощью прямой разностной схемы типа крест [21].
Начальное условие выбиралось в виде предельно корот-

кого импульса, состоящего из двух полуколебаний элек-

трического поля и может быть записано в следующем

виде:

A(z , r, 0) = Q · exp

(

−
(z − z 0)

2

γz

)

exp

(

−
r2

γr

)

dA(z , r, 0)
dt

= 2Qu
(z −z 0)

γz
exp

(

−
(z −z 0)

2

γz

)

exp

(

−
r2

γr

)

u(z , r, 0) = 0,
du(z , r, 0)

dt
= 0, (9)

где r — радиус, Q — амплитуда, γz , γr определяют

ширину импульса, z 0 — начальное смещение центра

импульса.
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Рис. 2. Зависимость вектор-потенциала от координаты при

r = 0: исходная форма импульса (1); t = 2 · 10−13 s (2);
t = 7 · 10−13 s (3); t = 10−12 s (4); v/c = 0.95.
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Рис. 3. Зависимость формы импульса от времени для величин

константы связи, d = 1, 2, 5 при r = 0.
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Рис. 4. Зависимость вектор-потенциала поля от времени

для значений коэффициента поглощения на тяжелых ионах

γ = 1, 2, 5.

Возникающая эволюция электромагнитного поля при

его распространении по образцу представлена на рис. 2.

Ввиду того, что уравнение (5) достаточно близко к

интегрируемому уравнению sin-Gordon, импульс распро-

страняется, сохраняя свою форму на первоначальном

этапе, а далее начинают играть роль неинтегрируемые

слагаемые в (5) и за импульсом появляется хвост,

который имеет приблизительно нулевую площадь. Та-

кое поведение, на наш взгляд, связано с тем, что в

системе приближенно выполняется теорема площадей и

потому возмущения, вносимые неинтегрируемой частью

уравнения (5), не изменяют суммарную площадь под

импульсом.

Стоит отметить также, что существует затухание ам-

плитуды импульса при его распространении по образцу.

Зависимость формы импульса от константы связи d
представлена на рис. 3.

Как следует из рис. 3, данный параметр влияет в

основном на форму
”
хвоста“, следующего за импульсом.

Но в отличие от случая без учета движения ионов, здесь

наблюдается и изменение формы основного импульса.

Причем чем больше величина d, тем сильнее колебания

в
”
хвосте импульса“, вследствие пьезоэффекта и тем

больше амплитуда основного импульса. То есть можно

управлять режимом генерации терагерцовых импульсом,

подбирая среду с тем или иным пьезомодулем d .
Влияние коэффициента поглощения на тяжелых ионах

на процесс распространения импульса по образцу пока-

зано на рис. 4.

Из рисунка видно, что увеличение данного параметра

приводит к заметному уменьшению амплитуды основ-

ного импульса и одновременному возрастанию площади

под кривой
”
хвоста“.

Заключение

1. С течением времени наблюдается затухание ам-

плитуды предельно короткого оптического импульса в

пьезоэлектрической среде с УНТ, чего не наблюдалось

ранее (без учета колебания ионов среды).
2. Управление

”
хвостом“ за предельно коротким

импульсом осуществляется с помощью параметров d
и γ , что весьма важно при генерации терагерцовых

импульсов.

3. Таким образом, учет колебания тяжелых ионов сре-

ды оказывает существенное влияние на характер распро-

странения электромагнитных импульсов в массиве УНТ.

Работа поддержана Российским фондом фундамен-

тальных исследований (проект № 16-07-01265-A). Чис-
ленное моделирование с использованием параллель-

ных технологий выполнено при финансовой поддержке

Минобрнауки РФ в рамках государственного задания

(проект № 2.852.2017/4.6).
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С.А. Козлову за полезные дискуссии, которые стиму-
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