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Рассмотрены капиллярные осцилляции незаряженной сфероидальной капли невязкой электропроводной

несжимаемой жидкости в однородном электростатическом поле в первом порядке малости по отношению

амплитуды осцилляций к характерному линейному размеру капли и во втором порядке малости по квадрату

отношения характерного линейного размера капли к длине излучаемой волны. Показано, что электрический

квадрупольный момент капли изменяется во времени из-за осцилляций ее поверхности, что приводит к

излучению электромагнитных волн квадрупольного типа. Построена математическая модель квадрупольного

электромагнитного излучения незаряженной капли, осциллирующей в электростатическом поле, и проведена

оценка его интенсивности и частоты.
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Введение

То, что заряженная капля идеально проводящей

несжимаемой идеальной жидкости при осцилляциях бу-

дет излучать электромагнитные волны, показано еще

в [1]. В самом деле, собственный заряд такой капли

распределится по ее поверхности, и при осцилляциях

капли частицы заряда будут двигаться ускоренно, что и

вызовет в силу классических общефизических положе-

ний (см., например, [2]) появление электромагнитного

излучения. Техника счета, использованная в [1], сводится
к выводу дисперсионного уравнения для осциллиру-

ющей капли идеальной жидкости для волновой зоны

электрического поля капли, имеющего комплексные ре-

шения. Мнимая часть частоты соответствует затуханию,

невозможному в идеальной жидкости, следовательно,

источником потери энергии осцилляций капли является

излучение ускоренно движущихся зарядов.

В общем случае излучение системы ускоренно дви-

жущихся зарядов, согласно теории электромагнитного

излучения [3], состоит из суммы дипольного, квадру-

польного и магнитно-дипольного излучений. Разделе-

ние электромагнитного излучения на мультипольные

компоненты ведется по малому параметру δ-квадрату

отношения характерного линейного размера капли к

длине излучаемой волны. Самая интенсивная компонен-

та излучения есть дипольная, затем идут квадрупольная

и магнитно-дипольная. Для осциллирующей заряженной

капли в расчетах первого порядка малости по ε (именно
в этом порядке выполнены расчеты в [1]) — отноше-

нию амплитуды осцилляций к характерному линейному

размеру капли обнаруживается только квадрупольная

компонента излучения. Дипольное излучение осцилли-

рующей заряженной капли обнаруживается в расчетах

второго порядка малости по ε, но тем не менее оно

оказывается на 14−15 порядков величины интенсивнее

квадрупольного [4].

Для незаряженной капли идеально проводящей несжи-

маемой невязкой жидкости в однородном электростати-

ческом поле очередность компонент излучения другая: в

начале появляется дипольное излучение [5] (в первом

порядке малости по δ и по ε), затем квадрупольное

(во втором порядке малости по δ и первом по ε).

Расчету интенсивности квадрупольного излучения

незаряженной капли идеальной несжимаемой элек-

тропроводной жидкости, осциллирующей в однород-

ном электростатическом поле, и посвящена настоящая

работа.

Физическая постановка задачи

Рассмотрим задачу о квадрупольном электромагнит-

ном излучении незаряженной капли идеальной, несжи-

маемой, идеально проводящей жидкости, осциллиру-

ющей в однородном электростатическом поле напря-

женностью E0. Пусть массовая плотность жидкости ρ,

коэффициент поверхностного натяжения σ . Примем, что

капля находится в вакууме, а ее объем определяется объ-

емом сферы с радиусом R. На поверхности капли всегда

существует капиллярное волновое движение, возбуждае-

мое уже тепловым движением молекул воды. Амплитуда

таких волновых движений весьма мала: ∝ √
kT/σ , где

k — постоянная Больцмана; T — абсолютная темпе-

ратура [6]. При температурах порядка комнатной такая

амплитуда для всех жидкостей меньше �A.

На поверхности свободно падающей капли под дей-

ствием внешних силовых воздействий (например, со

стороны обдувающего ее потока воздуха) амплитуда

отдельных мод осциллирующей капли может принимать

значения до десятков процентов от ее радиуса [7,8].
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При этом капиллярные осцилляции заряженной инду-

цированным зарядом поверхности проводящей капли

приводят к излучению электромагнитных волн.

Исходя из общей теории излучения электромагнит-

ных волн, интенсивность квадрупольного излучения для

ускоренно движущейся системы зарядов вычисляется по

формуле [3]:

I =
1

180c5

3
∑

α,β=1

(

∂3

∂t3
Dαβ

)2

, (1)

где тензор квадрупольного момента Dαβ определяется

в виде

Dαβ(t) =

∫∫∫

V

γ(r, t)
(

3xα(t)xβ(t) − δαβr2(t)
)

dV. (2)

где γ(r, t) — объемная плотность заряда, δαβ — дельта-

символ Кронекера, xα(t) и xβ(t) — координаты радиус-

вектора r(t) в декартовой системе координат (x , y, z )
для точки, лежащей в объеме капли V .

Наличие внешнего электростатического поля при-

водит к искажению равновесной сферической формы

капли, которая в линейном приближении по величине

стационарной деформации может считаться сфероидаль-

ной [9–13], с квадратом эксцентриситета e2:

e2 =
9E2

0R
16πσ

.

Все расчеты задачи будем проводить в сфериче-

ской системе координат (r, θ, ϕ) с началом в центре

масс капли в безразмерных переменных, в которых

R = ρ = σ = 1. Остальные величины задачи будут вы-

ражены в долях своих характерных значений:

[E0] = R−1/2σ 1/2, [t] = R3/2ρ1/2σ−1/2,

[V ] = R−1/2ρ−1/2σ 1/2, [r ] = R, [P] = R−1σ.

Сформулируем математически задачу о квадруполь-

ном излучении сфероидальной незаряженной капли

невязкой несжимаемой электропроводной жидкости, ос-

циллирующей во внешнем электростатическом поле.

Математическая формулировка задачи

Пусть в начальный момент времени t = 0 равновесная

сфероидальная форма капли r(θ) претерпевает вирту-

альное осесимметричное возмущение ξ(θ, t) фиксиро-

ванной амплитуды ε, существенно меньшей радиуса

капли. Поскольку начальное возмущение поверхности

капли осесимметрично и мало, примем, что форма

капли осесимметрична как в начальный, так и во все

последующие моменты времени. Примем также, что

уравнение, описывающее поверхность капли, в сфери-

ческой системе координат с началом в центре масс в

безразмерных переменных имеет вид:

r(θ, t) = r(θ) + ξ(θ, t), |ξ | ≪ 1.

Движение жидкости в капле будем полагать потенци-

альным и примем, что поле скоростей движения жидко-

сти в капле V(r, t) = ∇ψ(r, t) полностью определяется

функцией потенциала скорости ψ(r, t) [14]. Амплитуд-
ное значение поля скоростей течения жидкостей имеет

тот же порядок малости, что и амплитуда осцилляций

поверхности капли ψ(r, t) ∼ ξ(θ, t) ∼ ε. Электрическое

поле в окрестности капли будем характеризовать элек-

трическим потенциалом 8(r, t).
Математическая формулировка задачи о расчете дви-

жения жидкости в незаряженной капле, осциллирующей

во внешнем электростатическом поле, имеет вид [1,15]:

1ψ(r, t) = 0, 18(r, t) = 0,

r → 0 : ψ(r, t) → 0, r → ∞ : 8(r, t) → −E0r cos θ,

r = r(θ) + ξ(θ, t) :

∂ξ(θ, t)
∂t

=
∂ψ(r, t)
∂r

− 1

r2
∂ψ(r, t)
∂θ

(

∂r(θ)

∂θ
+
∂ξ(θ, t)
∂θ

)

,

8(r, t) = 8s(t),

t = 0 : ξ(θ) = ε
∑

j∈4

h j P j(µ),
∑

j∈4

h j = 1,

ε ≪ 1,
∂ξ(θ)

∂t
= 0, (3)

где h j — коэффициенты, определяющие парциальный

вклад j-й колебательной моды в суммарное начальное

возмущение, 4 — множество значений номеров из-

начально возбужденных колебательных мод, P j(µ) —

полином Лежандра j-го порядка, j — целое число,

µ ≡ cos θ.

Исходя из общефизических соображений для замы-

кания выписанной системы уравнений, сформулируем

дополнительные естественные условия постоянства объ-

ема капли, неподвижности ее центра масс, а также

условие незаряженности капли:

∫

V

r2dr sin θdθdϕ =
4

3
π,

∫

V

rr2dr sin θdθdϕ = 0,

V = [0 ≤ r ≤ r(θ) + ξ(θ, t), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π],

1

4π

∮

S

(

n(r, t),∇8
)

dS = 0, (4)

S = [r = r(θ) + ξ(θ, t), 0 ≤ θ ≤ π, 0 ≤ ϕ ≤ 2π].

В этих выражениях введены следующие обозначения:

∞S(t) — постоянное вдоль поверхности капли значение

ее электрического потенциала, P = P0 − ∂ψ
∂t — гидроди-

намическое давление, P0 — постоянное давление внут-

ри капли в состоянии равновесия, PE = (∇8)2/8π —

давление электрического поля, Pσ = div n(r, t) — капил-

лярное давление, n(r, t) — единичный вектор нормали
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к возмущенной поверхности капли [16], определяемый
в виде:

n(r, t) =
∇
(

r − r(θ, t)
)

|∇
(

r − r(θ, t)
)

|

∣

∣

∣

∣

r=r(θ,t)

. (5)

Искомые величины разложим по порядкам малости

безразмерной амплитуды осцилляций ε [17]:

ξ(θ, t) = ξ (1)(θ, t) + O(ε2), ψ j(r, t) = ψ
(1)
j (r, t) + O(ε2),

P(r, t) = P(0)(r) + P(1)(r, t) + O(ε2),

Pσ (r, t) = P(0)
σ (r) + P(1)

σ (r, t) + O(ε2),

PE(r, t) = P(0)
E (r) + P(1)

E (r, t) + O(ε2),

8(r, t) = 8(0)(r) + 8(1)(r, t) + O(ε2), (6)

где 8(0)(r, θ) — электрический потенциал в окрестности

равновесного незаряженного сфероида во внешнем элек-

тростатическом поле; 8(1)(r, θ, t) — добавка первого

порядка малости к электрическому потенциалу, связан-

ная с возмущением поверхности капли. Верхний индекс

означает порядок малости по ε.

Подставляя разложения (6) в (3) и (4), выделим

задачи нулевого и первого порядков по ε.

Потенциал 8(0)(r, θ) в линейном по e2 приближении

может быть получен как переходом от известного выра-

жения [18] для электрического потенциала вытянутого

проводящего эллипсоида в однородном внешнем поле,

приведенного в [18] в сфероидальных координатах, к

сферическим координатам, так и прямым решением

электростатической задачи нулевого порядка малости

по ε в сферической системе координат методом возму-

щений

8(0)(r, θ) = E0rP1(µ)

(

1

r3
− 1

)

+
2

5

1

r2
e2

× E0

(

P1(µ) +
3

2

1

r2
P3(µ)

)

.

Форма возмущенной поверхности капли r(θ, t) с точ-

ностью до слагаемых первого порядка по каждому из

малых параметров ε и e2 описывается уравнением

r(θ, t) = 1 + e2h(θ) + ε
∑

j∈4

M j(t)P j(µ), (7)

где амплитудные коэффициенты M j(t) имеют вид

M j(t) = h j cos(ω jt)

+ e2
(

h j−2

j( j − 1)(3 j2 − 3 j + 2)

4(2 j − 1)(2 j − 3)(3 j − 4)

×
(

cos(ω j−2t) − cos(ω jt)
)

− h j+2

( j + 1)(3 j3 + 27 j2 + 44 j + 16)

4(2 j + 3)(2 j + 5)(3 j + 2)

×
(

cos(ω j+2t) − cos(ω jt)
)

)

( j ∈ 4).

В отсутствие внешнего электрического поля второе

слагаемое ∼ e2 обращается в нуль, и амплитуда воз-

мущения M j(t) будет определяться лишь слагаемым с

частотой ω j : M j(t) = h j cos(ω jt).
Выражение для добавки к электрическому потенциалу

в окрестности возмущенного сфероида определяется

в виде

8(1)(r, t) = E0ε

(

6

35

e2M3(t)
r

+

(

∑

j∈4

[

3
(

µ+
j−1M j−1(t)

+ µ−

j+1M j+1(t)
)

+ e2
(

M j−3(t)l1( j) + M j−1(t)l2( j)

+ M j+1(t)l3( j) + M j+3(t)l4( j)
)

]

r−(n+1)

)

)

P j(µ).

Поверхностная плотность заряда

Определим теперь плотность поверхностного заряда

v(r, t), распределенного по возмущенной осесиммет-

ричной поверхности идеально проводящей капли по

известной формуле

v(r,t) = − 1

4π

(

n(r,t),∇8(r, t)
)

∣

∣

∣

r=r(θ,t)

= − 1

4π

(

n(r, t),∇8(0)(r) + ∇8(1)(r, t)
)

∣

∣

∣

r=r(θ,t)
,

(8)
где r(θ, t) задано соотношением (7).
Используя разложения (8) для компонент электри-

ческого потенциала и вектор нормали к возмущенной

поверхности сфероида во внешнем поле

n(r, t) =

(

1− 1

3
e2
∂P2(µ)

∂θ

∂ξ(θ, t)
∂θ

)

er −
(

∂ξ(θ, t)
∂θ

+
1

3
e2
(

(

1− ξ(θ, t)
) ∂P2(µ)

∂θ
− P2(µ)

∂ξ(θ, t)
∂θ

)

)

eθ,

(9)
получим по (8) поверхностную плотность заряда на

возмущенной капле r(θ, t) с точностью до слагаемых

порядка ∼ E0e2ε ∼ E3
0ε:

v(r,t) =
1

4π

(

3E0

(

P1(µ) +
2

5
e2P3(µ)

)

−
(

∂8(1)

∂r
+ E0ξ(θ, t)

(

6P1(µ)+
2

5
e2
(

P1(µ)+15P3(µ)
)

)

+
1

3
e2
(

∂28(1)

∂r2
P2(µ) − ∂8(1)

∂θ

∂P2(µ)

∂θ

))

)
∣

∣

∣

∣

∣

r=1

.

Здесь функции ξ(θ, t) и 8(1)(r, t) имеют первый поря-

док малости по ε. В (9) er и eθ — орты сферической

системы координат.
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Учитывая вид функции ξ(θ, t) из (7) и решение для

добавки электрического потенциала 8(1)(r, t), запишем

поверхностную плотность заряда в виде разложения по

полиномам Лежандра:

v(r, t) =
3

4π
E0

(

P1(µ) +
2

5
e2P3(µ) + ε

∑

j∈4

(

M j−1(t)k1

+ M j+1(t)k2 − e2
(

2

35
M3(t)δ j,0+M j−3(t)k3+M j−1(t)k4

+ M j+1(t)k5 + M j+3(t)k6

))

P j(µ)

)

( j ∈ 4). (10)

Численные коэффициенты k1−k6, зависящие лишь от

значения индекса j , приведены в Приложении.

Расчет квадрупольных моментов

Для вычисления интенсивности квадрупольного элек-

тромагнитного излучения от электропроводной капли

в (1) рассчитаем тензор квадрупольного момента Dαβ(t).
Подставляя в исходную формулу (2) выражение для

квадрата модуля радиус-вектора r2 = x2 + y2 + z 2, запи-

шем в общем виде выражение для тензора квадруполь-

ного момента в декартовой системе координат [3,18]:

Dαβ(t) =

∫

V

v(r, t)δ
(

r − r(r, t)
)

(3xαxβ − r2δαβ)dV,

V =
[

−r ≤ x ≤ r ; −
√

r2 − x2 ≤ y ≤
√

r2 − x2;

−
√

r2 − x2 − y2 ≤ z ≤
√

r2 − x2 − y2

]

.

Здесь r = r(r, t) — уравнение поверхности капли;

v(r, t) — поверхностная плотность заряда; r — радиус-

вектор точки на поверхности капли; δ
(

r − r(θ, t)
)

—

дельта-функция Дирака [19]; δαβ — дельта-символ Кро-

некера.

Дальнейший расчет квадрупольных моментов прове-

дем аналогично [20]. Перепишем выражения для компо-

нент квадрупольных моментов в сферической системе

координат (r, θ, ϕ) с началом в центре капли. Наличие

дельта-функции в выражениях для компонент тензора

квадрупольного момента превращает интегрирование по

объему в интегрирование по возмущенной капиллярным

волновым движением поверхности капли. В результате

получим:

D11(t) =

∫

S

v(θ, t)
(

n(r, t), er
) r4(θ, t)

(

(2− 3 sin2 ϕ) sin2 θ

− cos2 θ
)

sin θdθdϕ,

D22(t) =

∫

S

v(θ, t)
(

n(r, t), er
) r4(θ, t)

(

(3 sin2 ϕ − 1) sin2 θ

− cos2 θ
)

sin θdθdϕ,

D33(t) =

∫

S

v(θ, t)
(

n(r, t), er
) r4(θ, t)(3 cos2 θ − 1) sin θdθdϕ,

D12(t) = D21(t) = 3

∫

S

v(θ, t)
(

n(r, t), er
) r4(θ, t)

× cosϕ sinϕ sin3 θdθdϕ,

D13(t) = D31(t) = 3

∫

S

v(θ, t)
(

n(r, t), er
) r4(θ, t)

× cosϕ cos θ sin2 θdθdϕ,

D23(t) = D32(t) = 3

∫

S

v(θ, t)
(

n(r, t), er
) r4(θ, t)

× sinϕ cos θ sin2 θdθdϕ,

S = [r = r(θ, t); 0 ≤ θ ≤ π; 0 ≤ ϕ ≤ 2π]. (11)

В (11) r(θ, t) определяется выражениями (7); v(θ, t)
соотношением (10); n(r, t) — формулой (9).
Поскольку капля осесимметрична и уравнение ее

возмущенной поверхности r(θ, t) не зависит от коор-

динаты ϕ, то после интегрирования (11) по углу ϕ

получим:

D11(t) = D22(t) = −1

2
D33(t) = π

π
∫

0

v(θ, t)
(

n(r, t), er

) r4(θ, t)

× (1− 3 cos2 θ) sin θdθ = −2π

π
∫

0

v(θ, t)
(

n(r, t), er

)

× r4(θ, t)P2(µ) sin θdθ,

D12 = D21 = D13 = D31 = D23 = D32 = 0.

Подставим поверхностную плотность заряда (10) и

вектор нормали (9) на возмущенной поверхности капли

r(θ, t) в отличные от нуля компоненты тензора и по-

лучим их аналитическое выражение через амплитудные

коэффициенты M j(t):

D11(t) = D22(t) = −1

2
D33(t) = −3

2
E0

×
π
∫

0

(

cos θ

(

1 + e2
(

3 cos θ − 19

15

))

+ ε
∑

j∈4

(

M j−1(t)p1 + M j+1(t)p2

+ e2
(

2

35
M3(t)δ j,0 + M j−3(t)p3 + M j−1(t)p4

+ M j+1(t)p5 + M j+3(t)p6

))

P j(cos θ)

)

P2(µ) sin θdθ.

(13)
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Численные коэффициенты p1−p6, зависящие лишь от

значения индекса j , приведены в Приложении.

Учтем ортогональность полиномов Лежандра и, под-

ставляя явный вид M j(t), перейдем к размерным пере-

менным:

D11(t) = D22(t) = −1

2
D33(t) = −E0R

4

× ε

(

9

7
h3 cos(ω3t) + e2

(

52

245
h3 cos(ω3t)

+
2

847
h5

(

236 cos(ω3t) + 149 cos(ω5t)
)

)

)

,

ω j =

(

σ

ρR3
j

(

( j − 1)( j + 2)

− e2
(2 j5 + 23 j4 + 21 j3 − 17 j2 − 7 j2 − 2)

(2 j − 1)(2 j + 1)(2 j + 3)

)

)1/2

.

Следует заметить, что квадрупольный момент неза-

ряженной капли во внешнем поле отличен от нуля

только для возмущенной поверхности капли (квадру-
польный момент равновесного незаряженного сфероида

во внешнем электростатическом поле равен нулю) и

при расчетах с точностью до квадрата эксцентриситета

определяется третьей и пятой модами осцилляций.

Найдем максимальное значение суммы квадратов тре-

тьей производной по времени от полученных компонент

тензора квадрупольного момента:

3
∑

α,β=1

(

∂3

∂t3
Dαβ(t)

)2

max

= 6E2
0R8ε2

(

9

7
h3ω

3
3

+ e2
(

52

245
h3ω

3
3 +

2

847
h5(236ω

3
3 + 149ω3

5)

)

)2

. (14)

Подставим (14) в (1) и найдем интенсивность квадру-

польного электромагнитного излучения от незаряжен-

ной капли, осциллирующей в электростатическом поле:

I =
1

30c5
E2
0R8ω2

(

9

7
h3ω

3
3 + e2

(

52

245
h3ω

3
3 +

2

847
h5

× (236ω3
3 + 149ω3

5)

)

)2

. (15)

На основе полученного соотношения (15) проведем

численные оценки квадрупольного шумового радиоизлу-

чения от конвективных облаков.

Прежде всего, отметим, что возможный источник

электромагнитного излучения обусловлен осцилляция-

ми низких мод мелких капель с концентрацией в облаке

∼ 103 cm−3 [21]. Характерные размеры таких капель от 3

5 10 15 20 25 30
R, mm

1.5

2.5

I,
 1

0
er

g
/c

m
–

4
5

Рис. 1. Зависимость интенсивности квадрупольного элек-

тромагнитного излучения единичной незаряженной каплей,

осциллирующей в электростатическом поле, от радиуса рав-

новеликой сферической капли, рассчитанная при ε = 0.1,

σ = 73 dyn/cm, ρ = 1 g/cm3, E0 = 50V/cm (∼ 2 · 104E0cr при

R = 3 µm и ∼ 7 · 10−4E0cr при R = 30 µm).

до 30µm. Максимум их концентрации в облаке прихо-

дится на диапазон от 3 до 7µm. Следует заметить, что

осцилляции поверхности капель объясняются, прежде

всего, микрофизическими внутриоблачными процесса-

ми: коагуляцией с более мелкими частицами, изменени-

ем агрегатного состояния, дроблением на более мелкие

вследствие столкновительных процессов или реализации

электростатической неустойчивости, электрического и

гидродинамического взаимодействия с соседними капля-

ми. Натурные наблюдения показали, что величина ам-

плитуды осцилляций облачных капель может принимать

значения до десятков процентов от размера капли [7,8].
Таким образом, для получения оценок интенсивности

излучения примем отношение амплитуды осцилляций к

радиусу капли ξ(θ, t)/R = ε, равным 0.1.

Рассчитаем по (15) интенсивность квадрупольного

излучения от единичной незаряженной капли, осцилли-

рующей в однородном электростатическом поле. Для

численных оценок примем: h3 = h5 = 0.5, ε = 0.1, σ =
= 73 dyn/cm, ρ = 1 g/cm3, R = 30µm, E0 = 50V/cm [22]
(∼ 2 · 10−4E0cr при R = 3µm и ∼ 7 · 10−4E0cr при

R = 30µm, где E0cr — критическое значение на-

пряженности поля). Тогда из (14) получим оцен-

ку I ∼ 6 · 10−46 erg/cm. Для капли радиусом R = 8µm

получим значение интенсивности I ∼ 2 · 10−45 erg/cm.

При радиусе капли R = 3µm излучение составляет

I ∼ 6 · 10−45 erg/cm (рис. 1).

Из приведенных оценок и рис. 1 видно, что с увели-

чением радиуса капли на порядок (от R = 3 до 30µm)
интенсивность излучения уменьшается на порядок.

На рис. 2 приведены характеристики излучения в за-

висимости от напряженности внешнего электрического

поля. Видно, что с увеличением напряженности элек-

тростатического поля интенсивность излучения быстро

увеличивается: при увеличении напряженности поля
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Рис. 2. Зависимость интенсивности электромагнитного из-

лучения единичной незаряженной каплей, осциллирующей в

электростатическом поле, от напряженности внешнего поля,

рассчитанная при тех же значениях физических величин, что

на рис. 1 и R = 30 µm.
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Рис. 3. Зависимость от безразмерного времени величин про-

екций на ось симметрии безразмерных электрических квадру-

польного и дипольного моментов незаряженной капли, осцил-

лирующей в однородном электростатическом поле, рассчитан-

ная при ε = 0.1, E0 = 50V/cm. Кривая 1 соответствует квадру-

польному моменту D33(t), рассчитанному при h3 = h5 = 0.5,

кривая 2 — дипольному моменту d3(t), рассчитанному при

j = 2, h2 = 1.

в 3 раза интенсивность излучения увеличивается на

порядок, что согласуется с (15).
По сравнению с интенсивностью дипольного электро-

магнитного излучения от незаряженной капли, осцилли-

рующей в электростатическом поле, [5] интенсивность

квадрупольного электромагнитного излучения оказыва-

ется на 14−15 порядков слабее.

На рис. 3 приведены зависимости от безразмерного

времени величины безразмерной осесимметричной ком-

поненты D33(t) квадрупольного момента, рассчитанного

на основе (13) при h3 = h5 = 0.5 (кривая 1), а также

величины ее безразмерной проекции на ось симметрии

дипольного момента d3(t) (кривая 2), рассчитанного по

выражению:

d(t) =
1

2
ez E0

[

2

(

1 +
1

3
e2
)(

1 +
1

15
e2
)

+ H(t)

]

,

H(t) = 4ε
∑

j∈4

h j

(

1+
1

3
e2
)

(

G1 cos(ω jt)+e2
(

G2 cos(ω jt)

+ G3 cos(ω j−2t)−G4 cos(ω j+2t)
)

)

+ε
∑

j∈4

h j

(

1+
1

15
e2
)

×
(

G5 cos(ω jt) + e2
(

G6 cos(ω jt) + G7 cos(ω j+2t)

+ G8 cos(ω j−2t)
)

)

+ ε
∑

j∈4

h j

(

1 +
1

15
e2
)

(

G9 cos(ω jt)

+ e2
(

G10 cos(ω jt) + G11 cos(ω j+2t) + G12 cos(ω j−2t)
)

)

(по аналогии с [5]) при j = 2, h2 = 1 для сфероидальной

капли воды во внешнем однородном электростатическом

поле напряженностью E0 = 50V/cm; Gi — численные

коэффициенты, зависящие только от номера моды, име-

ющие весьма громоздкий вид, и потому не приведенные.

Безразмерные кривые пришлось строить потому, что

размерности квадрупольного D33(t) и дипольного d3(t)
моментов не совпадают, а их желательно было предста-

вить на одном графике для наглядности.

Несложно видеть, что частота изменения во време-

ни квадрупольного момента примерно в четыре раза

больше чем частота изменения дипольного момента,

что может помочь в экспериментальной идентификации

мультипольности электромагнитного излучения от кап-

ли воды во внешнем однородном электростатическом

поле.

Заключение

В первом порядке малости по отношению амплитуды

осцилляций к характерному линейному размеру капли

и во втором порядке малости по квадрату отношения

характерного линейного размера капли к длине излучае-

мой волны проведена оценка интенсивности квадруполь-

ного электромагнитного излучения от незаряженной

капли, осциллирующей в электростатическом поле. Ока-

залось, что интенсивность квадрупольного излучения

на 14−15 порядков величины меньше интенсивности

дипольного излучения от такой же капли, а частота

квадрупольного излучения выше, чем у дипольного, в

несколько раз.

Приложение

Выражения для численных коэффициентов k1−k6

в (10) и для p1−p6 в (13):

k1 =
j( j − 1)

(2 j − 1)
, k2 =

( j + 1)( j − 1)

(2 j + 3)
,

k3 =
j( j − 1)( j − 2)(2 j2 + 3 j + 7)

2(2 j − 1)(2 j − 3)(2 j − 5)
,
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k4 =
j(100 j5 + 116 j4 − 165 j3 − 205 j2 + 75 j − 81)

30(2 j − 1)2(2 j − 3)(2 j + 3)
,

k5 =

( j+1)(100 j5+756 j4+2159 j3+2591 j2+704 j−600)

30(2 j − 1)(2 j + 3)2(2 j + 5)
,

k6 =
( j + 1)( j + 2)( j + 3)(2 j2 + 11 j + 21)

2(2 j + 3)(2 j + 5)(2 j + 7)
,

p1 =
j( j + 3)

(2 j − 1)
, p2 =

( j + 1)( j + 3)

(2 j + 3)
,

p3 = − j( j − 1)( j − 2)(9 j − 1)

2(2 j − 1)(2 j − 3)(2 j − 5)
,

p4 = − j(40 j5 + 274 j4 − 265 j3 − 475 j2 + 375 j − 9)

30(2 j − 1)2(2 j − 3)(2 j + 3)
,

p5 =

( j+1)(135 j9+990 j8+2990 j7+4924 j6+6145 j5

+8251 j4 + 7564 j3 + 1927 j2 − 886 j − 360)

30(2 j − 1)(2 j + 1)2(2 j + 3)2(2 j + 5)
,

p6 = − j( j + 1)( j + 2)( j + 3)(4 j2 + 7 j − 5)

2(2 j + 3)(2 j + 5)(2 j + 7)
.
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