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Рассмотрена задача о динамике распространения трехмерных предельно коротких оптических импульсов в

оптическом резонаторе в периодически неоднородной среде ориентированных углеродных нанотрубок. Чис-

ленно показано, что такие импульсы демонстрируют устойчивое и стабильное распространение. Кроме того,

показано, что, варьируя параметрами неоднородной среды, можно управлять скоростью распространения

импульса, а также модифицировать его форму.
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Введение

Неотъемлемый интерес в рамках нелинейной опти-

ки, особо привлекающий исследователей, принадлежит

световым пулям или предельно коротким оптическим

импульсам. Такое к себе внимание они получили за уни-

кальный характер и динамику распространения [1,2]. Ис-

следование эволюции световых пуль показало неустой-

чивое распространение импульса в вакууме или в ли-

нейных средах, т. е. импульс уширяется в силу дисперси-

онных эффектов. Поэтому для устойчивого распростра-

нения необходима нелинейная среда, в которой эффекты,

связанные с дисперсией, могли бы компенсироваться

нелинейными эффектами [3–5]. Перспективным элемен-

том, обладающим необычными свойствами в рамках

нелинейной оптики, являются углеродные нанотрубки

(УНТ). Простота их строения, уникальность свойств

способствуют развитию исследований в области рас-

пространения оптических импульсов, разработке опти-

ческих приборов на их основе, но основным и нема-

ловажным качеством, которым обладают углеродные

нанотрубки, — это возможность их использования в

качестве среды для образования световых пуль [6–10].
Интересным является то, что распространение оптиче-

ских импульсов было рассмотрено в однородной среде

УНТ, которая не позволяет управлять скоростью импуль-

са. Для возможности управления параметрами импульса,

такими как скорость и время задержки, необходимо

провести дополнительную модуляцию показателя пре-

ломления среды.

Так, была предложена модель распространения све-

тового импульса в неоднородной среде. Подобная сре-

да дает возможность управлять не только скоростью

распространения, но и, например, поперечной структу-

рой [11–14]. Заметим, что на практике имеются затруд-

нения в создании сред такого рода, включающих в себя

УНТ и обладающих пространственно модулированным

показателем преломления. Объективным выходом из

данной ситуации будет получение сред, распределение

УНТ в которых будет неоднородно, что приведет к

возникновению пространственной модуляции показате-

ля преломления и к возможному изменению скорости

распространения оптического импульса и временем за-

держки импульса в такой среде.

Интерес вызывает и распространение трехмерного

предельно короткого оптического импульса в неоднород-

ной среде УНТ, притом помещенной внутрь оптического

резонатора.

Основные уравнения

Предполагаемая система будет смоделирована следу-

ющим образом: трехмерный предельно короткий опти-

ческий импульс распространяется в неоднородной среде

УНТ типа zig-zag в оптическом резонаторе, причем

электрическое поле направлено вдоль оси нанотрубок

(рис. 1).
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Рис. 1. Геометрия задачи. Ток j(x, y, z , t) и электрическое

поле импульса E(x, y, z , t) направлены вдоль оси УНТ, вектор

Пойнтинга — вдоль оси распространения импульса.
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Рис. 2. Распространение световой пули в среде УНТ в оптическом резонаторе в различные моменты времени t : а — 1.6 · 10−12 s,

b — 16.6 · 10−12 s, c — 33.3 · 10−12 s, d — 76.6 · 10−12 s.

Гамильтониан системы электронов можно записать в

виде

H = γ
∑

j1σ

a+
jσa j+1σ + h.c.,

где a+
jσ , a jσ — операторы рождения и уничтожения

электронов на узле j со спином σ . γ — интеграл пе-

рескока, определяемый перекрытием волновых функций

электронов в соседних узлах.

При помощи фурье-преобразования

a+
nσ =

1

N1/2

∑

j

a+
jσ exp(i jn),

anσ =
1

N1/2

∑

j

a jσ exp(−i jn), (1)

которое диагонализирует гамильтониан H , легко полу-

чить спектр электронов, описывающий свойства элек-

тронной подсистемы в отсутствие кулоновского оттал-

кивания εs (p). Для углеродных нанотрубок типа zig-zag

он имеет вид [15–19]

εs (p) = ±γ

√

1 + 4 cos(a p) cos(πs/m) + 4 cos2(πs/m),

(2)
где s = 1, 2, . . . , m, нанотрубка имеет тип (m, 0),
γ ≈ 2.7 eV, a = 3b/2~, b = 0.142, m — расстояние меж-

ду соседними атомами углерода, p — квазиимпульс.

Уравнения Максвелла можно записать в виде [20]

∂2E

∂z 2
+

1

r
∂

∂r

(

r
∂E

∂r

)

−
1

c2

∂2A

∂t2
+

4π

c
∂j

∂t
+

4π

c2

∂2P

∂t2
= 0,

(3)
где E — электрическое поле световой волны, j — плот-

ность электрического тока, t — время, c — скорость

света в среде, P = µE, где P — вектор поляризации, µ —

коэффициент линейной восприимчивости, r =
√

x2 + y2,

а слагаемое, зависящее от угла поворота, стремится

к нулю, так как предполагается цилиндрическая сим-

метрия. В настоящей работе рассмотрена простейшая
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Рис. 3. Срезы, проходящие через определенную точку оси z и показывающие всю энергию импульса, сосредоточенную в сечении

резонатора, вдоль оси z в различные моменты времени t : а — 1.6 · 10−12 s, b — 16.6 · 10−12 s, c — 33.3 · 10−12 s, d — 76.6 · 10−12 s.

модель линейной среды, в которой вектор поляризации

параллелен вектору E.

Модифицируем уравнение (3), учитывая кулоновскую

калибровку для описания распространения импульсов с

широким спектром в нелинейной среде:

E = −
1

c
∂A

∂t
.

Интегрируя (3) один раз по времени, несложно убе-

диться в том, что обобщением уравнения (3) на случай

линейной среды является уравнение вида

∂2A

∂z 2
+

1

r
∂

∂r

(

r
∂A

∂r

)

−
1

c2
(1 + 4πµ)

∂2A

∂t2
+

4π

c
j = 0,

(4)
Вектор-потенциал A считается имеющим вид

A
(

0, A(r, z , t), 0
)

, а плотность тока — соответственно

j
(

0, j(r, z , t), 0
)

.

Запишем стандартное выражение для плотности тока

j = en(z , r)
∑

ps

νs

(

p −
e
c

A(t)
)

〈a+
ps a ps〉, (5)

где νz = ∂εs (p)/∂ p, а скобки означают усредне-

ние с неравновесной матрицей плотности ρ(t):

〈B〉 = Sp
(

B(0)ρ(t)
)

. Учитывая, что [a+
ps a ps , H] = 0, из

уравнений движения для матрицы плотности сразу по-

лучаем 〈a+
ps a ps〉 = 〈a+

ps a ps〉0, где 〈B〉0 = Sp
(

B(0)ρ(0)
)

,

n(z , r) — плотность УНТ.

Учтем, что ρ0 = exp(−H/kT )/Sp
(

exp(−H/kT )
)

(k —

постоянная Больцмана, T — температура), и, разлагая
νs(p) в ряд Фурье, получим

νs

(

p −
e
c

A(t)
)

=
∑

k

Aks

(

sin(k p) cos
(ke

c
A(t)

)

− cos(k p) sin
(ke

c
A(t)

)

)

,

где

Aks =

π/a
∫

−π/a

νs(p) sin(k p)d p

— убывающие с ростом индекса k коэффициенты разло-

жения.

Учитывая, что функция распределения ρ(0) — четная

функция квазиимпульса p, которая при усреднении с
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Рис. 4. Срезы интенсивности светового поля вблизи оси z цилиндрического резонатора в моменты времени t : а — 1.6 · 10−12 s,

b — 16.6 · 10−12 s, c — 33.3 · 10−12 s, d — 76.6 · 10−12 s.

sin(k p) даст ноль, можно записать

νs

(

p −
e
c

A(t)
)

= −
∑

k

Aks cos(k p) sin
(ke

c
A(t)

)

. (6)

Подставляя получившийся результат в (5) и выполняя

суммирование по s и p, имеем

j = −en0

∑

k

Bk sin
(ke

c
A(t)

)

,

Bk =

m
∑

s=1

π/a
∫

−π/a

d pAks cos(k p)
exp(−βεs(p))

1 + exp(−βεs(p))
,

где n0 — концентрация равновесных электронов в угле-

родных нанотрубках, β = 1/kT . Учитывая все вышеска-

занное, уравнение (4) после перехода к безразмерным

переменным может быть представлено в виде

∂2Ã
∂z 2

+
1

r
∂

∂r

(

r
∂Ã
∂r

)

−
1

c2

∂2Ã
∂t2

+
4π

c
n(z , r) j̃ = 0, (7)

где Ã — эффективный вектор-потенциал, j̃ — эффектив-

ная плотность тока. В (7) введен коэффициент n(z , r),

который учитывает распределение УНТ в пространстве.

Далее в численных расчетах это распределение будет

задано в виде n(z , r) = 1 + α cos(2πz/χ), где α задает

глубину модуляции нелинейности, а χ — период модуля-

ции. Отметим, что в настоящей работе рассматривается

модуляция во всех направлениях. Оптический же резо-

натор считался имеющим цилиндрическую форму и мо-

делировался путем введения отражательных граничных

условий на границе цилиндра и введения периодических

граничных условий вдоль оси цилиндра.

Отметим, что уравнение (7) является обобщением

широко известного уравнения Синус-Гордона.

Начальные условия на вектор-потенциал задавались в

следующем виде:

A(z , r, 0) = Q exp

(

−
(z − z 0)

2

γz

)

exp

(

−
r2

γr

)

,

∂A(z , r, 0)
∂t

=
2Qνz
γz

exp

(

−
(z − z 0)

2

γz

)

exp

(

−
r2

γr

)

.

Здесь Q — амплитуда импульса; γz , γr — ширины

импульса в направлении z и r соответственно, ν —

начальная скорость импульса.
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Рис. 5. Значение компоненты вектора Пойнтинга вдоль оси r в среде УНТ в оптическом резонаторе в различные моменты

времени t : а — 1.6 · 10−12 s, b — 16.6 · 10−12 s, c — 33.3 · 10−12 s, d — 76.6 · 10−12 s.

Расчет, представленный на рис. 2, иллюстрирует, что

импульс на больших временах остается сосредоточен-

ным вдоль оси цилиндрического резонатора, и в этом

смысле можно говорить об устойчивом распространении

световой пули. Более подробно это иллюстрируется

на рис. 3, 4, где приведены срезы, проходящие через

определенную точку оси z и показывающие всю энергию

импульса, сосредоточенную в сечении резонатора, в раз-

личные моменты времени, а также срезы интенсивности

светового поля вблизи оси z цилиндрического резона-

тора (т. е. энергию, сосредоточенную в малой области

вблизи оси резонатора в зависимости от положения

вдоль оси z ).

Само же формирование такой устойчивой структу-

ры происходит за счет отражения волн от стенок

резонатора и последующей интерференции. Такое вза-

имодействие позволяет уменьшить ширину импульса

в направлении, поперечном оси резонатора. Значения

соответствующего вектора Пойнтинга представлены на

рис. 5, где проиллюстрировано первоначальное уши-

рение импульса к стенкам резонатора и последующее

возвращение светового поля обратно к оси резонатора.

Выводы

Результатом проведенного исследования является сле-

дующее.

1. Распространение трехмерного предельно короткого

оптического импульса (световой пули) в периодически

неоднородной среде ориентированных углеродных нано-

трубок в оптическом резонаторе оказалось устойчивым.

2. На больших временах импульс остается локализо-

ванным вдоль оси цилиндрического резонатора.

3. Формирование устойчивой структуры происходит

за счет отражения волн от стенок резонатора и по-

следующей интерференции. Подобное взаимодействие

позволяет уменьшить ширину импульса в направлении,

поперечном оси резонатора.
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