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Исследуются конические структуры, возникающие на поверхности жидкости с ионной проводимостью в

электрическом поле, с учетом влияния объемного и поверхностного зарядов. Демонстрируется, что задача

о распределении поля допускает точное аналитическое решение, соответствующее режиму ограничения

тока электрическим зарядом. Найдена зависимость тока насыщения через коническое образование от угла

раствора, диэлектрической проницаемости жидкости и подвижности положительных и отрицательных ионов.
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Известно, что при воздействии достаточно сильного

электрического поля свободная поверхность жидкости

становится неустойчивой [1–7]. В результате на ее

поверхности могут формироваться стационарные ко-

нические структуры [8–10]. Впервые такие структуры

были теоретически описаны Тейлором [11] для случая

идеально проводящей жидкости. Было установлено, что

угол полураствора образующихся конусов составляет

βT ≈ 49.3◦ . Позднее этот результат был обобщен на слу-

чай идеальной диэлектрической жидкости [12] (см. [13]
для магнитной жидкости в магнитном поле). Как ока-

залось, конические образования могут возникать на по-

верхности жидкостей с достаточно большой диэлектри-

ческой проницаемостью (ε > 17.6). Угол полураствора

конуса β при этом зависит от ε и попадает в интервал

0 < β < βT . Автомодельные решения уравнений элек-

трогидродинамики, описывающие зарождение конусов,

были найдены в [14,15].

В недавних теоретических работах [16,17] было рас-

смотрено протекание тока через коническое образование

на поверхности жидкости при наличии поверхностного и

объемного заряда ионов различного знака (допускалась
генерация ионов в области сильного поля у вершины

конуса). Было дано физическое обоснование использо-

вания приближения, в котором поверхностный заряд

положительных ионов полностью экранирует нормаль-

ную компоненту напряженности поля в жидкости, а

в объеме жидкого конуса доминируют отрицательные

ионы. Анализ проводился для конуса с предельно малым

углом раствора (β/π ≪ 1) для жидкости со значитель-

ной проницаемостью (ε ≫ 1).

В настоящей работе, следуя [16,17], мы рассматриваем

коническое образование на поверхности жидкости с

ионной проводимостью в направленном от жидкости

внешнем электрическом поле. По поверхности конуса

в направлении его вершины дрейфуют положительные

ионы (катионы), а от вершины конуса по его объему

дрейфуют отрицательные ионы (анионы). Как показано

далее, задача нахождения распределения электрического

поля для такой системы допускает построение точного

аналитического решения без ограничений на диэлектри-

ческую проницаемость ε и угол раствора конуса β . Ре-

шение соответствует режиму ограничения тока электри-

ческим зарядом и, как следствие, позволяет определить

максимально возможные значения тока, протекающего

через коническое образование, вне зависимости от меха-

низма генерации ионов.

Выпишем основные уравнения. Будем считать, что

в области вне жидкого конуса отсутствует существен-

ный объемный электрический заряд и, следовательно,

распределение потенциала электрического поля удовле-

творяет уравнению Лапласа 181 = 0 (здесь и далее

индексы 1 и 2 относятся к областям вне и внутри

жидкости соответственно). В дальнейшем будем исполь-

зовать сферическую систему координат, т. е. примем

81 = 81(R, θ), где R — расстояние от вершины конуса,

а θ — полярный угол. В ней уравнение Лапласа примет

вид

∂281

∂R2
+

2

R
∂81

∂R
+

1

R2

∂281

∂θ2
+

ctg θ

R2

∂81

∂θ
= 0. (1)

Внутри жидкого конуса имеется нескомпенсирован-

ный электрический заряд, обусловленный дрейфом анио-

нов. Распределение электрического поля в этой области

описывается уравнением Пуассона: 182 = −ρ/(ε0ε), где
ρ — объемная плотность заряда, а ε0 — электриче-

ская постоянная. Следуя [16,17], будем считать, что

на границе жидкого конуса (она задается условием

θ = 2 ≡ π − β) имеется свободный положительный по-

верхностный заряд плотностью σ , который полностью
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экранирует нормальную компоненту электрического по-

ля внутри жидкости (отметим, что в этом случае поля-

ризационный заряд на границе не индуцируется), т. е.

∂82

∂θ
= 0, θ = 2. (2)

Тогда можно предположить, что в жидкости имеется

только радиальная компонента электрического поля,

т. е. 82 = 82(R) и ρ = ρ(R). В этом случае уравнение

Пуассона запишется как

∂282

∂R2
+

2

R
∂82

∂R
= − ρ

ε0ε
. (3)

Плотность зарядов ρ должна удовлетворять стацио-

нарному уравнению непрерывности ∇(ρVa) = 0, кото-

рое с учетом выражения Va = µa∇82 для скорости дрей-

фа анионов (µa — их подвижность) примет следующий

вид:

ρ

(

∂282

∂R2
+

2

R
∂82

∂R

)

+
∂ρ

∂R
∂82

∂R
= 0. (4)

По поверхности конуса течет ток, переносимый катио-

нами. Скорость катионов в электрическом поле опре-

деляется их подвижностью: Vc = −µc∇82. Уравнение

непрерывности для катионов с учетом этой связи запи-

шется как

σ

(

∂282

∂R2
+

1

R
∂82

∂R

)

+
∂σ

∂R
∂82

∂R
= 0. (5)

Приведем необходимые граничные условия. Танген-

циальные компоненты электрического поля внутри и вне

жидкости будут совпадать на ее границе, а нормальная

компонента поля должна испытывать разрыв, пропор-

циональный плотности заряда на поверхности конуса:

∂81

∂R
=

∂82

∂R
,

1

R
∂81

∂θ
=

σ

ε0
, θ = 2, (6)

где мы учли дополнительное условие (2). Также должно

выполняться условие симметрии для потенциала поля

∂81

∂θ
= 0, θ = 0. (7)

Наконец, условием равновесия свободной поверхности

жидкости является равенство на ней электростатиче-

ского и капиллярного давлений. Для конуса с углом

раствора 2β это дает

pE = pS,

pE =
ε0

2

(

1

R2

(

∂81

∂θ

)2

+ (ε − 1)

(

∂81

∂R

)2
)

θ=2

,

pS = −α

R
ctg2, (8)

где α — коэффициент поверхностного натяжения жид-

кости.

Из условия баланса давлений (8) следует, что

pE ∝ R−1. Тогда по аналогии с классическим резуль-

татом [11] следует ожидать, что напряженность поля

будет убывать с удалением от вершины конуса как

R−1/2, а потенциал поля соответственно удовлетворять

скейлингу 8 ∝ R1/2. Как видно из (3), для плотности

заряда должно выполняться ρ ∝ R−3/2, что согласуется

с уравнением (4). Далее из (6) следует, что для плот-

ности поверхностного заряда должен реализовываться

скейлинг σ ∝ R−1/2, который в свою очередь согла-

суется с (5). То обстоятельство, что учет объемного

заряда дрейфующих в конической области носителей

тока не нарушает классического скейлинга 8 ∝ R1/2 (т. е.
возможно согласованное решение уравнений типа (3),
(4) и (8)), было, по-видимому, впервые установлено в

работе [18] для потока заряженных капель, эмитируемых

с вершины конуса Тейлора. То, что учет поверхностно-

го тока также не нарушает подобного скейлинга, т. е.

возможно построение согласованного решения уравне-

ний (5), (6) и (8), было показано в [19].
Итак, рассматриваемая задача, требующая учета влия-

ния как объемного, так и поверхностного зарядов, до-

пускает редукцию исходных уравнений в частных произ-

водных к обыкновенным дифференциальным уравнениям

для углового распределения потенциала электрического

поля за счет исключения переменной R. В итоге удается

построить следующее точное аналитическое решение

уравнений (1)−(8):

81 = CP1/2(cos θ)R
1/2, 82 = AR1/2,

ρ = BR−3/2, σ = DR−1/2, (9)

где A, B , C, D — постоянные, связанные соотношениями

C = −( − 2α ctg2)1/2
[

ε0 sin
2 2P′2

1/2(cos2)

+ ε0(ε − 1)P2
1/2(cos2)/4

]−1/2
,

A = CP1/2(cos2), B = −3ε0εCP1/2(cos2)/4,

D = −ε0CP ′
1/2(cos2) sin2.

Здесь P1/2 — функция Лежандра порядка 1/2, P′
1/2 — ее

производная по аргументу.

Из условия (2), согласно которому поверхностный

заряд полностью экранирует нормальную компонен-

ту поля в жидкости, понятно, что полученные реше-

ния соответствуют режиму ограничения поверхност-

ного тока зарядом: при увеличении тока направление

поля в жидкости изменится на противоположное по

сравнению с внешним. Остается вопрос, какой ре-

жим соответствует протеканию по жидкости объем-

ного тока. В работе [20] приведено точное решение

для сферически-симметричного распределения электри-

ческого поля в режиме ограничения тока объемным

зарядом применительно к коронному разряду:

E ∝ R−2
(

R3 − R3
0

)1/2
,

где R0 — радиус активного электрода, на котором

поле обращается в нуль (это решение формально
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Зависимость протекающего через конус полного тока I (нор-
мированного на величину αµc) от угла полураствора конуса β

при µa = µc и ε = 2, 25, 80.

соответствует системе электродов, представляющих со-

бой концентрические сферы). Данная зависимость пе-

реходит в используемую нами (E ∝ R−1/2) при R0 → 0.

Таким образом, решение (9), несмотря на обращение в

бесконечность напряженности поля в начале координат,

соответствует режиму ограничения тока объемным заря-

дом.

Полученное точное решение (9) задачи (1)−(8) поз-

воляет найти величину электрического тока, протекаю-

щего через конус в режиме ограничения электрическим

зарядом:

I = Ic + Ia , Ic = πµc DA sin β,

Ia = −πµa AB(1− cos β),

где Ic — ток катионов по поверхности конуса, а Ia — ток

анионов в его объеме. Типичные зависимости полного

тока от угла раствора конуса для различных проницае-

мостей жидкости при µa = µc показаны на рисунке. Они

являются немонотонными. Ток обращается в нуль при

β = 0 и βT ; соответственно, он достигает максимума

между указанными значениями. Как видно из рисунка,

максимум сдвигается в сторону больших углов раствора

с ростом проницаемости ε.

В заключение отметим, что характер зависимостей,

основанных на найденных нами точных решениях, от-

личается от построенных в работах [16,17] с использо-

ванием
”
slender body approximation“. Если для точных

решений ток всегда ограничен, то для приближенных

решений из [16,17], полученных для предела малых

углов β и больших проницаемостей ε, ток обращался

в бесконечность при β ≈
√
8/ε ln ε.
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ского фонда фундаментальных исследований (проекты
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